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1Los Nmeros


	
6.Nmeros imaginarios7.Nmeros complejos8. Forma
polar9.Multiplicacin y divisin en forma polar10.Raz de un nmero
complejo11.Forma exponencial de un nmero complejo

2

6 NMEROS IMAGINARIOSLa matemtica ha definido cuatro operaciones
fun-damentales ente los nmeros: suma, resta, multipli-cacin y
divisin.

Como vimos en la seccin anterior, la resta no es-t definida para
todos los nmeros naturales, por ese motivo se crearon los enteros;
de igual forma, la divisin no se puede aplicar a todos los nme-ros
enteros, para que esto fuera posible se inven-taron los nmeros
racionales.

La pregunta pertinente ahora es: ya no hace fal-ta inventar
nuevos nmeros?

Si estuviramos interesados en resolver una ecua-cin de segundo
grado de apariencia tan simple como:

Seccin 1

Nmeros ComplejosLuis Corona Alcantar


	
3x2 + 1 = 0

nos daramos cuenta de que estamos en proble-mas. La solucin
formal sera:

x = 1

Pero no existe ningn nmero real con esa propie-dad.

Como recordar el lector (+)(+)=(+) y (-)(-)=(+), es-to quiere
decir que al multiplicar un nmero por s mismo siempre obtenemos un
resultado positivo; por lo tanto la ecuacin

x x = x2 = 1

no tiene solucin en los reales.

Algunos estarn pensando: pues que la dichosa ecuacin no tenga
solucin y ya, a otra cosa!

En cambio, una mente inquieta se cuestionara: qu podemos hacer
para que la ecuacin tenga una solucin?

La solucin fue crear (inventar) un nuevo tipo de nmero que
permitiera tener una solucin de la citada ecuacin, para ello se
defini el nmero imaginario i como:i2 = 1

Ahora, observe el lector, el producto de dos nme-ros imaginarios
s puede dar un valor negativo:

i2 = i i = 1

Quedando definida i como:i = 1

Luis Corona Alcantar


	
4Este nuevo conjunto de nmeros debe heredar las propiedades de
los nmeros reales, siendo as la ecuacin

x2 + 4 = 0

tiene como solucin

x = 4 = 4( 1) = 4i2 = 2i

Puede hora el lector dar ejemplos de nmeros imaginarios?

Algunos de ellos son:

i, i, 2i, 2i, 3i, 4i, 2i, 17i, i, i .

Cualquier nmero real multiplicado por i es un nmero
imaginario!

Operaciones con nmeros imaginariosComo ya se coment, los nmeros
imaginarios he-redan todas las propiedades de los nmeros rea-les,
veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 6

1. 2i + 3i = 5i

2. 5i 7i = 2i

3. 6i 4i + 3i i = 9i 5i = 4i

4. 2(3i) = 6i

5. 5(4i) = 20i

6. (2i)(4i) = 8i2 = 8(1) = 8

7. (5i)(6i) = 30i2 = 30(1) = 30

8. (i)(2i) = 2i2 = 2(1) = 2

Luis Corona Alcantar


	
59. ii= 1

10. i2

i= i

11. 4i3

2i = 2i2 = 2(1) = 2

12. 12i5

4i7 =3i2

= 31 = 3

13. (3i)2 = 9i2 = 9(1) = 9

14. (2i)3 = 8i3 = 8i(i2) = 8i(1) = 8i

15. i + 5i 8i2i + 6i 5i =2ii = 2

16. i3 + (2i)2 + 4i4 (2)(3i)

(2i)3 + i5 (5i)(2) =i(i2) + 4i2 + 4(i2)(i2) + 6i8i3 + i(i2)(i2)
10i

= i(1) + 4(1) + 4(1)(1) + 6i8i(1) + i(1)(1) 10i =i 4 + 4 + 6i8i
+ i 10i

= 5ii = 5

7 NMEROS COMPLEJOSSiempre que sumamos o restamos nmeros
imagi-narios obtenemos como resultado otro nmero imaginario; esto
no siempre ocurre con las opera-ciones de multiplicacin y divisin,
como se habr percatado el lector atento.

Por ejemplo:

(2i)3 + (2i)4 = 8i3 + 16i4 = 8i(1) + 16(1)(1) =8i + 16

Pero, qu tipo de nmero es -8i+16?

No es un nmero real, tampoco es imaginario. Sin querer hemos
creado una criatura hbrida: con parte real e imaginaria. A este
nuevo conjunto de nmeros se les llama los nmeros complejos y se
denotan por la letra C.

Luis Corona Alcantar


	
6Es comn representar a los nmeros complejos por la letra z, y se
definen como:

z = a + ib

con a y b nmeros reales.

Al nmero a se le llama la parte real de z y a b la parte
imaginaria:

a = Re(z)

b = Im(z)

Como ya dijimos, los nmeros reales se represen-tan por una lnea
recta; ahora representaremos a los nmeros imaginarios por la recta
imaginaria y a los nmeros complejos por el plano definido por ambas
rectas, real e imaginaria.

Una cuestin a resolver es conocer que propieda-des tiene este
nuevo conjunto de nmeros, para nuestra fortuna tambin los nmeros
complejos heredan todas las propiedades de los nmeros reales...qu
felicidad!, entonces ya sabemos mu-cho sobre ellos.
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7Operaciones con nmeros complejos

Ejemplos 7

Suma y resta1. Encontrar z+w:

z = a + ib

w = c + id

z + w = (a + ib) + (c + id) = a + ib + c + id

z + w = (a + c) + i(b + d)

2. Encontrar z+w:

z = 2 + 3i

w = 5 + 8i

z + w = (2 + 3i) + (5 + 8i) = (2 + 5) + i(3 + 8)

z + w = 7 + 11i

3. Encontrar z+w:

z = 4i

w = 3 + 3i

z + w = (4i) + (3 + 3i) = (3) + i(4 + 3)

z + w = 3 + 7i

4. Encontrar z-w:

z = a + ib

w = c + id

z w = (a + ib) (c + id) = a + ib c id

z w = (a c) + i(b d)

Luis Corona Alcantar


	
85. Encontrar z-w:

z = 2 + 7i

w = 5 9i

z w = (2 + 7i) (5 9i) = 2 + 7i 5 + 9i

z w = 7 + 16i

Multiplicacin6. Encontrar zw:

z = a + ib

w = c + id

zw = (a + ib)(c + id) = a(c + id) + ib(c + id)

zw = ac + iad + ibc + i2bd = ac + iad + ibc bd

zw = (ac bd) + i(ad + bc)

7. Encontrar zw:

z = 3 + 4i

w = 2 + 5i

zw = (3 + 4i)(2 + 5i) = 3(2 + 5i) + 4i(2 + 5i)

zw = 6 + 15i + 8i + 20i2 = 6 + 15i + 8i 20

zw = 14 + 23i

8. Encontrar zw:

z = 1 i

w = 2i 1

zw = (1 i)(2i 1) = 1(2i 1) i(2i 1)

zw = 2i 1 2i2 + i = 2i 1 + 2 + i

zw = 1 + 3i
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99. Encontrar z2:

z = a + ib

z2 = (a + ib)(a + ib) = a(a + ib) + ib(a + ib)

z2 = a2 + iab + iab + i2b2 = a2 + iab + iab b2

z2 = a2 b2 + 2abi

10. Encontrar z2:

z = 3 4i

z2 = (3 4i)(3 4i) = 3(3 4i) 4i(3 4i)

z2 = 9 12i 12i + 16i2 = 9 12i 12i 16

z2 = 7 24i

Conjugacin

Es una operacin que no existe para los reales, y de define
como:

Si z = a + ib

su complejo conjugado es z = a ib

11. Encontrar z:

z = 3 + 4i

Luis Corona Alcantar
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z = 3 4i

12. Encontrar z:

z = 5i

z = 5i

13. Encontrar z:

z = 2 7i

z = 2 + 7i

14. Encontrar z:

z = 10

z = 10

15. Encontrar zz:

z = 4 + 2i

zz = (4 + 2i)(4 2i) = 4(4 2i) + 2i(4 2i)

zz = 16 8i + 8i 4i2 = 16 + 4

zz = 20

DivisinSe multiplica por el complejo conjugado del
deno-minador:wz

= wzzz

16. Encontrar wz:

w = 3 + 4i

z = 2 + i

Luis Corona Alcantar


	
11

wz

= wzzz

= (3 + 4i)(2 i)(2 + i)(2 i) =6 3i + 8i 4i24 2i + 2i i2

wz

= = 6 3i + 8i + 44 + 1wz

= 10 + 5i5 = 2 + i

8 FORMA POLARTodo punto en le plano xy puede ser representado
tambin en trminos de las coordenadas polares (r,).

La norma, mdulo, o valor absoluto, de z=a+ib se define como:

|z | = r = a2 + b2

Luis Corona Alcantar
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Resultado que se obtiene a partir del Teorema de Pitgoras.

z = a + ib = rcos + irsen

z = r(cos + isen)! Forma Polar

tan() = ba

Donde es la amplitud o argumento de z.

= arg(z), 0 < 2

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 8

1. Encontrar la forma polar de z:

z = 3 + 4i

z = r = a2 + b2 = 32 + 42 = 25 = 5

tan() = 43

= tan1(43) = 53.13oz = 5[cos(53.13o) + isen(53.13o)]

2. Encontrar la forma polar de z:

Luis Corona Alcantar
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z = 3i

z = r = a2 + b2 = 02 + 32 = 9 = 3

z = 3[cos(90o) + isen(90o)]

3. Encontrar la forma polar de z:

z = 2 + 4i

z = r = a2 + b2 = ( 2)2 + 42 = 20 = 4.47

tan() = 42

= tan1( 42) = 63.43oz = 4.47[cos(116.57o) + isen(116.57o)]

4. Encontrar la forma polar de z:

z = 6

Luis Corona Alcantar
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z = r = a2 + b2 = ( 6)2 + 02 = 36 = 6

z = 6[cos(180o) + isen(180o)]

5. Encontrar la forma polar de z:

z = 3 2i

z = r = a2 + b2 = ( 3)2 + ( 2)2 = 13 = 3.6

tan() = 23

= tan1(23) = 33.69oz = 3.6[cos(213.69o) + isen(213.69o)

Luis Corona Alcantar
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9 MULTIPLICACIN Y DIVISIN EN FORMA POLARDados los nmeros
complejos

z1 = r1(cos1 + isen1)

z2 = r2(cos2 + isen2)

z1z2 = [r1(cos1 + isen1)][r2(cos2 + isen2)]

z1z2 = r1r2[cos1cos2 + icos1sen2 + isen1cos2 + i2sen1sen2]z1z2 =
r1r2[(cos1cos2 sen1sen2) + i(cos1sen2 + sen1cos2)]

z1z2 = r1r2[cos(1 + 2) + isen(1 + 2)]

Para z = r(cos + isen)

z2 = r2[cos(2) + isen(2)]

Generalizando el resultado anterior obtenemos la frmula de De
Moivre:

zn = rn[cos(n) + isen(n)]

Para la divisin:

z1z2

= r1r2[cos(1 2) + isen(1 2)]

Luis Corona Alcantar
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Ejemplos 9

1. Encontrar zw:

z = 2[cos(20o) + isen(20o)]

w = 5[cos(70o) + isen(70o)]

zw = (2)(5)[cos(20o + 70o) + isen(20o + 70o)]

zw = 10[cos(90o) + isen(90o)]

2. Encontrar z2:

z = 3[cos(30o) + isen(30o)]

z2 = 32[cos(2(30o)) + isen(2(30o))]

z2 = 9[cos(60o) + isen(60o)]

3. Encontrar z3:

z = 5[cos(65o) + isen(65o)]

z3 = 53[cos(3(65o)) + isen(3(65o))]

z2 = 125[cos(195o) + isen(195o)]

4. Encontrar z5:

z = 2[cos(45o) + isen(45o)]

z5 = ( 2)5[cos(5(45o)) + isen(5(45o))]

z2 = 4 2[cos(225o) + isen(225o)]

5. Encontrar z/w:

z = 6[cos(80o) + isen(80o)]

w = 2[cos(33o) + isen(33o)]

Luis Corona Alcantar
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zw

= 62 [cos(80o 33o) + isen(80o 33o)]

zw

= 3[cos(47o) + isen(47o)]

6. Encontrar z6:

z = 3 + 4i

Primero transformamos z a su forma polar:

|z | = r = 32 + 42 = 25 = 5

tan() = 43

= tan1(43) = 53.13oz = 5[cos(53.13o) + isen(53.13o)]

Ahora elevamos a la potencia 6:

z6 = (5)6[cos(6(53.13o)) + isen(6(53.13o))

z6 = 15625[cos(318.78o) + isen(318.78o)]

Luis Corona Alcantar
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10 RAZ DE UN NMERO COMPLEJOResolver la ecuacin:

zn = w

Supongamos que

w = r(cos + isen)

z = (cos + isen)

zn = n(cos(n) + isen(n))

Sustituyendo:

n(cos(n) + isen(n)) = r(cos + isen)

Para que sea una igualdad se deben cumplir dos condiciones:

1. n = r = n r

2.n = + k(360o) = + k(360o)

n

Con k=0, 1, 3, ..., n-1.

Sustituyendo los resultados anteriores tenemos:

zk =n r [cos( + k(360

o)n ) + isen( + k(360

o)n )]

La frmula tiene un aspecto que intimida, pero unos cuantos
ejemplos la harn ver ms amigable.

Luis Corona Alcantar
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Ejemplos 10

1. Encontrar z:

z2 = 4[cos(60o) + isen(60o)]

z = 4 [cos(60o + k(360o)

2 ) + isen(60o + k(360o)

2 )]

Para K=0

z0 = 2[cos( 60o

2 ) + isen(60o

2 )]z0 = 2[cos(30o) + isen(30o)]

Para K=1

z1 = 2[cos(60o + 360o2 ) + isen(60

o + 360o2 )]

z1 = 2[cos(210o) + isen(210o)]

2. Encontrar z:

z3 = 12[cos(150o) + isen(150o)]

z = 3 12[cos(150o + k(360o)

3 ) + isen(150o + k(360o)

3 )]

Para K=0

Luis Corona Alcantar
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z0 = 2.29[cos(150o

3 ) + isen(150o

3 )]z0 = 2.29[cos(50o) + isen(50o)]

Para K=1

z1 = 2.29[cos( 150o + 360o3 ) + isen(150

o + 360o3 )]

z1 = 2.29[cos(170o) + isen(170o)]

Para K=2

z2 = 2.29[cos( 150o + 720o3 ) + isen(150

o + 720o3 )]

z3 = 2.29 [cos (290o) + isen (290o)]

3. Encontrar z:

z4 = 81[cos(300o) + isen(300o)]

z = 4 81[cos(300o + k(360o)

4 ) + isen(300o + k(360o)

4 )]

Para K=0

z0 = 3[cos(300o

4 ) + isen(300o

4 )]

Luis Corona Alcantar
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z0 = 3[cos(75o) + isen(75o)]

Para K=1

z1 = 3[cos(300o + 360o4 ) + isen(300

o + 360o4 )]

z1 = 3[cos(165o) + isen(165o)]

Para K=2

z2 = 3[cos( 300o + 720o4 ) + isen(300

o + 720o4 )]

z2 = 3[cos(255o) + isen(255o)]Para K=3

z3 = 3[cos(300o + 1080o4 ) + isen(300

o + 1080o4 )]

z3 = 3[cos(345o) + isen(345o)]

4. Encontrar z:

z5 = 3 2i

Primero expresamos 3-2i en su forma polar:

Luis Corona Alcantar
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|3 2i | = r = 32 + (2)2 = 13 = 3.6

tan() = 32

= tan1(23 ) = 33.69o3 2i = 3.6[cos(326.31o) + isen(326.31o)]

Sustituyendo la forma polar:

z5 = 3.6[cos(326.31o) + isen(326.31o)]

z = 5 3.6 [cos(326.31o + k(360o)5 ) + isen( 326.31

o + k(360o)5 )]

Para K=0

z0 = 1.29[cos(326.31o

5 ) + isen(326.31o

5 )]z0 = 1.29[cos(65.26o) + isen(65.26o)]

Para K=1

z1 = 1.29[cos( 326.31o + 360o5 ) + isen(326.31

o + 360o5 )]

z1 = 1.29[cos(137.26o) + isen(137.26o)]
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Para K=2

z2 = 1.29[cos(326.31o + 720o5 ) + isen(326.31

o + 720o5 )]

z2 = 1.29[cos(209.26o) + isen(209.26o)]

Para K=3

z3 = 1.29[cos( 326.31o + 1080o5 ) + isen(326.31

o + 1080o5 )]

z3 = 1.29[cos(281.26o) + isen(281.26o)]Para K=4

z4 = 1.29[cos(326.31o + 1440o5 ) + isen(326.31

o + 1440o5 )]

z4 = 1.29[cos(353.26o) + isen(353.26o)]
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11 FORMA EXPONENCIALLos matemticos no se cansan de encontrar
rela-ciones entre los nmeros, en el siglo XVIII Leonhard Euler
descubri una interesante rela-cin entre la funcin exponencial y los
nmeros complejos:

ei = cos + isen

Con ella podemos escribir un nmero complejo en forma muy
compacta:

z = r(cos + isen) = rei

z = rei

Pero lo mejor es que esta expresin obedece to-das las leyes de
los exponentes.

Leyes de los exponentes

1. aman = am+n

2. am

an= amn

3. (am)n = amn

4. (ab)m = ambm

5. (ab)m

= am

bm

6. 1am

= am

7. n a = (a)1n

Luis Corona Alcantar
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Aplicando la frmula de Euler:

ei = cos() + isen()

Por propiedades de las funciones seno y coseno:

cos() = cos()sen() = sen()

ei = cos() isen()

Ahora podemos encontrar el conjugado de z.

z = r(cos + isen) = rei

z = r(cos isen) = rei

Todo esto puede parecer muy complicado pero tie-ne la finalidad
de simplificar la multiplicacin y di-visin entre nmeros complejos,
como podr apre-ciar el lector en los ejemplos siguientes.

Ejemplos 11

1. Encontrar zw:

z = 15[cos(37o) + isen(37o)] = 15ei37o

w = 13[cos(62o) + isen(62o)] = 13ei62o

zw = (15ei37o) (13ei62o) = (15)(13)ei(37o+62o)

zw = 195ei99o

2. Encontrar z/w:

z = 1.25[cos(18o) + isen(18o)] = 1.25ei18o

w = 0.25[cos(5o) + isen(5o)] = 0.25ei5o

zw

= 1.25ei18o

0.25ei5o = (1.250.25)ei(18o5o)zw = 5ei13o
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3. Encontrar z7:

z = 2.45[cos(33o) + isen(33o)] = 2.45ei33o

z7 = (2.45ei33o)7 = (2.45)7 (ei33o)7

z7 = 529.86ei231o

4. Encontrar z6:

z = 1 + 4i

Primero transformamos z a su forma polar:

z = r = 12 + 42 = 17

tan() = 41 = 4

= tan1(4) = 75.96o

z = 17[cos(75.96o) + isen(75.96o)]

Escribir el nmero en la forma exponencial:

z = 17ei75.96o

Elevar a la 6:

z6 = ( 17)6(ei75.96o)6

z6 = 4913ei455.76o

Luis Corona Alcantar
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