


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
                            
                        

                    

                

                
                    
                                                    Log in
                            Upload File
                                            

                

            


            	Most Popular
	Study
	Business
	Design
	Technology
	Travel
	Explore all categories


        

    





    
        
            
                
                    
                

                

                    
                        ejercicios resueltos de algebra lineal para´ computaci´on...

                    


                    
                        
                            	Home
	Documents
	Ejercicios Resueltos de Algebra Lineal para´ Computaci´on ...vpena.pag.alumnos.inf.utfsm.cl/ramos/ili285/tareas/tarea-1-2004.pdf · Este libro es tan s´olo un apoyo a la extensa


                        

                    


                    




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

145
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            


            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Ejercicios Resueltos de ´ Algebra Lineal para Computaci´ on Cient´ ıﬁca I 
        

        
    






				            

        

    









                    
                        
							Upload: others
                            Post on 03-Sep-2019

                            7 views

                        

                        
                            Category:
 Documents


                            1 download

                        

                    


                    
                        
                            Report
                        

                                                
                            	
                                    Download
                                


                        

                                            


                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                                    
Pinterest

                        
                    


                    
                

                

                    
                    
                        Embed Size (px):
                            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                        

                    

                    

                    

                    
                                        
                        TRANSCRIPT

                        Page 1
                        
                        

Ejercicios Resueltos de Algebra Lineal para
 Computacion Cientıfica I

Page 2
                        
                        


Page 3
                        
                        

Indice general
 Introduccion iii
 Agradecimientos v
 Parte 1. Introduccion a MATLAB 1
 Parte 2. Recapitulacion de la Geometrıa Vectorial ElementalVectores y Planos en el Espacio Tridimensional 7
 Parte 3. Recapitulacion del Algebra Lineal Elemental 31
 Parte 4. Recapitulacion de la Teorıa Elemental de Matrices 49
 Parte 5. Espacios Vectoriales en General 63
 Parte 6. Teorıa Espectral Elemental de Matrices 103
 Parte 7. Formas Canonicas (Schur y Jordan) 119
 Bibliografıa 137

Page 4
                        
                        


Page 5
                        
                        

Introduccion
 Este libro es el resultado del esfuerzo y dedicacion de de los alumnos, ayudantes y profesor delramo Computacion Cientıfica, dictado en el primer semestre de 2004, en las aulas y laboratoriosde la Universidad Tecnica Federico Santa Marıa. Gracias a la motivacion del profesor, el DoctorIngeniero Luis Salinas, y al entusiasmo presente en los alumnos de la asignatura, se edito este textocomo legado para los companeros de las generaciones venideras.
 El estudio del Algebra Lineal es una tarea insoslayable. Sus evidentes aplicaciones en las CienciasNaturales e incluso en las Ciencias Sociales, hacen de esta disciplina una herramienta fundamentalpara todo Ingeniero. Particularmente en las Ciencias de la Computacion, el Algebra Lineal Numericamarca las pautas y resultados para la compleja tarea de computar. El Procesamiento de Senales, elReconocimiento de Patrones y la Computacion Grafica, son tan solo algunas de las tantas aristasque denotan el alcance del Algebra Lineal Numerica.
 Este libro es tan solo un apoyo a la extensa bibliografıa existente sobre Algebra Lineal y Anali-sis Numerico, ofreciendo una recopilacion de 85 ejercicios y tareas propuestas con sus respectivosresultados. Dadas las caracterısticas del ramo que motiva este documento, algunos problemas y so-luciones estan orientados a las Ciencias de la Computacion; sin embargo, el alcance de los problemaspropuestos son competencia de multiples areas de la Ingenierıa.
 Se dividio el texto en 7 secciones:
 La primera propone 6 ejercicios simples para realizar en Matlab; el objetivo es que el lectorobtenega destreza y conocimiento en esta poderosa herremienta y ası poder comparar, corroborar ocalcular los resultados obtenidos durante todo el texto.
 Todo estudio de Algebra Lineal tiene como pivote inicial la Geometrıa Vectorial. En la segundaseccion se presentan 18 ejercicios de Vectores y Planos en el espacio tridimensional, con el fin deaclarar conceptos y establecer el lenguaje a utilizar.
 En la seccion tres se realiza una recapitulacion del Algebra Lineal Elemental mediante 7 ejerciciosde Espacios Vectoriales.
 Para poder utilizar aplicaciones lineales, es necesario conocer y dominar la Teorıa de Matricescomo representacion de transformaciones y vectores. Este es el objetivo de los 10 ejercicios la seccioncuatro.
 Luego, se presentan 29 ejercicios de Espacios Vectoriales en General, que es tema tratado en laseccion cinco.
 La seccion seis ahonda en la Teorıa Espectral de Matrices mediante una recopilacion de 10ejercicios propuestos.
 Por ultimo, la seccion siete presenta 5 ejercicios de Formas Canonicas, especificamente en lasformas de Shur y Jordan.
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IV Algebra Lineal
 Esperamos que nuestro trabajo sea de utilidad para los alumnos de futuras generaciones, y losinvitamos a que continuen con nuestra obra, ampliando o corrigiendo este libro, o colaborando conun legado propio para los alumnos venideros, tal como hicimos nosotros.
 Los autores.
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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1. (a)[8, P. 39,1.1] Inicie MATLAB. En la ventana de comandos inserte x=-1:0.1:1, luego ejecuteuna a una las siguientes instrucciones, escribiendolas y apretando cada vez la tecla de return oenter (denotando esta accion por el sımbolo ← ):sqrt(x)← cos(x)← sin(x)← x.^2← plot(x, sin(x.^3))← plot(x, cos(x.^4))←
 Examine cuidadosamente el efecto de cada instruccion.sqrt(x)←:Retorna un vector con la raız cuadrada de cada coeficiente original.cos(x)←:Retorna un vector con el coseno de cada coeficiente original.sin(x)←:Retorna un vector con el seno de cada coeficiente original.x.^2←:Retorna un vector con el cuadrado de cada coeficiente original.plot(x, sin(x.^3))←:Grafica cada coeficiente de x v/s el seno de su cubo.plot(x, cos(x.^4))←:Grafica cada coeficiente de x v/s el coseno del coeficiente a la cuarta.
 (b)Ejecute las siguientes instrucciones y explique los resultados:x=[2 3 4 5]← y=-1:1:2← x.^y← x.*y← x./y←x=[2 3 4 5]←:Crea el vector fila xy=-1:1:2←:Crea un vector fila y con coeficientes que van desde -1 a 2 inclusives, en intervales
 de 1 (i.e. y=[-1 0 1 2]).x.^y←:Crea un nuevo vector fila cuyos coeficientes son el coeficiente correspondiente de x elevado
 al coeficiente correspondiente de y.x.*y←:Crea un nuevo vector fila cuyos coeficientes son la multiplicacion de los correspondientes
 coeficientes de x e yx./y←:Crea un nuevo vector fila cuyos coeficientes son la division de los correspondientes coe-
 ficientes de x e y
 2. (a)[8, P. 39,1.2]Ingrese la matriz [1 5 8;84 81 7;12 34 71] en la ventana de comandos yexamine el contenido de A(1,1), A(2,1), A(1,2), A(3,3), A(1:2,:), A(3,:), A(:,2:3).
 A(1, 1) =[
 1]
 A(2, 1) =[
 84]
 A(1, 2) =[
 5]
 A(3, 3) =[
 71]
 A(1 : 2, :) =[
 1 5 884 81 7
 ]
 A(:, 1) =
 18412
 A(3, :) =
 [12 34 71
 ]A(:, 2 : 3) =
 5 881 734 71
 (b)¿Que resultados producen los siguientes comandos?x=1:1:10, z=rand(10), y=[z;x], c=rand(4),e=[c eye(size(c)); eye(size(c)) ones(size(c))],
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Ejercicios Resueltos 3
 d=sqrt(c), t1=d*d, t2=d.*d.
 x = 1 : 1 : 10 =[
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]
 z = rand(10) =
 a1,1 . . . a1,10
 .... . .
 ...
 a10,1 . . . a10,10
 , 0 < aij < 1
 y = [z; x] =
 a1,1 a1,2 . . . a1,9 a1,10
 a2,1
 . . . a2,10
 .... . .
 ...
 a9,1
 . . . a9,10
 a10,1 a10,2 . . . a10,9 a10,10
 1 2 . . . 9 10
 , 0 < aij < 1
 c = rand(4) =
 a1,1 . . . a1,4
 .... . .
 ...
 a4,1 . . . a4,4
 , 0 < aij < 1
 e =
 a1,1 . . . . . . a1,4 1 0 0 0...
 . . .... 0 1 0 0
 .... . .
 ... 0 0 1 0
 a4,1 . . . . . . a4,4 0 0 0 1
 1 0 0 0 1 1 1 10 1 0 0 1 1 1 1
 0 0 1 0 1 1 1 1
 0 0 0 1 1 1 1 1
 , 0 < aij < 1
 d = sqrt(c) =
 b1,1 . . . b1,4
 .... . .
 ...
 b4,1 . . . b4,4
 , bij =√aij
 t1 == d ∗ d =
 b1,1b1,1 + . . . + b1,4b4,1 . . . b1,1b1,4 + . . . + b1,4b4,4
 .... . .
 ...b4,1b1,1 + . . . + b4,4b4,1 . . . b4,1b1,4 + . . . + b4,4b4,4
 t2 = d. ∗ d =
 b21,1 . . . b21,4
 .... . .
 ...b24,1 . . . b24,4
 3. [8, P. 39,1.4]Resuelva el sistema de ecuaciones: 2x+ 2y + 5z = 52x+ 2y + 4z = 7x+ 3y + 3z = 6
 usando la funcion inv de MATLAB y tambien usando los operadores \ y / en la ventana de comandos.Verifique la correccion de sus resultados mediante multiplicacion de matrices
 A=[2 1 5;2 2 3;1 3 3]b=[5 7 6]’x=inv(A)*bx=A\bb=b’A=A’y=b*inv(A)y=b/A
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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4 Algebra Lineal
 4. [8, P. 39,1.12] Un metodo iterativo para resolver la ecuacion x2 − x − 1 = 0 viene dado porxr+1 = 1 + (1/xr), r = 0, 1, 2, . . . ; escriba un ‘script’ de MATLAB que, partiendo de un x0 dado,por ejemplo x0 = 2, resuelva esa ecuacion. Como criterio de detencion use abs(xr+1−xr) <0.0005;incluya una verificacion de la solucion.
 Codigo: Salida por pantalla:x ant=input(’Ingrese numero inicial: ’); Ingrese numero inicial: 2x new = 1 + 1/x ant; La solucion encontrada es:while abs(x new - x ant) > 0.0005 x new =x ant=x new;x new= 1 + 1/x ant; 1.6180end La comprobacion es:disp(’La solucion encontrada es: ’) Comprobacion=x newdisp(’La comprobacion es: ’); -1.2625e-004Comprobacion=x new2-x new-1
 5. [8, P. 39,1.17]Escriba una funcion de MATLAB que resuelva la ecuacion cuadratica ax2+bx+c =0. La funcion debe usar como parametros de entrada a, b, c ∈ R y como valores de salida debe entregarlas dos raıces. Debe Ud. considerar los tres casos clasicos:
 (i) ninguna raiz real (raıces complejas), (ii) raices reales diferentes, y (iii) raices iguales.
 ‘Zusatz ’: repita este ejercicio con a, b, c ∈ C.
 Para este problema se creo el siguiente codigo MATLAB, con valores de entrada a, b, c que corres-pondıan a los coeficientes de la ecuacion. Este codigo reconoce segun los coeficientes y el discriminantede la ecuacion, el tipo de solucion que va a resultar. El codigo es el siguiente:
 function []=cuadratica(a,b,c)x=(-b+sqrt(b^2-4*a*c))/2*a;y=(-b-sqrt(b^2-4*a*c))/2*a;disp(’ ’);if (imag(a)==0 & imag(b)==0 & imag(c)==0)
 disp(strcat(num2str(a),’x^2+’,num2str(b),’x+’,num2str(c),’=0’));else
 disp(strcat(’(’,num2str(a),’)x^2+(’,num2str(b),’)x+(’,num2str(c),’)=0’));endif (b^2-4*a*c<0)
 disp(’ ’);disp(’Esta ecuacion admite dos soluciones complejas, las cuales son:’);disp(’ ’);disp(strcat(’X1=’,num2str(x),’ y X2=’,num2str(y)));disp(’ ’);
 endif (b^2-4*a*c>0)
 disp(’ ’);disp(’Esta ecuacion admite dos soluciones reales diferentes, las cuales son:’);disp(’ ’);disp(strcat(’X1=’,num2str(x),’ y X2=’,num2str(y)));disp(’ ’);
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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Ejercicios Resueltos 5
 endif (b^2-4*a*c==0)
 disp(’ ’);disp(’Esta ecuacion admite una solucion real que es:’);disp(’ ’);disp(strcat(’X=’,num2str(x)));disp(’ ’);
 end
 6. [8, P. 39,1.18] Escriba una funcion simple para definir f(x) = x2− cosx−x y grafique la funcionen el rango de 0 a 2. Use este grafico para hallar un valor inicial aproximado a la raız y luego apliquela funcion fzero para hallar la raız con una tolerancia de 0, 0005.
 % Esta funcion sirve para calcular y graficar ‘f(x) = x^2 - cos(x) - x’
 function ejercicio6count = fprintf(‘\n’’La funcion es f(x) = a^2 - cos(b) - c’’ \n \n’);a = input (‘Ingresa un valor para ‘‘a’’ ‘);b = input (‘Ingresa un valor para ‘‘b’’ ‘);c = input (‘Ingresa un valor para ‘‘c’’ ‘);r = (a^2 - cos(b) - c);z = fzero(‘x.^2-cos(x)-x’, 1);fplot (‘x.^2-cos(x)-x’, [0 2]);count = fprintf(‘\nLa solucion es %g \n’, r );count = fprintf(‘La funcion ‘‘fzeros’’ entrega %g \n’, z);
 end
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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Parte 2
 Recapitulacion de la Geometrıa VectorialElemental
 Vectores y Planos en el EspacioTridimensional
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7. [3, P. 793]Sea−→OA = 35~i− 27~j + ~k,
 −−→OB = 15~i+ 11~k. Hallar: (a)las coordenadas del punto
 medio de AB; (b)las coordenadas del punto P que este sobre la prolongacion AB y que cumpla conAP : BP = 19 : 9.
 (a)Coordenadas del punto medio AB:−−→AB =
 −−→OB −
 −→OA
 (15~i+ 11~k)− (35~i− 27~j + ~k) =−−→AB
 (−20~i+ 27~j + 10~k) =−−→AB
 ∴ Las coordenadas del punto medio estan dadas por−→AB2
 (b)Coordenadas del punto P que esta sobre la prolongacion de AB y ademas AP : BP = 19 : 9
 AP
 BP=
 199
 AP =199BP
 supongamos P = (x, y, z)
 (x− 35, y + 27, z − 1) =199
 (x− 15, y, z − 11)
 x− 35 =199
 (x− 15)
 y + 27 =199
 (z − 11)
 Desarrollando cada ecuacion se tiene:
 x− 35 = 199 x−
 953
 −103 = 10
 9 x
 −3 = x
 y + 27 = 199 y
 27 = 109 y
 24310 = y
 z − 1 = 199 z −
 2099
 2009 = 10
 9 z
 20 = z
 ∴ P = (−3, 24310 , 20)
 8. [3, P. 794] Si los dos vectores−→OA y
 −−→OB del problema 7. se multiplican por el escalar −17
 8
 (menos uno siete octavos), ¿en que tanto % aumenta el modulo del vector−−→MN , siendo
 −−→OM = 1
 2
 −→OA
 y−−→ON = 2
 3
 −−→OB ?
 Del enunciado tenemos que:
 −−→MN =
 −−→ON −
 −−→OM
 La expresion para el modulo de−−→MN es:
 ∥∥∥−−→MN∥∥∥ =
 √(−−→ON −
 −−→OM
 )×(−−→ON −
 −−→OM
 )Sea: α = −17
 8 . Si los vectores−→OA y
 −−→OB son amplificados por el mismo escalar α, resultara lo
 mismo con los vectores−−→OM y
 −−→ON (por la propiedad asociativa de la multiplicacion de vectores). En
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Ejercicios Resueltos 9
 consecuencia, el modulo del vector−−→MN es amplificado por el valor absoluto de este escalar como se
 demostrara a continuacion.
 ∥∥∥−−→MN∥∥∥
 amplificado=
 √(α ·−−→ON − α ·
 −−→OM
 )×(α ·−−→ON − α ·
 −−→OM
 )∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥amplificado
 =√(
 α ·(−−→ON −
 −−→OM
 ))×(α ·(−−→ON −
 −−→OM
 ))∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥amplificado
 =√α2 ·
 (−−→ON −
 −−→OM
 )×(−−→ON −
 −−→OM
 )∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥amplificado
 =√α2 ·
 √(−−→ON −
 −−→OM
 )×(−−→ON −
 −−→OM
 )∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥amplificado
 = |α| ·∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥∥∥∥−−→MN∥∥∥
 amplificado=
 ∣∣∣∣−158
 ∣∣∣∣ · ∥∥∥−−→MN∥∥∥∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥amplificado
 = 1,875 ·∥∥∥−−→MN
 ∥∥∥
 Por lo tanto, el modulo del vector−−→MN aumento en un 87.5 %.
 9. [3, P. 802]Calcular el angulo formado por los vectores ~i+ 2~j − 2~k e ~i+~j + ~k.
 Zusats 2003 : (a) Descomponga ambos vectores en terminos de los vectores unitarios correspondien-tes a las diagonales de los octantes x ≥ 0, y ≥ 0, z ≤ 0,x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 0,x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0.(b) Determine la respectiva proyeccion de cada vector sobre el otro.
 Sabemos que
 |U · V | = ‖U‖ · ‖V ‖ cos(ϕ)|U · V | = 1 + 2− 2 = 1
 ‖U‖ · ‖V ‖ cos(ϕ) = 1
 ‖U‖ =√
 1 + 4 + 4 =√
 9 = 3
 ‖V ‖ =√
 1 + 1 + 1 =√
 3
 cos(ϕ) =1
 3√
 3
 ϕ = arc cos(1
 3√
 3) = 78, 9o
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 18
                        
                        

10 Algebra Lineal
 (a)Descomposicion:
 u = diagonal en el cuadrantex ≥ 0, y ≥ 0, z ≤ 0
 u =1√3(~i+~j − ~k)
 v = diagonal en el cuadrantex ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 0
 v =1√3(~i−~j + ~k)
 w = diagonal en el cuadrantex ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0
 w = − 1√3(~i+~j + ~k)
 =1√3(−~i−~j − ~k)
 ~i+ 2~j − 2~k =32
 √3u+
 32
 √3v + 2
 √3w
 ~i+~j + ~k = −√
 3w
 (b)Proyeccion:
 proyAB = ‖A‖ cos(ϕ) =
 |A ·B|‖B‖
 Como ya se vio, cos(ϕ) = 13√
 3.
 A =~i+ 2~j − 2~k sobre B =~i+~j + ~k:
 ‖A‖ =√
 12 + 22 + (−2)2 = 3
 =⇒ proyAB = ‖A‖ cos(ϕ) = 3
 13√
 3=
 1√3
 B =~i+~j + ~k sobre A =~i+ 2~j − 2~k:
 ‖B‖ =√
 12 + 12 + 12 =√
 3
 =⇒ proyBA = ‖B‖ cos(ϕ) =
 √3
 13√
 3=
 13
 10. [3, P. 804] Determinar un numero λ tal que los vectores 3~i−4~j+5~k y 8~i−9~j+λ~k sean perpen-diculares entre sı. (a)¿Existen valores de λ para los cuales el angulo entre los vectores precedenteses 3
 11π [radianes]? Si existen, determınelos todos. (b)¿Existen valores de λ tales que la proyecciondel vector dependiente de λ sobre el otro es el 29 % de la longitud euclidiana de este ultimo? Si talesλ existen, determınelos todos.
 Para encontrar un λ que haga que ambos vectores sean perpendiculares entre si, nos basamos enque:
 u · v = 0
 Siendo u y v los vectores dados, tenemos que:
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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Ejercicios Resueltos 11
 (3,−4, 5) · (8,−9, λ) = 3 · 8 +−4 · −9 + 5 · λ = 060 + 5λ = 0
 5λ = −60λ = −12
 (a)Sabemos que cos(u, v) = u·v‖u‖·‖v‖ . Usando esta ecuacion, tenemos que:
 cos(
 311π
 )=
 (3,−4, 5) · (8,−9, λ)5√
 2 ·√λ2 + 145
 0,65 =5λ+ 60
 5√
 2 ·√λ2 + 145
 0,65 =λ+ 12√2λ2 + 290
 0,65√
 2λ2 + 290 = λ+ 120,84λ2 + 121,8 = λ2 + 24λ+ 144
 0,16λ2 + 24λ+ 22,2 = 0
 Resolviendo la ecuacion de segundo grado, tenemos que los valores de λ para los cuales se cumplela condicion son:
 λ1 = −0,93 ∧ λ2 = −149,06(b)Lo que se nos pide es encontrar un λ tal que:
 proyvu = 0,29‖u‖
 = 0,29 · 5√
 2
 Como la proyeccion es un resultado vectorial, utilizaremos la norma del vector, y por lo tanto, elvalor absoluto de λ:
 (3,−4, 5) · (8,−9, λ)(5√
 2)2· (3,−4, 5) = 0,29 · 5
 √2
 5λ+ 60(5√
 2)2· 5√
 2 = 0,29 · 5√
 2
 |λ+ 1210
 | · 5√
 2 = 0,29 · 5√
 2
 |λ+ 1210
 | = 0,29
 Con esto tenemos que:
 λ+1210 ≥ −0,29
 λ+ 12 ≥ −2,9λ ≥ −14,9
 y
 λ+1210 ≤ 0,29
 λ+ 12 ≤ 2,9λ ≤ 9,1
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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 11. [3, P. 805] ¿Para que valor de c el vector ~j − c(~i+ ~k) es perpendicular al vector 5~k − c(2~i+~j)?Zusatz 2003 : (a)¿Existen valores de c para los cuales el angulo de los vectores precedentes es 4
 11π[radianes]? Si existen determınelos todos. (b)¿Existen valores de c tales que la proyeccion delmayor de ellos sobre el menor es el 13% de la longitud euclidiana de este ultimo? Si tales c existen,determınelos todos.
 V1 = −c~i+~j − c~kV2 = −2c~i− c~j + 5~k
 V1 × V2 = ‖V1‖‖V2‖ cos(α), cos(α) = 0(−c, 1,−c)× (−2c,−c, 5) = 0
 2c2 − 6c = 0c1 = 0 ∧ c2 = 3
 (a)α = 411π[radianes]
 V1 × V2 = ‖V1‖‖V2‖ cos(α)
 2c2 − 6c =√
 (−c)2 + (1)2 + (−c)2√
 (−2c)2 + (−c)2 + 52 cos(α)
 2c2 − 6c =√
 10c4 + 55c2 + 25 cos(α)
 (b)
 proyV1V2
 = 0,13‖V 2‖ = ‖V 1‖ cos(α)
 V1 × V2 = ‖V1‖‖V2‖ cos(α)0,13‖V2‖ = ‖V1‖ cos(α)0,13(2c2) = 2c2 + 6C
 1,74c2 − 6c− 0,13 = 0X1 = 2 ∧ X2 = 1,45
 12. [3, P. 808] Determinar el vector(3~a− 5~b
 )×(4~a+ 7~b
 ), sabiendose que ~a×~b =~i+ 2~j − 3~k.
 Primero que todo es necesario aclarar que el producto cruz entre un vector y el mismo da comoresultado 0.
 (3~a− 5~b
 )×(4~a+ 7~b
 )= 12
 =0︷ ︸︸ ︷~a× ~a+21~a×~b− 20~b× ~a+ 35
 =0︷ ︸︸ ︷~b×~b
 = 21~a×~b+ 20~a×~b= 41~a×~b(
 3~a− 5~b)×(4~a+ 7~b
 )= 41~i+ 82~j − 123~k
 13. [3, P. 809] Si ‖~a × ~b‖ = 1, ¿cuanto vale∥∥∥(8~a+~b
 )×(8~a−~b
 )∥∥∥? Nota: ‖~v‖ denota la normaeuclideana del vector ~v
 Sean 2 vectores ~a, ~b ∈ R3 cualesquiera:
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 ~a = Ax~i+Ay
 ~j +Az~k
 ~b = Bx~i+By
 ~j +Bz~k
 Por la definicion del producto cruz
 ~a×~b =
 i j kAx Ay Az
 Bx By Bz
 = (AyBz −ByAz)~i− (AxBz −BxAz)~j + (AxBy −BxAy)~k
 Tambien sabemos que:
 ‖~a×~b‖ =√
 (AyBz −ByAz)2 + (AxBz −BxAz)2 + (AxBy −BxAy)2
 En nuestro caso tenemos:
 (8~a+~b)× (8~a−~b) =
 i j k8Ax +Bx 8Ay +By 8Az +Bz
 8Ax −Bx 8Ay −By 8Az −Bz
 =
 ((8Ay +By)(8Az −Bz)− (8Ay −By)(8Az +Bz)
 )~i−
 −((8Ax +Bx)(8Az −Bz)− (8Ax −Bx)(8Az +Bz)
 )~j +
 +((8Ax +Bx)(8Ay −By)− (8Ax −Bx)(8Ay +By)
 )~k
 = 16(AzBy −AyBz)~i− 16(AzBx −AxBz)~j + 16(AyBx −AxBy)~k
 Entonces:
 ‖(8~a+~b)× (8~a−~b)‖ =√
 162(AzBy −AyBz)2 + 162(AzBx −AxBz)2 + 162(AyBx −AxBy)2
 ‖(8~a+~b)× (8~a−~b)‖ = 16√
 (AzBy −AyBz)2 + (AzBx −AxBz)2 + (AyBx −AxBy)2
 ‖(8~a+~b)× (8~a−~b)‖ = 16‖~a×~b‖ = 16
 14. [3, P. 810] Sea ~a = 17~i − ~j + ~k, ~b = 5~i + 6~j − 7~k. Determinar: (a)un numero c tal que(~a+ c~b
 )×(~b+ c~a
 )= 0; (b)un numero x tal que el vector ~a × ~b sea perpendicular al vector
 x~i+ 25~j + 6~k. Zusatz 2003 : (c)todos los numeros t tales que la proyeccion del vector ~a×~b sobre elvector t3~i− 5t2~j + (6− 2t+ 5t2)~k equivale al 3,141592653 de la longitud euclideana de ~a×~b.
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 (a)Sean los vectores ~a = (17,−31, 1), ~b = (5, 6,−7) y c un escalar.(~a+ c~b
 )×(~b+ c~a
 )= 0(
 (17,−31, 1) + c(5, 6,−7))×((5, 6,−7) + c(17,−31, 1)
 )= 0(
 (17,−31, 1) + (5c, 6c,−7c))×((5, 6,−7) + (17c,−31c, c)
 )= 0(
 17 + 5c,−31 + 6c, 1− 7c)×(5 + 17c, 6− 31c,−7 + c
 )= 0
 Producto cruz de los vectores:
 ~i ~j ~k17 + 5c −31 + 6c 1− 7c5 + 17c 6− 31c −7 + c
 = 0
 ~i
 ∣∣∣∣ −31 + 6c 1− 7c6− 31c −7 + c
 ∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 17 + 5c 1− 7c5 + 17c −7 + c
 ∣∣∣∣+ ~k
 ∣∣∣∣ 17 + 5c −31 + 6c5 + 17c 6− 31c
 ∣∣∣∣ = 0((−31 + 6c)(−7 + c)− (1− 7c)(6− 31c)
 )~i−
 −((17 + 5c)(−7 + c)− (1− 7c)(5 + 17c)
 )~j+
 +((17 + 5c)(6− 31c)− (−31 + 6c)(5 + 17c)
 )~k = 0(
 (217− 31c− 42c+ 6c2)− (6− 31c− 42c+ 217c2))~i−
 −((−119 + 17c− 35c+ 5c2)− (5 + 17c− 35c− 119c2)
 )~j+
 +((102− 527c+ 30c− 155c2)− (−155− 527c+ 30c+ 102c2)
 )~k = 0(
 217− 31c− 42c+ 6c2 − 6 + 31c+ 42c− 217c2)~i+
 +(5 + 17c− 35c− 119c2 + 119− 17c+ 35c− 5c2
 )~j+
 +(102− 527c+ 30c− 155c2 + 155 + 527c− 30c− 102c2
 )~k = ~0(
 − 211c2 + 211)~i+
 (− 124c2 + 124
 )~j +
 (− 257c2 + 257
 )~k = 0~i+ 0~j + 0~k
 Igualando los componentes de ~i, ~j y ~k, se obtienen las siguientes ecuaciones:
 −211c2 + 211 = 0−124c2 + 124 = 0−257c2 + 257 = 0
 Luego se despeja el valor de c, obteniendo los valores: c = 1 y c = −1.(b)Para que los vectores ~a×~b y x~i+25~j+6~k sean perpendiculares, se debe cumplir que el productopunto entre ambos sea igual a 0. Primero se obtiene el producto cruz entre los vectores ~a y ~b.
 ~a×~b =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k17 −31 15 6 −7
 ∣∣∣∣∣∣= ~i(217− 6)−~j(−119− 5) + ~k(102 + 155)
 = 211~i+ 124~j + 257~k
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 Luego, se hace el producto punto, para que se cumpla la perpendicularidad.
 (211, 124, 257)(x, 25, 6) = 0211x+ 25 ∗ 124 + 6 ∗ 267 = 0
 Se despeja x:
 x = −4642211
 x = −22
 Por lo tanto, para que los vectores sean perpendiculares, x debe ser igual a -22.(c)Sean los vectores ~v1 = t3~i−5t2~j+(6−2t+5t2)~k y ~v2 = ~a×~b = 211~i+124~j+257~k. La proyeccionde ~v2 sobre ~v1 es:
 proy ~v1~v2 = π%‖~v2‖
 cos θ‖~v2‖ = π%‖~v2‖~v1 ~v2‖~v1 ~v2‖
 ‖~v2‖ = π%‖~v2‖
 ~v1 ~v2 = π%‖~v1‖‖~v2‖Los modulos respectivos de los vectores son:
 ‖~v1‖ =√t6 + 25t4 + (6− 2t+ 5t2)2 =
 √t6 + 50t4 − 20t3 + 64t2 − 24t+ 36
 ‖~v2‖ =√
 2112 + 1242 + 2572 =√
 44521 + 15376 + 66049
 ‖~v2‖ =√
 125946
 Ahora, se reemplazan los datos en la ecuacion:
 (t3,−5t2, 6− 2t+ 5t2)(211, 124, 257) = π%√t6 + 50t4 − 20t3 + 64t2 − 24t+ 36
 √125946
 (211t3 + 665t2 − 514t+ 1542) = π%√t6 + 50t4 − 20t3 + 64t2 − 24t+ 36
 √125946
 Elevando la ecuacion al cuadrado, se obtiene:
 (211t3 + 665t2 − 514t+ 1542)2 = π%2(t6 + 50t4 − 20t3 + 64t2 − 24t+ 36)(125946)44397t6 + 280630t5 + 219102t4 + 30416t3+
 +2307120t2 − 1582200t+ 2373300 = 0
 Las siguientes raıces de la ecuacion fueron obtenidas por MATLAB:
 t1 = −4, 5166t2 = −3, 8293t3 = 0, 5425 + 1, 2444it4 = 0, 5425− 1, 2444it5 = 0, 4700 + 1, 2068it6 = 0, 4700− 1, 2068i
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 15. [3, P. 812] Sea ~a =~i+ 2~j + 3~k, ~b = 4~i− 5~j + ~k. Determinar un vector ~v tal que se cumplan lasrelaciones ~v · ~a = 0 y ~v ×~b = ~a×~b.Sea ~v = x~i+ y~j + z~k, entonces
 ~v · ~a = (x+ 2y + 3z) = 0
 Si x = y = 1
 z = −1
 Por lo tanto:
 ~v =~i+~j − ~k
 Sea ~v = x~i+ y~j + z~k, ~v ×~b = ~a×~b.
 y + 5z = 174z - x = 11
 - 5x - 4y = -13
 Efectuando reduccion por filas a la matriz correspondiente al sistema anterior obtenemos el sistema:
 x - 4z = -11y + 5z = 17
 0 = 0
 Entonces:
 x = -11 + 4zy = 17 - 5zz = z
 Finalmente:
 ~v = (−11 + 4z, 17− 5z, z) · (~i,~j,~k)= (−11, 17, 0) · (~i,~j,~k) + z(4,−5, 1) · (~i,~j,~k)= (−11, 17, 0)(~i,~j,~k) + z~b
 La solucion esta compuesta por los puntos de la recta paralela a~b y que pasa por el punto (−11, 17, 0)·(~i,~j,~k).
 16. [3, P. 820] Si ~a = −5~i+ 3~j, ~b = 11~i+ 7~j determinar un vector ~v que cumpla con las condiciones~v · ~a = 0 y ~v × ~a = ~a+~b.
 Sea v = (x, y, z)
 ~v · ~a = 0⇒ (x, y, z) · (−5, 3, 0) = −5x+ 3y + 0z = 0
 Ademas:
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 ~v × ~a = ~a+~b∣∣∣∣∣∣~i ~j ~kx y z−5 3 0
 ∣∣∣∣∣∣ = (6, 10, 0)
 ~i(−3z)−~j(5z) + ~k(3x+ 5y) =
 Del determinante se obtiene:
 3x+ 5y = 0z = −2
 Del producto punto obtenemos:
 −5x+ 3y + 0z = 0
 Finalmente x = y = 0. Por lo tanto, el vector v es (0, 0,−2) o −2~k
 17. [3, P. 824] Sea: ~a =~i+~j − ~k, ~b = 2~i−~j + 4~k, ~c = 7~i+ 2~j + 3~k. Determinar dos escalares σ y τtales que ~c = σ~a+ τ~b.
 Tenemos:
 ~a = (1, 1,−1)~b = (2,−1, 4)~c = (7, 2, 3)
 Resolviendo
 (7, 2, 3) = σ(1, 1,−1) + τ(2,−1, 4)
 obtenemos que:
 τ = 5/3σ = 11/3
 18. [3, P. 836] ¿Que angulo forman entre sı los planos con las ecuaciones z = 2 − 6x − 7y, z =1− 8x+ 7y?
 Sean E1 : 6x+ 7y + z = 2 y E2 : 8x− 7y + z = 1. Sean ‖n1‖ y ‖n2‖las normas para los respectivosvectores:
 n1 = (6, 7, 1)n2 = (8,−7, 1)
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18 Algebra Lineal
 Por lo tanto tenemos que:
 cos(θ) =(n1n2)‖n1‖‖n2‖
 =(6, 7, 1)(8,−7, 1)√
 36 + 49 + 1√
 64 + 49 + 1
 = : 048− 49 + 1√
 86√
 114= 0
 Por lo tanto
 cos θ = 0=⇒ θ =
 π
 2
 19. [3, P. 837] Si A = (4, 1, 1), B = (1, 4, 5), ¿que vector es la proyeccion del vector−−→AB sobre el
 plano con ecuacion 3x− 12y + 4z = 4?
 AL =3− 12 + 4− 4√
 16 + 4− 4
 =3√2
 BL =9√
 1 + 16 + 25
 =9√42
 n =~n
 ‖~n‖
 =113
 (3,−12, 4)
 Luego la longitud
 θ = AL−BL
 =9√18− 9√
 42≈ 0, 73
 Por lo tanto multiplicando el vector unitario n por la longitud θ
 nθ =0, 7313
 (3,−12, 4)
 ≈ 0, 056(3,−12, 4)
 Luego por suma de vectores
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 proy−→ABL =
 −−→AB − nθ
 = (−3, 3, 4)− 0, 056(3,−12, 4)= (−3,16, 3,67, 3,77)
 20. [3, P. 841] Una recta L esta dada como interseccion de dos planos con las ecuaciones: 3x−y+4z =8, −24x + 5y − 3z = 6. Determinar la proyeccion de la recta L sobre el plano z = 0. Zusatz 2003 :(a)Determinar la proyeccion de la recta L sobre el plano x −
 √2y + 3
 √3z =
 √5. (b)Los planos
 dados, ¿son subespacios vectoriales de R3?
 Los respectivos vectores normales corespondientes a P1 y a P2 son los siguientes:
 −→N1 = (3~i− 1~j + 4~k)−→N2 = (24~i+ 5~j − 3~k)
 Haciendo el producto cruz entre los vectores normales se obtiene el vector director de la recta L
 ~v = ~N1 × ~N2
 =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k3 −1 424 5 −3
 ∣∣∣∣∣∣= ~i(3− 20)−~j(−9− 96) + ~k(15 + 24)
 = −17~i+ 105~j + 39~k
 Ahora, considerando z = 0, se puede determinar el punto del plano por donde pasa la recta. Haciendoun sistema de ecuaciones determinaremos x e y.
 3x− y = 824x+ 5y = 6 =⇒ x = 46
 39e y = −5813
 Por lo tanto, el punto P0 =(
 4639 ,−
 5813 , 0
 )es un punto que pertenece a la recta. La ecuacion de la recta
 esta definida por: ~x = P0 + t~v con t ∈ R
 ~x = (x, y, z)
 =(
 4639,−58
 a3, 0)
 + t(−17,105,39)
 (a)Se tiene el vector normal ~N3 = (1,−√
 2,√
 3) y el vector director de la recta ~v(−17, 105, 39).Haciendo el producto cruz entre ambos vectores se obtiene un vector que resulta paralelo al plano:
 ~N4 = ~N3 × ~v
 =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k
 1 −√
 2√
 3−17 105 39
 ∣∣∣∣∣∣= ~i(−39
 √2− 105
 √3)−~j(39 + 17
 √3) + ~k(105− 17
 √2)
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 Podemos tomar este vector como el vector normal de un plano π4 (que ademas contiene a la recta)y que es perpendicular al plano π3. La ecuacion del plano esta dada por:
 π4 =[(x, y, z)−
 (4639,−58
 13, 0)]· (−39
 √2− 105
 √3,−39− 17
 √3, 105− 17
 √2)
 Teniendo estos planos con sus respectivos vectores normales ~N3 y ~N4 puede sacarse la proyeccion dela recta en el plano π3 = x−
 √2y +
 √3z =
 √5 de la siguiente manera:
 ~v2 = ~N3 × ~N4 =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k
 1 −√
 2√
 3−39√
 2− 105√
 3 39 + 17√
 3 105− 17√
 2
 ∣∣∣∣∣∣= ~i(−105
 √2 + 34)−~j(420− 17
 √2 + 39
 √6) + ~k(39 + 17
 √3− 78− 105
 √6)
 y realizando un sistema de ecuaciones entre π3 y π4 se puede despejar el punto P0 contenido en larecta. Por lo tanto queda de la forma:
 L = P0 + t~v2cont ∈ R(b)Para que sean subespacios vectoriales debe cumplirse que:
 1. πn 6= ϕ2. αu+ βv ∈ πn con α, β ∈ R;u, v ∈ πn
 Evaluando estas condiciones en πn no se cumple la primera condicion ya que el (0, 0, 0), no pertenecea ninguno de los planos. Por lo tanto los planos dados no son subespacios vectoriales.
 21. [3, P. 842] Los planos con las ecuaciones: 4x+ 2y + z = 8, x+ y − 10z = 0, tienen una recta deinterseccion. Calcular el angulo de inclinacion de esta recta con respecto al plano 9x− 5y − 3z = 1.
 Se tienen los planos
 4x+ 2y + z = 8(2.1)x+ y − 10z = 0(2.2)
 Para obtener la interseccion despejamos z de (2.2)
 z =x+ y
 10y reemplazamos en (2.1)
 4x+ 2y +x+ y
 10= 8
 Luego, la recta de interseccion es:
 41x+ 21y − 80 = 0
 Debemos buscar el angulo entre la recta anterior y el plano 9x− 5y − 3z = 1. Para esto utilizamoslos vectores directores de la recta y el plano respectivamente. Sean
 v = (41, 21, 0), vector director de la recta, yw = (9,−5,−3), vector director del plano.
 Entonces, el angulo θ entre estos, esta dado por:
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 cos(θ) =v · w‖w‖‖w‖
 =(41, 21, 0) · (9,−5,−3)‖(41, 21, 0)‖‖(9,−5,−3)‖
 =41 ∗ 9 + 21 ∗ (−5)√
 412 + 212 ∗√
 92 + (−5)2 + (−3)2
 =264√
 244030= ,5344
 Entonces:
 θ = arc cos(,5344)
 Finalmente, se tiene que θ = 57,69°.
 22. [3, P. 847] ¿Con cuales condiciones han de cumplir los seis coeficientes a, b, c, f, g, h (todosdistintos de cero) para que la recta con las ecuaciones x−x0
 a = y−y0
 b = z−z0c sea perpendicular al
 plano con la ecuacion xf + y
 g + zh = 1?
 Tnemos que:
 x− x0
 a=y − y0
 b=z − z0c
 = k
 De esto sale su forma parametrica. La recta queda descrita por:
 x = ka+ x0
 y = kb+ y0
 z = kc+ z0
 Y de esto obtenemos la forma vectorial, dada por:
 (x0, y0, z0) + k(a, b, c)
 Significa que nuestra recta es paralela con el vector (a, b, c). El plano esta descrito por la ecuacion1f x + 1
 gy + 1hz = 1. El vector normal (perpendicular) al plano esta dado por los coeficientes que
 acompanan a x, y y z, esto es, el vector ( 1f ,
 1g ,
 1h). Para que la recta sea perpendicular al plano,
 debe ser paralela a la normal del plano. En otras palabras, los vectores unitarios que se obtienendividiendo el vector directriz de la recta (hablamos de (a, b, c)), y el vector normal del plano (estees ( 1
 f ,1g ,
 1h)) por sus respectivas normas, deben ser iguales.
 (a, b, c)√a2 + b2 + c2
 =( 1
 f ,1g ,
 1h)√
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 Entonces, las condiciones necesarias para los coeficientes estan dadas por las siguientes ecuaciones,que se obtienen de igualar por coordenada:
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 a√a2 + b2 + c2
 =1
 f√
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 b√a2 + b2 + c2
 =1
 g√
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 c√a2 + b2 + c2
 =1
 h√
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 Elevando al cuadrado y reagrupando, se obtienen las condiciones:
 a2f2 =a2 + b2 + c2
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 b2g2 =a2 + b2 + c2
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 c2h2 =a2 + b2 + c2
 1f2 + 1
 g2 + 1h2
 23. [3, P. 875] Si A y B son dos matrices cuadradas del tipo n × n (y con determinante 6= 0),determinar un numero c tal que (cIn)2 +A(B −A−1) = (B−1A−1)−1.
 (cIn)2 +A(B −A−1) = (B−1A−1)−1
 (cIn)2 +A(B −A−1) = AB
 (cIn)2 +AB −AA−1 = AB
 (cIn)2 +AB − I = AB
 (cIn)2 = I
 c2I2n = In
 c2InIn = In
 c2In = In
 c2 = 1c = 1
 24. En estos ejercicios seguiremos la convencion de escribir los vectores x ∈ Rn, n ∈ N, comovectores columna, esto es de la forma:
 x = [x1, . . ., x2]T =
 x1...xn
 ∈ Rn,
 lo que, de paso, define la operacion [. . .]T de transposicion para vectores.
 Sean u = [1,√
 2,−1]T ∈ R3, v = [1, 1,√
 3]T ∈ R3, w = [−√
 2,−√
 5,−1]T ∈ R3. Describa graficamentelos siguientes conjuntos:
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 (a)P = 12v + 1
 2v. (b)Q = −13v + 3
 4v. (c)R = 75v −
 25 .
 (d)T = (1− t)u+ tv : 0 ≤ t ≤ 1. (e)L = (1− t)u+ tv : t ∈ R.(f)E = αu+ βw : α, β ∈ R. (g)A = u+ αv + βw : α, β ∈ R.
 Ademas estudie las siguientes cuestiones:
 (h)¿Constituye u, v, w una base para R3? (i)De los conjuntos de la lista (a)-(g) ¿Cuales son espaciosvectoriales? Para aquellos que lo sean, determine su dimension. (j)Para todos los espacios vectorialesde dimension 2 que aparezcan en la lista (a)-(g), determine una base ortonormal. (k)Como el lectorsabe, la base canonica de R3 es e1, e2, e3, con e1 = [1, 0, 0]T , e2 = [0, 1, 0]T , e3 = [0, 0, 1]T . Seax = x1e1 +x2e2 +x3e3 ∈ R3 un vector tal que tambien se puede escribir en la forma x = ξ1u+ ξ2v+ξ3w ∈ R3. Los numeros xi, ξj se llaman coordenadas del vector x. ¿Admite todo vector x ∈ R ambasrepresentaciones? ¿son unicas? ¿Cuales son las reglas de transformasion entre los xi y los ξj?, estoes, ¿cuales son las expresiones de los ξj en terminos de los xi y, recıprocamente, de los xi en funcionde los ξj?
 (a)Este conjunto esta conformado por el vector v. Tanto la suma, como el vector v son reflejados enla fig. 1.
 Figura 1. P = 12v + 1
 2v
 (b)Este conjunto esta conformado por el vector v. Tanto la suma, como el vector v son reflejados enla fig. 2.
 (c)Este conjunto esta conformado por el vector v. Tanto la suma, como el vector v son reflejados enla fig. 3.
 (d)Este conjunto esta formado por el vector u, el vector v y todos los vectores que se ubiquen sobrela recta determinada por el vector resta v − u. Esto se ve reflejado en la fig. 4.
 (e)Este conjunto esta formado por el vector u, el vector v y todos los vectores que se ubiquen sobrela recta determinada por el vector resta v − u. Ademas lo conforman todas la amplificaciones delvector resta v − u, es decir, la recta vectorial dada por v − u. Esto se ve reflejado en la fig. 5
 (f)Este conjunto esta formado por todos los vectores que forman el plano uw. Este plano y algunosde sus vectores se ven reflejados en la fig. 6
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 Figura 2. Q = −13v + 3
 4v
 Figura 3. R = 75v −
 25
 (g)Este conjunto esta formado por todos los vectores que formen el paralelepıpedo determinado porel plano vw y de grosor determinado por el vector u. Todo aquel vector que este dentro de esteparalelepıpedo pertenece al conjunto A. Este paralelepıpedo se ve reflejado en la fig. 7
 (h)Se comprueba primero si estos vectores son linealmente independientes. Para esto se debe cumplir:
 αu+ βv + γw = (0, 0, 0), con α, β, γ ∈ R, y α = β = γ = 0
 α[1,√
 2,−1]T + β[1, 1,√
 3]T + γw[−√
 2,−√
 5,−1]T = (0, 0, 0)
 lo que genera el siguiente sistema de ecuaciones:
 α+ β −√
 2γ = 0√2α+ β −
 √5γ = 0
 −α+√
 3β − γ = 0
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 Figura 4. T = (1− t)u+ tv : 0 ≤ t ≤ 1
 Figura 5. L = (1− t)u+ tv : t ∈ R
 Al resolver este sistema se llega a la conclusion de que α = β = γ = 0, lo que indica que los vectoresu, v, w son linealmente independientes. La segunda condicion para que estos vectores sean base deR3 es que generen el espacio R3, es decir que pueda obtener cualquier vector del espacio R3 a travesde la combinacion lineal de los vectores u, vyw. Sea t ∈ R3, sean α, β, γ ∈ R:
 t = αu+ βv + γw
 lo que es verdadero.Concluyendo, u, v, w si constituye una base para R3.(i)En los casos (a), (b) y (c) el conjunto resultado es el vector v. Este vector no es un espaciovectorial, ya que no cumple con ninguna de las condiciones: no contiene al vector cero, ni la suma ni lamultiplicacion de vectores es cerrada. En el caso (d) que es el conjunto T = (1−t)u+tv : 0 ≤ t ≤ 1tampoco existe el vector cero, es decir [0, 0, 0]T = (1− t)u+ tv no se cumple. Para que se entiendamejor:
 [0, 0, 0]T = t(v − u) + u
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 Figura 6. E = αu+ βw : α, β ∈ R
 Figura 7. A = u+ αv + βw : α, β ∈ R
 No hay ningun t entre 0 y 1 que cumpla con esta condicion, por lo que tampoco es un espaciovectorial. En el caso (e) que es el conjunto L = (1 − t)u + tv : t ∈ R se verifica que, al igual queen los casos anteriores, no existe el vector cero. Analizando, se debe cumplir:
 [0, 0, 0]T = t(v − u) + u,
 es decirt(v − u) = −u
 Pero no existe t ∈ R que cumpla con esta condicion. Al reemplazar con los vectores dados, se eliminala primera componente en la resta v − u y la igualdad queda como sigue:
 t[0, 1−√
 2,√
 3 + 1]T = −[1,√
 2,−1]T ,es decir
 [0, t(1−√
 2), t(√
 3 + 1)]T = [−1,−√
 2, 1]T ,
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 lo que presenta la contradiccion:
 0 = −1
 Con lo que queda comprobado que no existe el vector cero en el conjunto y por lo tanto no es espaciovectorial. En el caso (f) que es el conjunto E = αu + βw : α, β ∈ R se verifica que existe elvector cero, para α = β = 0. Ahora se debe comprobar si el conjunto es cerrado en la suma y en lamultiplicacion de vectores.Sean x, y ∈ E, sean α, β, α′, β′ ∈ R, tal que:
 x = αu+ βw
 y = α′u+ β′w
 Entonces se debe cumplir que (γx+ δy) ∈ E, con γ, δ ∈ R:
 γx+ δy = γ(αu+ βw) + δ(α′u+ β′w)γx+ δy = γαu+ γβw + δα′u+ δβ′w)γx+ δy = (γα+ δα′)u+ (γβw + δβ′)w
 Lo que comprueba que el conjunto E es cerrado en la suma y en la multiplicacion, por lo tanto si esun espacio vectorial, el espacio del plano vw. En el caso (g) que es el conjunto A = u+ αv + βw :α, β ∈ R se verifica que existe el vector cero, para (αv + βw) = −u, lo que se cumple. Ahora sedebe comprobar que el conjunto A es cerrado en la suma y en la multiplicacion de vectores. Seanx, y ∈ A, sean α, β, α′, β′ ∈ R, tal que:
 x = u+ αv + βw
 y = u+ α′v + β′w
 Entonces se debe cumplir que (γx+ δy) ∈ A, con γ, δ ∈ R
 γx+ δy = γ(u+ αv + βw) + δ(u+ α′v + β′w)γx+ δy = (γ + δ)u+ (γα+ δα′)u+ (γβw + δβ′)w
 Esto se cumple solo si γ+δ = 1, lo que indica que A no es cerrado en la suma ni en la multiplicacion,por lo tanto el conjunto A no es un espacio vectorial.(j)El unico espacio vectorial de dimension 2 en la lista, es el conjunto E. Dos vectores ortonormalesson dos vectores unitarios y ortogonales entre si. Para encontrar dos vectores ortonormales que seanbase del espacio, primero se busca dos vectores x, y ∈ E que sean perpendiculares entre si. Luego,los vectores tienen la forma:
 x = α1u+ α2v
 y = β1u+ β2v, con α1, α2, β1, β2 ∈ R
 Para que x e y sean perpendiculares el producto punto entre ellos debe ser cero, lo que se expresa:
 xy = (α1u+ α2v)(β1u+ β2v) = 0α1β1uu+ α1β2uv + α2β1vu+ α2β2vv = 0α1β1uu+ (α1β2 + α2β1)uv + α2β2vv = 0
 Supongamos ahora que x = u, es decir α1 = 1 y α2 = 0. Remplazando estos valores en la ecuacionanterior:
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 β1uu+ β2uv = 0
 β1(1,√
 2,−1)(1,√
 2,−1) + β2(1,√
 2,−1)(−√
 2,−√
 5,−1) = 0
 β1(1 + 2 + 1) + β2(1−√
 2−√
 10) = 0
 β1 =(√
 2 +√
 10− 1)4
 β2
 De esta manera, si nos damos en valor β2 = 4, obtenemos β1 =√
 2 +√
 10− 1. Luego:
 y = β1u+ β2v
 = (√
 2 +√
 10− 1)(1,√
 2,−1) + (−√
 2,−√
 5,−1)
 = (√
 10− 1− 3√
 2, 2−√
 2− 2√
 5,−√
 2−√
 10− 3)
 De este modo, ya tenemos u, y ∈ E, dos vectores perpendiculares entre si. Veamos ahora si sonlinealmente independientes:
 γu+ δy = (0, 0, 0), con γ, δ ∈ Rγ(1, sqrt2,−1) + δ(
 √10− 1− 3
 √2, 2−
 √2− 2
 √5,−√
 2−√
 10− 3) = (0, 0, 0)
 de lo que se obtiene el sistema de ecuaciones:
 γ + δ(√
 10− 1− 3√
 2) = 0
 γ(sqrt2) + δ(2−√
 2− 2√
 5) = 0
 −γ + δ(−√
 2−√
 10− 3) = 0
 de lo que se concluye que γ = δ = 0, por lo que u, y son linealmente independientes. Lo unico quefalta para que u, y constituyan una base ortonormal, es que ambos sean unitarios. Esto se obtienecomo sigue:
 u =u
 ‖u‖
 =(1,√
 2,−1)2
 y =y
 ‖y‖
 =(√
 10− 1− 3√
 2, 2−√
 2− 2√
 5,−√
 2−√
 10− 3)√(√
 10− 1− 3√
 2)2 + (2−√
 2− 2√
 5)2 + (−√
 2−√
 10− 3)2
 Por lo tanto la base ortonormal de E es u, y.(k)Si, todo vector x ∈ R3 admite ambas representaciones, ya que tanto u, v, w como e1, e2, e3son bases de R3, es decir, generan cualquier vector x ∈ R3. Claro que son unicas, una combinacionlineal determinada de los vectores de alguna base del espacio vectorial, da origen solo a un vector.Cada vector esta unıvocamente determinado por una combinacion lineal de los vectores de una delas bases; otra combinacion lineal de los vectores de la misma base no puede generar el mismo vector.Se esta pidiendo hacer un cambio de base, de modo que encontremos:
 x = x1e1 + x2e2 + x3e3 = ξ1u+ ξ2v + ξ3w
 x1[1, 0, 0]T + x2[0, 1, 0]T + x3[0, 0, 1]T = ξ1[1,√
 2,−1]T + ξ2[1, 1,√
 3]T + ξ3[−√
 2,−√
 5,−1]T
 De esto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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 x1 = ξ1 + ξ2 −√
 2ξ3x2 =
 √2ξ1 + ξ2 −
 √5ξ3
 x3 = −ξ1 +√
 3ξ2 − ξ3que son las expresiones de los xi en funcion de los ξj . De estas mismas ecuaciones despejamos los ξjen terminos de los xi, de lo que se obtiene:
 ξ1 =x1 − x2 + (
 √2−√
 5)ξ3(1−
 √2)
 ξ2 =x1 + x3 + (1 +
 √2)ξ3
 (1 +√
 3)Reemplazando estos valores en una de las ecuaciones se llega al valor de ξ3 en funcion de x1, x2yx3:
 ξ3 =(−1−
 √6)x1 + (1 +
 √3)x2 − (1−
 √2)x3
 (2√
 3 + 2−√
 5−√
 15)Reemplazando a su vez esto en las expresiones de ξ1 y ξ2 obtenemos las expresiones de estos enfuncion de x1, x2 y x3.
 ξ1 =x1 − x2 + (
 √2−√
 5)[ (−1−√
 6)x1+(1+√
 3)x2−(1−√
 2)x3
 (2√
 3+2−√
 5−√
 15)]
 (1−√
 2)
 ξ2 =x1 + x3 + (1 +
 √2)[ (−1−
 √6)x1+(1+
 √3)x2−(1−
 √2)x3
 (2√
 3+2−√
 5−√
 15)]
 (1 +√
 3)
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25. [1, cf. P. 5] Sean U = (x, y, z) ∈ R3 : x − y + z = 0, V = (x, y, z) ∈ R3 : 2x − y − 2z = 0,ambos equipados con la estructura de espacio vectorial canonica. Determine U ∩ V y U + V :=u+ v : u ∈ U, v ∈ V . ¿Son U ∩ V y U + V := u+ v : u ∈ U, v ∈ V espacios vectoriales?
 Primero diremos que:
 W = U ∩ V= x− 3z= 0
 E = U + V= 3x− 2y − z= 0
 Ahora falta demostrar que W y E son espacios vectoriales, y lo haremos demostrando el caso generaldonde F = (x, y, z) ∈ R : αx+ βy + γz = 0.En efecto: (0, 0, 0) ∈ F , luego F 6= ∅. Sean u = (x, y, z), v = (x′, y′, z′) ∈ F luego
 αx+ βy + γz = 0αx′ + βy′ + γz′ = 0 =⇒ α(x+ x′) + β(y + y′) + γ(z + z′) = 0
 por lo tanto
 u+ v = (x+ x′, y + y′, z + z′) ∈ F
 Por otra parte si λ ∈ R,
 λu = (λx+ λy + λz)= 0.
 Luego,
 α(λx) + β(λy) + γ(λz) = λ(αx+ βy + γz)= 0
 y en consecuencia
 ∀λ ∈ Rλu ∈ E, con u ∈ F
 Por lo tanto F , y obviamente W y E, son espacios vectoriales.
 26. [11, P. 110,10] ¿Cuales de los siguientes subconjuntos de R3 son subespacios vectoriales?
 (a)El conjunto de los vectores (b1, b2, b3) ∈ R3 con b1 = 0.(b)El conjunto de los vectores (b1, b2, b3) ∈ R3 con b1 = 1.(c)El conjunto de los vectores (b1, b2, b3) ∈ R3 con b1b2b3 = 0.(d)El conjunto de los vectores (b1, b2, b3) ∈ R3 con b1 + b2 + b3 = 0.(e)El conjunto de los vectores (b1, b2, b3) ∈ R3 con b1 ≤ b2 ≤ b3 = 0.(f)Todas las combinaciones lineales de los vectores v = (1, 4, 0) y w = (2, 2, 2).(g)Todas los vectores u ortogonales (perpendiculares)a los vectores v y w precedentes.¿Que formatienen todos estos vectores u?.
 (a)Sea W = (b1, b2, b3) ∈ R3/b1 = 0 Tomamos 2 vectores pertenecientes a W y comprobamos sise cumple (W,+,·). Sea v = (0, α1, α2) y w = (0, β1, β2) ∈W ,
 v + w = (0, α1 + β1, α2 + β2).Este vector v + w ∈W . Por lo tanto se cumple la (+).
 αv = (0, αα1, αα2).Tambien ∈ W , por lo que tambien se cumple la (·). Por la tanto W es un subespacio vectorial deR3.
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 (b)Sea W = (b1, b2, b3) ∈ R3/b1 = 1 . Tomamos 2 vectores pertenecientes a W y comprobamos sise cumple (W,+,·). Sea v = (1, α1, α2) y w = (1, β1, β2) ∈W ,
 v + w = (2, α1 + β1, α2 + β2).
 Este vector v+w 6∈ W . Por lo tanto no se cumple la (+).
 αv = (1, αα1, αα2).
 αv ∈W , por lo que se cumple la (·). Por la tanto W no es un subespacio vectorial de R3.(c)Sea W = (b1, b2, b3) ∈ R3/b1b2b3 = 0. Tomamos 2 vectores pertenecientes a W y comprobamossi se cumple (W,+,·). Sea v=(α1, α2, α3) y w=(β1, β2, β3) ∈W
 v + w = (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3), (α1 + β1)(α2 + β2)(α3 + β3) 6= 0.
 Como se puede observar este vector v + w∈ W porque la multiplicacion de los elementos del vectorno da 0. Por lo tanto no se cumple la (+). En concecuencia, W no es un subespacio vectorial de R3.(d)Sea W = (b1, b2, b3) ∈ R3/b1 + b2 + b3 = 0. Tomamos 2 vectores pertenecientes a W y compro-bamos si se cumple (W,+,·) Sea v=(α1, α2, α3) y w=(β1, β2, β3) ∈W
 v + w = (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3).
 Como podemos observar (α1 + β1 + α2 + β2 + α3 + β3) = 0 . El vector v + w ∈ W . Por lo tanto secumple la (+).
 αv = (αα1, αα2, αα3).
 Como podemos observar
 (αα1 + αα2 + αα3) = α(α1 + α2 + α3) = 0,
 entonces αv ∈ W , por lo que se cumple la (·). Finalmente, se puede decir que W es un subespaciovectorial de R3.(e)Sea W = (b1, b2, b3)∈ R3 / b1 ≤ b2 ≤ b3. Tomamos 2 vectores pertenecientes a W y comproba-mos si se cumple (W,+,·) Sea v=(α1, α2, α3) y w=(β1, β2, β3) ∈W
 v + w = (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3).
 Como podemos observar
 α1 + β1 ≤ α2 + β2,
 puesto que
 α1 ≤ α2
 β1 ≤ β2
 α2 + β2 ≤ α3 + β3
 α2 ≤ α3
 β2 ≤ β3.
 Entonces este vector v + w ∈W . Por lo tanto se cumple la (+).
 αv = (αα1, αα2, αα3).
 Como podemos observar (αα1 ≤ αα2 ≤ αα3). Si dividimos por α obtenemos α1 ≤ α2 ≤ α3. Entoncesαv ∈W , por lo que se cumple la (·). Por la tanto W es un subespacio vectorial de R3.
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 (f)Sea v=(1,4,0) y w=(2,2,2) . Si analizamos la dependencia lineal de estos vectores tenemos que:
 λ1v + λ2w = 0.Desarrollando obtenemos el siguiente sistema:
 λ1 + 2λ2 = 04λ1 + 2λ2 = 0
 2λ2 = 0Lo que arroja que 2λ1 = 0 y 2λ2 = 0. Por lo tanto los vectores son L.I entre si, por lo que podemosdecir que es un subespacio vectorial de R3. Por la tanto v = (1, 4, 0) y w = (2, 2, 2) son un subespaciovectorial de R3.(g)Sea v = (1, 4, 0) y w = (2, 2, 2) . Sea u = (a, b, c). Para que v y w sean ortogonales el productointerno tiene que ser 0.
 u · v = 0u · w = 0
 Esto es (a, b, c) · (1, 4, 0) = 0. En otras palabras a+ 4b = 0. Por otro lado (a, b, c) · (2, 2, 2) = 0, estoes 2a+ 2b+ 2c = 0. Si juntamos el sistema y lo dejamos en funcion de un parametro t obtenemos:
 a = t; b = −t/4; c = −3t/4
 Por lo tanto los vectores u, son todos aquellos que tienen la forma u = (t,−t/4,−3t/4) con t ∈ ℵPor la tanto u es un subespacio vectorial de R3 de dimension 1.
 27. [11, P. 110,11] Describa el subespacio vectorial mas pequeno de M(2 × 2,R) que contiene las
 matrices: (a)[1 00 0
 ]y[0 10 0
 ]; (b)
 [1 10 0
 ]; (c)
 [1 00 0
 ]y (d)
 [1 00 1
 ].
 (a)Sean α, β ∈ R.
 α
 [1 00 0
 ]+ β
 [0 10 0
 ]=
 [α β0 0
 ]Sumando matrices de este tipo:[
 a b0 0
 ]+[c d0 0
 ]=
 [a+ c b+ d
 0 0
 ]donde a, b, c, d ∈ R, por lo tanto a+ c, b+ d ∈ R. Luego, multiplicando por un escalar x ∈ R:
 x ·[a b0 0
 ]=
 [xa xb0 0
 ]donde a y b ∈ R, por lo tanto xa, xb ∈ R. Con todo esto se verifica que el resultado de las operacionesde suma de matrices y producto por escalar se mantienen dentro del mismo conjunto (cerradura).Por lo tanto
 W =α
 [1 00 0
 ]+ β
 [0 10 0
 ]∈M(2× 2,R) ∧ α, β ∈ R
 es el subespacio vectorial mas pequeno que contiene las matrices[
 1 00 0
 ]y
 [0 10 0
 ]Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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 (b)Sea α ∈ R.
 α
 [1 10 0
 ]=
 [α α0 0
 ]Sumando matrices de este tipo:[
 a a0 0
 ]+[b b0 0
 ]=
 [a+ b a+ b
 0 0
 ]donde a, b ∈ R, por lo tanto a+ b ∈ R. Luego, multiplicando por un escalar x ∈ R:
 x ·[a a0 0
 ]=
 [xa xa0 0
 ]donde a ∈ R, por lo tanto x · a ∈ R. Con todo esto se verifica que el resultado de las operaciones desuma de matrices y producto por escalar se mantienen dentro del mismo conjunto (cerradura). Porlo tanto
 V =α
 [1 10 0
 ]∈M(2× 2,R) ∧ α ∈ R
 es el subespacio vectorial mas pequeno que contiene la matriz
 [1 10 0
 ](c)Sean α y β ∈ R.
 α
 [1 00 0
 ]+ β
 [1 00 1
 ]=
 [α+ β 0
 0 β
 ]Sumando matrices de este tipo:[
 a+ b 00 b
 ]+[c+ d 0
 0 d
 ]=
 [a+ b+ c+ d 0
 0 b+ d
 ]=
 [(a+ c) + (b+ d) 0
 0 (b+ d)
 ]donde a, b, c, d ∈ R, por lo tanto a+ c, b+ d ∈ R. Luego, multiplicando por un escalar x ∈ R:
 x ·[a+ b 0
 0 b
 ]=
 [x · (a+ b) 0
 0 x · b
 ]=
 [(x · a) + (x · b) 0
 0 (x · b)
 ]donde a y b ∈ R, por lo tanto x · a y x · b ∈ R. Con todo esto se verifica que el resultado de lasoperaciones de suma de matrices y producto por escalar se mantienen dentro del mismo conjunto(cerradura). Por lo tanto
 Y =α
 [1 00 0
 ]+ β
 [1 00 1
 ]∈M(2× 2,R) ∧ α, β ∈ R
 es el subespacio vectorial mas pequeno que contiene las matrices[
 1 00 0
 ]y
 [1 00 1
 ]
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 44
                        
                        

36 Algebra Lineal
 28. [11, P. 110,17,18] ¿Cuales de los siguientes subconjuntos de M(3× 3,C) son subespacios vecto-riales?
 (a)El conjunto de las matrices A invertibles .(b)El conjunto de las matrices A singulares (i.e.,tales que A−1 no existe).(c)El conjunto de las matrices simetricas (i.e., tales que AT = A)(d)El conjunto de las matrices antisimetricas (i.e., tales que AT = −A).(e)El conjunto de las matrices asimetricas (i.e., tales que AT 6= A).
 (a)No es un subespacio porque no contiene a σ puesto que:
 |σ| = 0
 (b)No es un subespacio porque no es cerrado con respecto a la suma, dado que ∀A que pertenece aese conjunto detA = 0Contraejemplo: Sean A,B ∈ conjunto, A+B = C y C ∈ el conjunto.
 A =
 1 0 00 1 00 0 1
 ; B =
 0 0 00 0 00 0 1
 ; C =
 1 0 00 1 00 0 1
 |C| = 1,∴ C no pertenece al conjunto.(c)Dada dos matrices cualesquiera A y B que sean simetricas, su suma tambien debe ser simetrica.
 a b cd e fg h i
 +
 j k lm n op q r
 =
 a+ j b+ k c+ ld+m e+ n f + og + p h+ q i+ r
 y
 a d gb e hc f i
 +
 j m pk n ql o r
 =
 a+ j d+m g + pb+ k e+ n h+ qc+ l f + o i+ r
 [
 a b cd e fg h i
 ]=
 [a d gb e hc f i
 ]︸ ︷︷ ︸
 b=dc=g
 f=h
 ;
 [j k l
 m n op q r
 ]=
 [j m p
 k n ql o r
 ]︸ ︷︷ ︸
 k=ml=po=q
 ;
 [a + j b + k c + ld + m e + n f + og + p h + q i + r
 ]=
 [a + j d + m g + pb + k e + n h + qc + l f + o i + r
 ]︸ ︷︷ ︸
 b+k=d+mc+l=g+p
 f+e=h+q
 Como se puede observar, la suma de dos matrices simetricas tambien es simetrica.Para cualquier α ∈ C, αA debe ser simetrica si A lo es.
 Sea A =[
 a b cb e fc f i
 ], entonces:
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 αA =
 αa αb αcαb αe αfαc αf αi
 y αa αb αcαb αe αfαc αf αi
 T
 =
 αa αb αcαb αe αfαc αf αi
 Por lo tanto, el las matrices simetricas son un sub-espacio Vectorial.(d)En forma analoga al caso anterior, la suma de dos matrices antisimetricas debe ser antisimetricas. 0 b c
 −b 0 f−c −f 0
 +
 0 k l−k 0 o−l −o 0
 =
 0 b+ k c+ l−b− k 0 f + o−c− l −f − o 0
 Si A =
 [0 b c−b 0 f−c −f 0
 ], entonces:
 αA =
 0 αb αc−αb 0 αf−αc −αf 0
 Por lo tanto, las matrices antisimetricas son un sub-espacio vectorial.(e)No es subespacio porque no existe σ ,dado que σT = σ .
 29. [1, cf. P. 6] Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y Ø 6= M ⊆ E.Considere la interseccionD de todos los subespacios V de E tales que M ⊆ V . Demuestre que: (a)D es un espacio vectorialunıvocamente definido. (b)D es un espacio vectorial mas pequeno (con respecto a la inclusion)que contiene a M . (c)D coincide con el conjunto de todas las combinaciones linelaes(finitas) deelementos de M .
 El espacio vectorialD se denota habitualmente por link(M) y se denomina espacio vectorial generadoo engendrado por el conjunto M .Las propiedades (a),(b) y (c) quedan resumidas en: linK(M) =
 n∑
 k=1
 akxk : n ∈ N, ak ∈ K, xk ∈M
 ,
 V subespacio vectorial de E tal que M ⊆ V ⇒ linK(M) ⊆ V.
 Sea p el polinomio p(x) = 1 − x + 3x3,y sea q el polinomio q(x) = −2 + 5x2 − x3, r el polinomior(x) = −x + x3, s el polinomio s(x) = 2 − x2, donde x es una variable real,i.e.,x ∈ R.Determine:(d)linR(p, r); (e)linR(q, r, s); (f)linr(p, q, r, s).
 (a)Sea E espacio vectorial sobre K, y M ⊆ E. Sea la interseccion D de todos los subespacios de Vde E, tales que M ⊆ V .Por demostrar: ¿D es un espacio vectorial unıvocamente definido?Por definicion, la expresion
 ∑ni=1 αiui se llama una Combinacion Lineal (CL) de los vectores ui con
 escalares αi. Se sabe tambien que 0 6= X ⊆ V y consideremos Λ := W/W ≤ V,X ⊆ W. Lainterseccion de todos los W ∈ Λ se llama SubEspacio Vectorial generado por X y se denota porG(X). Por lo tanto D es el SEV generado por las CL de los xk ∈ M . Como D ≤ M , M ⊆ V , yV ⊆ E ⇒ D es un SEV de V , cumpliendo las propiedades o axiomas de la suma de vectores y lamultiplicacion por un escalar, este es a su vez un Espacio Vectorial unıvocamente Definido.(b)Por demostrar: ¿D es el espacio vectorial mas pequeno que contiene a M?El problema de encontrar los conjuntos generadores mas pequenos para un espacio vectorial dependede la nocion de independencia lineal. Por lo tanto hay que probar que:
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 a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0
 tiene al menos una solucion. De esta manera a1 = a2 = · · · = an = 0. Por lo tanto, como existe unaunica solucion igual a cero, los vectores xk son Linelamente Idependientes. Ademas D = G(m), porlo tanto D es una base de M , por lo que es el conjunto de vectores mas pequeno que contiene a M .(c)Sea D todas las posibles combinaciones lineales de M .Por demostrar que D = G(M), D ≤ E,M ⊆ D, entonces G(M) ⊆ D Sea α ∈ D,α es una combinacion lineal de elementos de M , y perteneceα ∈ a V , α ∈ G(M) entonces D ⊆ G(M) entonces G(M) = D(d)linR(p, r) ¿Son li?
 α(1− x+ 3x3) + β(−x+ x3) = 0 =⇒ α = 0−α− β = 0
 Por lo tanto los vectores son li. Combinacion Lineal= a− 2bx+ 4dx3
 (e)linR(q, r, s) ¿Son li?
 α(−2 + 5x2 − x3) + β(−x+ x3) + γ(2− x2) = 0 =⇒ −2α+ 2γ = 0−β = 0
 5α− γ = 0−α+ β = 0
 Entonces se tiene α = 0, β = 0, γ = 0 Por lo tanto los vectores son li. Combinacion lineal: −bx+4cx2
 (f)linr(p, q, r, s) ¿Son li?
 α(1− x+ 3x3) + β(−2 + 5x2 − x3) + γ(−x+ x3) + ϕ(2− x2) = 0 =⇒ α− 2β + 2ϕ = 0α− β = 0
 5β − 2ϕ = 03α− β + γ = 0
 Se tiene que: α = 0, β = 0, γ = 0, ϕ = 0 Combinacion lineal: a− 2bx+ 4cx2 + 3dx3
 30. [9, cf. P. 28] El cuerpo de los numeros complejos. Defina:
 E =[1 00 1
 ], I =
 [0 −11 0
 ], C :=
 n∑
 k=0
 m∑l=0
 αklEkI l : αkl ∈ R, n,m ∈ N0
 .
 Considere el conjunto C equipado con la suma y la multiplicacion usuales de matrices con E0 = I0 =I. Evidentemente C ⊆M(2× 2,R). (a)Para u, v ∈ C y α, β ∈ R, ¿se cumple αu+ βv ∈ C, uv ∈ C?(b)Determine C en cuanto espacio vectorial real. En particular, ¿cual es la dimension del espaciovectorial real C? Hint: Verifique que L2 = −E. (c)Para w, z ∈ C cualesquiera, ¿se cumple wz− zw?(d)Si z ∈ C no es la matriz nula de M(2× 2,R), ¿puede Ud. determinar z−1? (e)¿Puede Ud. definirun isomorfismo de espacios vectoriales (resp., de cuerpos) ϕ : C → C
 (a)u, v ∈ C; α, β ∈ R
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 αu+ βv = αn∑
 h=0
 m∑t=0
 ahtEkIt + β
 n∑h=0
 m∑t=0
 bhtEkIt
 =n∑
 h=0
 m∑t=0
 αahtEkIt +
 n∑h=0
 m∑t=0
 βbhtEkIt
 =n∑
 h=0
 m∑t=0
 chtEkIt +
 n∑h=0
 m∑t=0
 dhtEkIt cht, dht ∈ <
 =n∑
 h=0
 m∑t=0
 (cht + dht)EkIt
 =n∑
 h=0
 m∑t=0
 ehtEkIt eht ∈ <
 ∴n∑
 h=0
 m∑t=0
 ehtEkIt ∈ C
 (b)Verificacion de I2 = −E.
 [0 −11 0
 ]×[0 −11 0
 ]= −
 [1 00 1
 ]Tomando esta ecuacion podemos hacer la similitud con los numeros complejos i2 = −1. Dichopodemos suponer q la parte real de las matrices pertenecientes a C seran todas aquellas q el resultadoincluya solo a la matriz E. Y tomando la matriz E (identidad), sabemos q dicha matriz elevada acualquier numero es la misma matriz, por lo tanto solo hay q observar el comportamiento de L.
 I1 = I;I2 = −E;I3 = −I;I4 = E
 Siguiendo con los potencias se observa que se rigen por este patron (I,-E,-I,E). Por lo tanto paraobtener solo la parte real de C debemos redefinirla, tomando las potencias pares de L.
 C ′ : =
 n∑
 k=0
 m∑l=0
 αklEkI2l : αkl ∈ R, n,m ∈ N0
 Ahora bien, sabiendo q los resultado de esta conjunto de matrices sera E o -E podemos decir q todaslas matrices resultantes pueden generarse a partir de:
 E =[1 00 1
 ]Esto implica q la dimension del espacio generado por C’ es 1, dim(C ′) = 1(c)Tomando cualesquiera w, z ∈ C,
 w =n∑
 h=0
 m∑l=0
 ahlEkI l; z =
 x∑h=0
 y∑l=0
 ahlEkI l
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 zw = (a00E0I0 + a01E
 0I1 + . . .+ a10E1I0 + a11E
 1I1 + . . .+ an0EnI0 + an1E
 nI1 + . . .+ anmEnIm)
 (a00E0I0 + a01E
 0I1 + . . .+ a10E1I0 + a11E
 1I1 + . . .+ ax0ExI0 + ax1E
 xI1 + . . .+ axyExIy)
 = (a00I + a01I + . . .+ a10E + a11EI + . . .+ an0En + an1E
 nI + . . .+ anmEnIm)
 (a00I + a01I + . . .+ a10E + a11EI + . . .+ ax0Ex + ax1E
 xI + . . .+ axyExIy)
 = (a00I + a01I + . . .+ a10I + a11I + . . .+ an0I + an1I + . . .+ anmIm)
 (a00I + a01I + . . .+ a10I + a11I + . . .+ ax0I + ax1I + . . .+ axyIy)
 wz = (a00I + a01I + . . .+ a10I + a11I + . . .+ ax0I + ax1I + . . .+ axyIy)
 (a00I + a01I + . . .+ a10I + a11I + . . .+ an0I + an1I + . . .+ anmIm)
 Sean todas combinaciones posibles IiIj
 IiIj = I · I = I2 = −E = −I= I · (−I) = −I2 = E = I
 = E · E = I
 = E · (−E) = −I= E · I = I
 = E · (−I) = −I= I · E = I
 = I · (−E) = −I
 Lo anterior sabiendo que I1 = I; I2 = −E; I3 = −I; I4 = E. Como
 E = I ∨ −E = −I ∧ IiIj = −I ∨ I ∨ I ∨ −I
 wz queda solo en terminos de I, −I, I, −I al igual que zw, por lo tanto
 wz = zw
 (d)Sea Z =[a bc d
 ]⇒ Z−1 = (Adj(Z))T
 det(Z)
 No considerando la matriz nula para Z, sabemos que Z va a quedar en funcion de I, I , I + I ogenerado a partir de ellos y como:
 det(I) ∧ det(I) ∧ det(I + I) 6= 0
 Por lo tanto siempre podemos calcular Z−1.(e)Definicion del isomorfismo de espacios vectoriales (ϕ : C → C). Partiendo de la relacion compro-bada I2 = −E,
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 49
                        
                        

Ejercicios Resueltos 41
 T (I) = i
 T (I2) = −1= T (−E)
 T (I3) = −i= T (−I)
 T (I4) = 1= T (E)...
 T (Ei) = T (E), ∀i = 1 : n
 Ahora para comprobar si estos espacios son isomorfos debemos demostrar que T es una transfor-macion 1-1 y que ImT = C. Tomando u, v ∈ C,
 T (αu+ βv) = T (αn∑
 h=0
 m∑l=0
 ahlEkI l + β
 x∑h=0
 y∑l=0
 bxyExIy)
 = αT (n∑
 h=0
 m∑l=0
 ahlEkI l) + βT (
 x∑h=0
 y∑l=0
 bxyExIy)
 = αT (u) + βT (v)
 El espacio C lo genera I, I2, entonces ahora vemos el ker(T ):
 αI + βI2 = 0 /T
 T (αI + βI2) = 0αT (I) + βT (I2) = 0
 αi+ β1 = 0α = β = 0.
 ∴ ker(T ) =[
 0 00 0
 ]⇒ dim ker(T ) = 0 ⇒ T es 1− 1.
 dim Im(T ) = dim C − dim ker(T ) = 2− 0 = 2
 Luego Im(T ) = C∴ C ∼= C (son isomorficos).
 31. [9, cf. P. 28] El anillo de los Cuaterniones. A partir de las matrices E, I del ejercicio 30. definaahora las siguientes matrices de orden 4:
 e =[E 00 E
 ], i =
 [0 −EE 0
 ], j =
 [I 00 −I
 ], k =
 [0 II 0
 ]Defina:
 Q :=
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 αrstuerisjtku : αrstu ∈ R, R, S, T, U ∈ N0
 ]
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 Considere el conjunto C equipado con la suma y multiplicacion usuales de matrices con e0 = i0 =j0 = k0 = e. Evidentemente Q ⊆M(4× 4,R) y e es la matriz identidad de 4× 4.
 (a)Para u, v ∈ Q y α, β ∈ R, ¿se cumple αu + βv ∈ Q, uv ∈ Q?.(b)Determine Q en cuanto espacio vectorial real. En particular, ¿cual es la dimension del espaciovectiral real Q? Hint: Verifique que i· j= k = -j· i, j· k = i = -k· j, k· i = j = -i· k, i2 = j2 = k2 = -e.(c)¿Que forma especıfica tienen todas las matrices A ∈ Q?(d)Para w, z ∈ Q cualesquiera, ¿se cumple wz= zw?(e)Si z ∈ Q no es la matriz nula de M(4×4, R), ¿puede usted determinar z−1?
 Los cuaterniones fueron inventados por Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865), celebre ma-tematico y fısico irlandes. Poseen numerosas e interesantes propiedades matematicas que han sidoaplicadas con exito a variados problemas de la Fısica y la Ingenierıa. Recientemente los cuaternioneshan permitido optimizar ciertos metodos de la Computacion Grafica. ¡Explore la www al respecto!Aun a riesgo de revelar la solucion de las preguntas precedentes, 1conviene notar que un cuaternioncualquiera se puede escribir de la forma:
 q = αe+ βi+ γj + δk.
 El numero real N(q) = α2 + β2 + γ2 + δ2 se llama norma del cuaternion q. El cuaternion:
 q∗ = αe− βi− γj − δk.
 se denomina conjugado de q. Es claro que q∗∗ = q.
 (f)Compruebe que q · q∗ = q∗ · q = N(q)e y concluya que q−1 = 1N(q)q
 ∗, siempre que q 6= 0.(g)Verificar que N(pq) = N(p) ·N(q) para todo p, q ∈ Q.
 e =
 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1
 i =
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 j =
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 k =
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 Haciendo las multiplicaciones pertinentes se observa que:
 e0 = e1 = e2 = ... = er = e
 Matriz ii0 = ei1 = ii2 = −ei3 = −ii4 = e
 Matriz jj0 = ej1 = jj2 = −ej3 = −jj4 = e
 Matriz kk0 = ek1 = kk2 = −ek3 = −kk4 = e
 1Con el consiguiente riesgo de arruinar la aplicacion del antiquısimo principio de pedagogico (¡el gran Socrates,490-399 AC, ya lo aplicaba!) que privilegia el aprendizaje por el descubrimiento activo y personal, muy lejos por encimade las execrables pero lamentablementa populares “paltas”.
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 Q :=
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 αrstuerisjtku : αrstu ∈ R, R, S, T, U ∈ N0
 (a)Sea
 u : =
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 αrstuerisjtku : αrstu ∈ R, R, S, T, U ∈ N0
 v : =
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 βrstuerisjtku : βrstu ∈ R, R, S, T, U ∈ N0
 αu+ βv =
 α ·
 R∑r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 αrstuerisjtku + β ·
 R∑r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 βrstuerisjtku
 αu+ βv =
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 α · αrstuerisjtku +
 R∑r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 β · βrstuerisjtku
 αu+ βv =
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 (α · αrstu + β · βrstu)erisjtku
 Denotamos γrstu = (α · αrstu + β · βrstu)
 αu+ βv =
 R∑
 r=0
 S∑s=0
 T∑t=0
 U∑u=0
 γrstu erisjtku
 ∈ Q
 (b)
 a · e+ b · i+ c · j + d · k = 0
 a ·
 1 0 0 0
 0 1 0 0
 0 0 1 00 0 0 1
 + b ·
 0 0 −1 0
 0 0 0 −1
 1 0 0 00 1 0 0
 + c ·
 0 −1 0 0
 1 0 0 0
 0 0 0 10 0 −1 0
 + d ·
 0 0 0 −1
 0 0 1 0
 0 −1 0 01 0 0 0
 ︸ ︷︷ ︸
 =
 26640 0 0 00 0 0 0
 0 0 0 00 0 0 0
 3775
 a −c −b −dc a d −bb −d a −cd b c a
 =
 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0
 =⇒ a = 0; b = 0; c = 0; d = 0
 ∴ e, i, j, k son l.i. ⇒ e.v = R4 dim = 4.Verificacion de multiplicaciones:
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 i · j =
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 =
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 = k
 j · i =
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 =
 0 0 0 10 0 −1 00 1 0 0−1 0 0 0
 = −k
 j · k =
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 =
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 = i
 k · j =
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 =
 0 0 1 00 0 0 1−1 0 0 00 −1 0 0
 = −i
 k · i =
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 =
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 = j
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 i · k =
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 =
 0 1 0 0−1 0 0 00 0 0 −10 0 1 0
 = −j
 i2 =
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 0 0 −1 00 0 0 −11 0 0 00 1 0 0
 =
 −1 0 0 00 −1 0 00 0 −1 00 0 0 −1
 = −e
 j2 =
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 0 −1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 −1 0
 =
 −1 0 0 00 −1 0 00 0 −1 00 0 0 −1
 = −e
 k2 =
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 0 0 0 −10 0 1 00 −1 0 01 0 0 0
 =
 −1 0 0 00 −1 0 00 0 −1 00 0 0 −1
 = −e
 (c)Dadas las propiedades explicadas anteriormente, es decir:
 i · j = −j · i= k
 j · k = −k · j= i
 k · i = −i · k= j
 i2 = j2
 = k2
 = −e
 deducimos que todo elemento de u ∈ Q, se puede escribir de la forma:
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 u = a · e+ b · i+ c · j + d · k
 a −c −b −dc a d −bb −d a cd b −c a
 (d)No, ya que para w = i y z = j, no cumple ya que w · z = k y z · w = −k.(e)z es de la forma:
 z = a · e+ b · i+ c · j + d · k =
 a −c −b −dc a d −bb −d a cd b −c a
 ,por lo tanto el determinante es:
 ∣∣∣∣∣∣∣∣a −c −b −dc a d −bb −d a cd b −c a
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ = a ·
 ∣∣∣∣∣∣a d −b−d a cb −c a
 ∣∣∣∣∣∣+ c ·
 ∣∣∣∣∣∣c d −bb a cd −c a
 ∣∣∣∣∣∣−= −b ·
 ∣∣∣∣∣∣c a −bb −d cd b a
 ∣∣∣∣∣∣+ d ·
 ∣∣∣∣∣∣c a db −d ad b −c
 ∣∣∣∣∣∣= a ·
 (a · (a2 + c2)− d · (−da− cb)− b · (dc− ab)
 )+
 +c ·(c · (a2 + c2)− d · (ba− cd)− b · (−bc− ad)
 )−
 −b ·(c · (−da− bc)− a · (ba− cd)− b · (−b2 + d2)
 )+
 +d ·(c · (dc− ba)− a · (−bc− ad) + d · (b2 + d2)
 )= a ·
 (a3 + ac2 + d2a+ ab2
 )+ c ·
 (ca2 + c3 + d2 + b2c
 )−b ·
 (− bc2 − a2b− b3 − bd2
 )+ d ·
 (dc2 + a2d+ db2 + d3
 )= a4 + a2c2 + d2a2 + a2b2 + c2a2 + c4 + c2d2 + b2c2 +
 +b2c2 + a2b2 + b4 + b2d2 + d2c2 + a2d2 + d2b2 + d4
 = a2 ·(a2 + c2 + d2 + b2
 )+ c2 ·
 (a2 + c2 + d2 + b2
 )+
 +b2 ·(c2 + a2 + b2 + d2
 )+ d2 ·
 (c2 + a2 + b2 + d2
 )=
 (a2 + b2 + c2 + d2
 )(a2 + b2 + c2 + d2
 )=
 (a2 + b2 + c2 + d2
 )2
 Por lo tanto, z es invertible, ya que(a2 + b2 + c2 + d2
 )2siempre es positivo.
 (f)Sea q = αe+ βi+ γj + δk y q∗ = αe− βi− γj − δkEntonces:
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 q · q∗ =(αe+ βi+ γj + δk
 )(αe− βi− γj − δk
 )= α2e2 − αβei− αγej − αδek + αβie− β2i2 −−βγij − βδik + αγje− βγji− γ2j2 −−γδjk + αδke− βδki− γδkj − δ2k2
 = α2e+ β2e+ γ2e+ δ2e− βγk ++βδj + βγk − γδi− βδj + γδi
 = (α2 + β2 + γ2 + δ2)e= N(q)e
 De la misma manera:
 q∗ · q =(αe− βi− γj − δk
 )(αe+ βi+ γj + δk
 )= α2e2 + αβei+ αγej + αδek − αβie− β2i2 −−βγij − βδik − αγje− βγji− γ2j2 −−γδjk − αδke− βδki− γδkj − δ2k2
 = α2e+ β2e+ γ2e+ δ2e− βγk ++βδj + βγk − γδi− βδj + γδi
 = (α2 + β2 + γ2 + δ2)e= N(q)e
 Por lo tanto q · q∗ = q∗ · q = N(q)e, de lo que se deduce:
 q · q∗ = N(q)e /q−1
 q∗ = N(q)e ∗ q−1
 q∗ = N(q) ∗ q−1 /e ∗ q−1 = q−1
 q−1 =1
 N(q)q∗
 Esto es cierto para todo q ∈ Q tal que q 6= 0, ya que para q = 0 no existe q−1.(g)Sean p = αe+ βi+ γj + δk y q = ae+ bi+ cj + dk. Calculemos p · q:
 p · q =(αe+ βi+ γj + δk
 )(ae+ bi+ cj + dk
 )= αae2 + αbei+ αcej + αdek + βaie+ βbi2 +
 +βcij + βdik + γaje+ γbji+ γcj2 ++γdjk + δake+ δbki+ δckj + δdk2
 = e ·(αa− βb− γc− δd
 )+ i ·
 (αb+ βa+ γd− δc
 )+
 +j ·(αc+ γa+ δb− βd
 )+ +k ·
 (αd+ δa+ βc− γb
 )Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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 Ahora calculemos N(pq):
 N(pq) =(αa− βb− γc− δd
 )2+(αb+ βa+ γd− δc
 )2+
 +(αc+ γa+ δb− βd
 )2+(αd+ δa+ βc− γb
 )2
 = α2a2 + β2b2 + γ2c2 + δ2d2 + +2(− αaβb− αaγc− αaδd+ +βbγc+ βbδd+ γcδd
 )+
 +α2b2 + β2a2 + γ2d2 + δ2c2 + +2(αaβb+ αbγd− αbδc+ +βaγd− βaδc− γcδd
 )+
 +α2c2 + γ2a2 + δ2b2 + β2d2 + +2(αaγc+ αbδc− αβcd+ +abγδ − βaγd− βbδd
 )+
 +α2d2 + δ2a2 + β2c2 + γ2b2 + +2(αaδd+ αβcd− αbγd+ +βaδc− abγδ − βbγc
 )= α2a2 + β2b2 + γ2c2 + δ2d2 + +α2b2 + β2a2 + γ2d2 + δ2c2 +
 +α2c2 + γ2a2 + δ2b2 + β2d2 + +α2d2 + δ2a2 + β2c2 + γ2b2
 = a2(α2 + β2 + γ2 + δ2
 )+ +b2
 (α2 + β2 + γ2 + δ2
 )+
 +c2(α2 + β2 + γ2 + δ2
 )+ +d2
 (α2 + β2 + γ2 + δ2
 )=
 (α2 + β2 + γ2 + δ2
 )(a2 + b2 + c2 + d2)
 = N(p) ·N(q)
 ∴ Queda esto demostrado.
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32. [4, P. 39, 1] Sean dadas las siguientes matrices: A,B ∈ M(4 × 5,R), C ∈ M(5 × 2,R), D ∈M(4× 2,R), E ∈M(5× 4,R). Determine cuales de las siguientes matrices estan bien definidas y, enestos casos, indique sus numeros de filas y de columnas: (a)BA, (b)AC+D, (c)AE+B, (d)AB+B,(e)E(A+B), (f)E(AC), (g)ETA, (h)(AT + E)D.
 (a)BA no esta definida (4× 5)(4× 5).(b)AC +D(4× 5)(5× 2) + (4× 2) = (4× 2) + (4× 2) = (4× 2). Esta bien definida.(c)AE +B(4× 5)(5× 4) + (4× 5) = (4× 4) + (4× 5). No esta definida.(d)AB +B(4× 5)(4× 5) + (4× 5). No esta definida.(e)E(A+B)(5× 4)((4× 5) + (4× 5)) = (5× 4)(4× 5) = (5× 5). Esta bien definida.(f)E(AC)(5× 4)((4× 5)(5× 2)) = (5× 4)(4× 2) = (5× 4). Esta bien definida.(g)ETA(5× 4)T (4× 5) = (4× 5)(4× 5). No esta definida.(h)(AT + E)D((4 × 5)T + (5 × 4))(4 × 2) = ((5 × 4) + (5 × 4))(4 × 2) = (5 × 4)(4 × 2) = (5 × 2).Esta bien definida.
 33. [4, P. 40, 8, 10] Sean A =
 3 −2 76 5 40 4 9
 , B =
 6 −2 40 1 37 7 5
 . Escriba, si ello es posible:
 (a)las columnas de AB como c.l.2 de las columnas de A, respectivamente, de B,(b)las columnas de BA como c.l. de las columnas de A, respectivamente, de B,(c)las filas de AB como c.l. de las filas de A, respectivamente, de B,(d)las filas de BA como c.l. de nas filas de A, respectivamente, de B.
 En cada caso, si la tarea es imposible explique por que.
 Tenemos que:
 AB =
 67 41 4164 21 5963 67 57
 BA =
 6 −6 706 17 3163 41 122
 (a)Como c.l de las columnas de A
 676463
 = 6
 360
 + 0
 −254
 + 7
 749
 41
 2167
 = −2
 360
 + 1
 −254
 + 7
 749
 41
 5957
 = 4
 360
 + 3
 −254
 + 5
 749
 2c.l. = combinacion lineal.
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 como combinacion lineal de las columnas de B
 676463
 = −4, 3976
 607
 − 2, 4157
 −217
 + 22, 1386
 435
 41
 2167
 = 3, 1807
 607
 + 1, 8253
 −217
 + 6, 3916
 435
 41
 5957
 = −6, 1205
 607
 + 0, 2831
 −217
 + 19, 5723
 435
 (b)Como c.l de las columnas de B
 6663
 = 3
 607
 + 6
 −217
 + 0
 435
 −6
 1741
 = −2
 607
 + 5
 −217
 + 4
 435
 70
 31122
 = 7
 607
 + 4
 −217
 + 9
 435
 como c.l. de las columnas de A
 6663
 = −6, 2231
 360
 + 4, 7603
 −254
 + 4, 8843
 749
 −6
 1741
 = −3, 1818
 360
 + 5, 5455
 −254
 + 2, 0909
 749
 70
 31122
 = −4, 9311
 360
 + 1, 9752
 −254
 + 12, 6777
 749
 (c)Nota: las filas las voy a escribir como vectores columna. como c.l de las filas de A
 674141
 = 1, 9642
 3−27
 + 10, 1846
 61731
 − 1, 4986
 435
 64
 2159
 = 5, 8898
 3−27
 + 7, 7218
 61731
 − 1, 4573
 435
 63
 6757
 = −1, 1653
 3−27
 + 4, 0826
 61731
 + 2, 3140
 435
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 como c.l de las filas de B 674141
 = 1, 9642
 6−24
 + 10, 1846
 013
 − 1, 4986
 775
 64
 2159
 = 5, 8898
 6−24
 + 7, 7218
 013
 − 1, 4573
 775
 63
 6757
 = −1, 1653
 6−24
 + 4, 0826
 013
 + 2, 3140
 775
 (d)Como c.l de las filas de A 6
 −670
 = 6
 3−27
 − 2
 61731
 − 4
 435
 6
 1731
 = 0
 3−27
 + 1
 61731
 + 3
 435
 63
 41122
 = 7
 3−27
 + 7
 61731
 + 5
 435
 como c.l. de las filas de B 6
 −670
 = 4, 2892
 6−24
 + 22, 3133
 013
 − 2, 8193
 775
 6
 1731
 = −0, 2651
 6−24
 + 8, 8795
 013
 + 1, 0843
 775
 63
 41122
 = 6, 0301
 6−24
 + 26, 2410
 013
 + 3, 8313
 775
 34. [4, P. 41, 15] Sean A y B dos matrices particionadas en submatrices (¡no necesariamente cua-
 dradas ni todas iguales!) de modo que A =[A11 A12
 A21 A22
 ]y B =
 [B11 B12
 B21 B22
 ]. Entonces se tiene:
 AB =[A11B11 +A12B12 A11B12 +A12B22
 A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22
 ](4.3)
 bajo la hipotesis que las dimensiones de las submatrices permiten las multiplicaciones y las sumassenaladas. Este metodo se denomina multiplicacion por bloques.
 (a)Demuestre (4.3) y luego, usando esta formula, calcule los productos (b) y (c). Compruebe susresultados mediante multiplicacion directa.
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 (b)A =
 −1 2
 ... 1 5
 0 −3... 4 2
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 1 5... 6 1
 ,
 2 1
 ... 4
 −3 5... 2
 .......................
 7 −1... 5
 0 3... −3
 (c)A =
 −1 2 1
 ... 5
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 0 −3 4... 2
 1 5 6... 1
 ,
 2 1
 ... 4
 −3 5... 2
 7 −1... 5
 .......................
 0 3... −3
 las matrices A(m× n) =
 A11 A12 . . . A1n
 A21 A22 . . . A2n...
 .... . .
 ...Am1 Am2 . . . Amn
 y B(n× r) =
 B11 B12 ... B1r
 B21 B22 ... B2r...
 .... . .
 ...Bn1 Bn2 ... Bnr
 Particionemos A y B por las filas i y j para A, y j y k para B: A(m× n) =
 [A1 A2
 A3 A4
 ], donde:
 A1(i× j) =
 A11 A12 . . . A1j
 A21 A22 . . . A2j...
 .... . .
 ...Ai1 Ai2 . . . Aij
 ,
 A2(i× (n− j)) =
 A1(j+1) A1(j+2) . . . A1n
 A2(j+1) A2(j+2) . . . A2n...
 .... . .
 ...Ai(j+1) Ai(j+2) . . . Ain
 ,
 A3((m− i)× j) =
 A(i+1)1 A(i+1)2 . . . A(i+1)j
 A(i+2)1 A(i+2)2 . . . A(i+2)j...
 .... . .
 ...Am1 Am2 . . . Amj
 ,
 A4((m− i)× (n− j)) =
 A(i+1)(j+1) A(i+1)(j+2) . . . A(i+1)n
 A(i+2)(j+1) A(i+2)(j+2) . . . A(i+2)n...
 .... . .
 ...Am(j+1) Am(j+2) . . . Amn
 b(n× r) =
 [B1 B2
 B3 B4
 ],
 B1(j × k) =
 B11 B12 . . . B1k
 B21 B22 . . . B2k...
 .... . .
 ...Bj1 Bj2 . . . Bjk
 ,
 B2(j × (r − k)) =
 B1(k+1) B1(k+2) . . . B1r
 B2(k+1) B2(k+2) . . . B2r...
 .... . .
 ...Bj(k+1) Bj(k+2) . . . Bir
 ,
 B3((n− j)× k) =
 B(j+1)1 B(j+1)2 . . . B(j+1)k
 B(j+2)1 B(j+2)2 . . . B(j+2)k...
 .... . .
 ...Bn1 Bn2 . . . Bnk
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 B4((m− i)× (n− j)) =
 B(j+1)(k+1) B(j+1)(k+2) . . . B(j+1)r
 B(j+2)(k+1) B(j+2)(k+2) . . . B(j+2)r...
 .... . .
 ...Bn(k+1) Bn(k+2) . . . Bnr
 Segun la formula propuesta por el ejercicio se debe cumplir que:
 AB =[A1B1 +A2B3 A1B2 +A2B4
 A3B1 +A4B3 A3B2 +A4B4
 ]Hagamos las operaciones:
 A1B1 +A2B3 =
 A11B11 + . . . + A1jBj1 A11B12 + . . . + A1jBj2 . . . A11B1k + . . . + A1jBjk
 A21B11 + . . . + A2jBj1 A21B12 + . . . + A2jBj2 . . . A21B2k + . . . + A2jBjk
 ......
 . . ....
 Ai1B11 + . . . + AijBj1 Ai1B12 + . . . + AijBj2 . . . Ai1B1k + . . . + AijBjk
 +
 A1(j+1)B(j+1)1 + . . . + A1nBn1 A1(j+1)B(j+1)2 + . . . + A1nBn2 . . . A1(j+1)B(j+1)k + . . . + A1nBnk
 A2(j+1)B(j+1)1 + . . . + A2nBn1 A2(j+1)B(j+1)2 + . . . + A2nBn2 . . . A2(j+1)B(j+1)k + . . . + A2nBnk
 ......
 . . ....
 Ai(j+1)B(j+1)1 + . . . + AinBn1 Ai(j+1)B(j+1)2 + . . . + AinBn2 . . . Ai(j+1)B(j+1)k + . . . + AinBnk
 A1B2 +A2B4 =
 A11B1(k+1) + . . . + A1jBj(k + 1) A11B1(k+2) + . . . + A1jBj(k+2) . . . A11B1r + . . . + A1jBjr
 A21B1(k+1) + . . . + A2jBj(k + 1) A21B1(k+2) + . . . + A2jBj(k+2) . . . A21B2r + . . . + A2jBjr
 ......
 . . ....
 Ai1B1(k+1) + . . . + AijBj(k + 1) Ai1B1(k+2) + . . . + AijBj(k+2) . . . Ai1B1r + . . . + AijBjr
 +
 A1(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + A1nBn(k+1) . . . A1(j+1)B(j+1)r + . . . + A1nBnr
 A2(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + A2nBn(k+1) . . . A2(j+1)B(j+1)r + . . . + A2nBnr
 ......
 ...
 Ai(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + AinBn(k+1) . . . Ai(j+1)B(j+1)r + . . . + AinBnr
 A3B1 +A4B3 =
 A(i+1)1B11 + . . . + A(i+1)jBj1 A(i+1)1B12 + . . . + A(i+1)jBj2 . . . A(i+1)1B1k + . . . + A(i+1)jBjk
 A(i+2)1B11 + . . . + A(i+2)jBj1 A(i+2)1B12 + . . . + A(i+2)jBj2 . . . A(i+2)1B2k + . . . + A(i+2)jBjk
 ......
 . . ....
 Am1B11 + . . . + AmjBj1 Am1B12 + . . . + AmjBj2 . . . Am1B1k + . . . + AmjBjk
 +
 A(i+1)(j+1)B(j+1)1 + . . . + A(i+1)nBn1 . . . A(i+1)(j+1)B(j+1)k + . . . + A(i+1)nBnk
 A(i+2)(j+1)B(j+1)1 + . . . + A(i+2)nBn1 . . . A(i+2)(j+1)B(j+1)k + . . . + A(i+2)nBnk
 ..
 ....
 ..
 .Am(j+1)B(j+1)1 + . . . + AmnBn1 . . . Am(j+1)B(j+1)k + . . . + AmnBnk
 A3B2 +A4B4 =
 A(i+1)1B1(k+1) + . . . + A(i+1)jBj(k + 1) . . . A(i+1)1B1r + . . . + A(i+1)jBjr
 A(i+2)1B1(k+1) + . . . + A(i+2)jBj(k + 1) . . . A(i+2)1B2r + . . . + A(i+2)jBjr
 ......
 ...
 Am1B1(k+1) + . . . + AmjBj(k + 1) . . . Am1B1r + . . . + AmjBjr
 +
 A(i+1)(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + A(i+1)nBn(k+1) . . . A(i+1)(j+1)B(j+1)r + . . . + A(i+1)nBnr
 A(i+2)(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + A(i+2)nBn(k+1) . . . A(i+2)(j+1)B(j+1)r + . . . + A(i+2)nBnr
 ......
 ...Am(j+1)B(j+1)(k+1) + . . . + AmnBn(k+1) . . . Am(j+1)B(j+1)r + . . . + AmnBnr
 Luego al concatenar las 4 ultimas matrices se ve claramente que la matriz resultante es igual a lamultiplicacion por forma directa.Esto concluye la desmotracion.
 Tenemos que la matriz A y B que se subdividen en bloques generando A1, A2, A3, A4 y B1, B2, B3, B4:
 A1 =[−1 20 −3
 ]; A2 =
 [1 54 2
 ];A3 =
 [1 5
 ];A4 =
 [6 1
 ]Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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 B1 =[
 2 1−3 5
 ];B2 =
 [42
 ];B3 =
 [7 −10 3
 ];B4 =
 [5−3
 ]Luego tenemos la multiplicacion entre estas matrices AB, por lo tanto:
 A1B1 +A2B3 =[−1 2337 −13
 ]; A1B2 +A2B4 =
 [−108
 ]A3B1 +A4B3 =
 [29 23
 ]; A3B2 +A4B4 =
 [41]
 Finalmente:
 AB =
 −1 23 −1037 −13 829 23 41
 Ahora se comprueba a traves de multiplicacion directa:
 A =
 −1 2 1 50 −3 4 21 5 6 1
 y B =
 2 1 4−3 5 27 −1 50 3 −3
 AB =
 −2− 6 + 7 −1 + 10− 1 + 15 −4 + 4− 5− 159 + 28 −15− 4 + 6 −6 + 20− 6
 2− 15 + 42 1 + 25− 6 + 3 4 + 10 + 30− 3
 Finalmente:
 AB =
 −1 23 −1037 −13 829 23 41
 35. [4, P. 42, 23] La traza tr(A) de una matriz cuadrada A se define como la suma algebraica de loscoeficientes de su diagonal principal. No se define la nocion de traza para matrices no cuadradas. SiA=[aij
 ]∈ M(mxn, <), demuestre que tr(AAT )=tr(ATA)=
 ∑mi=1
 ∑nj=1 a
 2ij . ¿Puede Ud. obtener
 una formula similar para tr(AA∗) si A=[aij
 ]∈ M(mxn,C), donde A*=
 [a∗ij
 ]es la matriz tras-
 puesta conjugada o conjugada Herminiana de A definida por a∗ij = aji?
 Sean A =
 a11 a12 · · · a1n
 a21 a22 · · · a2n...
 .... . .
 ...am1 am2 · · · amn
 y AT =
 a11 a21 · · · am1
 a12 a22 · · · am2...
 .... . .
 ...a1n am2 · · · amn
 Determinando AAT :
 AAT =
 a11 · a11 + . . .+ a1n · a1n · · · a11 · am1 + . . .+ a1n · amn...
 . . ....
 am1 · a11 + . . .+ amn · a1n · · · am1 · am1 + . . .+ amn · amn
 Puede observarse que:
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 tr(AAT ) =n∑
 j=1
 a1j2 +
 n∑j=1
 a2j2 + · · ·+
 n∑j=1
 amj2
 De lo anterior se demuestra que
 tr(AAT ) =m∑
 i=1
 n∑j=1
 aij2
 Ahora, determinando ATA:
 ATA =
 a11 · a11 + . . .+ am1 · am1 · · · a11 · a1n + . . .+ am1 · amn...
 . . ....
 a1n · a11 + . . .+ amn · am1 · · · a1n · a1n + . . .+ amn · amn
 Entonces, ahora puede observarse que:
 tr(ATA) =m∑
 i=1
 ai12 +m∑
 i=1
 ai22 + · · ·+m∑
 i=1
 ain2
 De lo cual, se encuentra la relacion:
 tr(ATA) =n∑
 j=1
 m∑i=1
 aij2
 Por lo tanto, queda demostrado que:
 tr(AAT ) = tr(ATA) =m∑
 i=1
 n∑j=1
 a2ij
 Ahora, por encontrar una formula similar para tr(AA∗):
 Tenemos que:
 A =
 a11 + ib11 a12 + ib12 · · · a1n + ib1n
 a21 + ib21 a22 + ib22 · · · a2n + ib2n...
 .... . .
 ...am1 + ibm1 am2 + ibm2 · · · amn + ibmn
 Sea A = B + iC, donde B es la parte real de A y C es la parte imaginaria.
 Buscando una relacion:
 Se calcula la transpuesta de A:
 AT = (B + iC)T
 = BT + iCT
 Ahora se calcula la traspuesta conjugada:
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 A∗ = ((B + iC)T )
 = BT − iCT
 Calculando AA∗:
 AA∗ = (B + iC) · (BT − iCT )
 = BBT + CCT
 Entonces, buscando tr(AA∗)
 tr(AA∗) = tr(BBT + CCT )
 = tr(BBT ) + tr(CCT )
 =m∑
 i=1
 n∑j=1
 a2ij +
 m∑i=1
 n∑j=1
 b2ij
 El ultimo paso se deriva de la definicion de traza.
 ⇒
 tr(AA∗) =m∑
 i=1
 n∑j=1
 a2ij + b2ij
 Es la formula que define tr(AA∗).
 36. [4, P. 54, 11] Calcule la matriz inversa, si existe, de:
 (a) (cos θ sin θ− sin θ cos θ
 )(b) cos θ cosϕ sin θ sin θ sinϕ
 − sin θ cosϕ cos θ − sin θ sinϕ− sinϕ 0 cosϕ
 Desarrollo
 (a) Primero debemos revisar que el determinante sea distinto de 0 para comprobar si realmente lamatriz tiene inverso
 A =∣∣∣∣ cos θ sin θ− sin θ cos θ
 ∣∣∣∣ = 1
 ∴ La matriz tiene inversa
 Mediante operaciones y la matriz extendida con la matriz identidad, tenemos:(cos θ sin θ | 1 0− sin θ cos θ | 0 1
 )(
 1 sin θcos θ | 1
 cos θ 0− sin θ cos θ | 0 1
 )Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004
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 (1 sin θ
 cos θ | 1cos θ 0
 0 1cos θ | sin θ
 cos θ 1
 )(
 1 sin θcos θ | 1
 cos θ 00 1 | sin θ cos θ
 )(
 1 0 | cos θ − sin θ0 1 | sin θ cos θ
 )∴ la matriz inversa es:
 A−1 =(
 cos θ − sin θsin θ cos θ
 )(b) Primero debemos revisar que el determinante sea distinto de 0 para comprobar si realmente lamatriz tiene inverso
 B =
 ∣∣∣∣∣∣cos θ cosϕ sin θ sin θ sinϕ− sin θ cosϕ cos θ − sin θ sinϕ− sinϕ 0 cosϕ
 ∣∣∣∣∣∣ = 1
 ∴ La matriz tiene inversa
 Usando Matlab para obtener la matriz identidad tenemos que corresponde a:
 B−1 =
 cos θ cosϕ sin θ sin θ sinϕ− sin θ cosϕ cos θ − sin θ sinϕ− sinϕ 0 cosϕ
 Que corresponde exactamente a BT
 37. [4, P. 54, 12] (a) De un ejemplo de matrices A,B ∈M(2x2,C) tales que (A+B)2 6= A2+2AB+B2 .
 (b) Demuestre o refute: Si A,B ∈ M(nxn,C), (A+B)2 6= A2 + 2AB +B2 si y solo si AB = BA.
 Solucion:
 a)Sea A =(
 1 0i −i
 )y B =
 (0 i sin θ−1 i
 )
 Se tiene que: (A+B)2 =(i− (1 + i) sin θ i sin θ−1 + i −(i+ 1) sin θ
 )
 Mientras que: A2 + 2AB +B2 =(
 1− i sin θ i(2 sin θ − 1)3i+ 1− sin θ −1− (i+ 2) sin θ
 )
 b) Se sabe que:
 (A+B)2 = A2 +AB +BA+B2,
 Y como en ciertos conjuntos de elementos la propiedad de la multiplicacion es conmutativa en-tonces AB = BA .
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 Luego nos queda que:
 (A+B)2 = A2 + 2AB +B2 .
 Sin embargo en las matrices la multiplicacion no es conmutativa, es decir AB 6= BA por lo tan-to se concluye que la afirmacion es falsa y que la condicion para que:
 (A+B)2 6= A2 + 2AB +B2
 es que AB 6= BA .
 38. [4, P. 55, 19] La ecuacion a2 = 1 tiene exactamente dos soluciones en R. Determine a lo menos8 (¡ocho!) matrices diferentes A ∈M(3× 3,R) que satisfagan la ecuacion A2 = I.
 Solucion:
 a b 0c d 00 0 e
 a b 0c d 00 0 e
 =
 a2 + bc ab+ db 0ac+ dc cb+ d2 0
 0 0 e2
 =
 1 0 00 1 00 0 1
 Esto implica:
 a2 + bc = 1, c 6= d 6= 0!ab+ db = 0ac+ dc = 0cb+ d2 = 1
 e2 = 1, ⇒ e = ±√
 1
 Por consiguiente tenemos c(a + d) = 0 ⇒ a = −d ⇒ a2 = d2. Ademas tenemos b 6= 0, c 6= 0Finalmente obtenemos
 A =
 a −a+ 1 0a+ 1 −a 0
 0 0 ±√
 1
 , ∀a ∈ R− 0
 Ahora, solo basta con instanciar a con distintos valores reales. 2 −1 03 −2 00 0 1
 2 −1 03 −2 00 0
 √1
 =
 4− 3 −2 + 2 06− 6 −3 + 4 0
 0 0√
 1
 =
 1 0 00 1 00 0 1
 3 −2 0
 4 −3 00 0 −
 √1
 3 −2 04 −3 00 0 −
 √1
 =
 9− 8 −6 + 6 012− 12 −8 + 9 0
 0 0 1
 =
 1 0 00 1 00 0 1
 Y ası sucesivamente.
 39. [4, P. 55, 21]
 Una matriz real cuadrada A se dice simetrica si AT = A y anti simetrica si AT =−A.
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 Demuestre que para cualquier matriz real cuadrada B:
 (a) BBT y B +BT son simetricas
 (b) B −BT son antisimetricas
 Respuesta:
 (a)
 Si multiplicamos una matriz cuadrada por su matriz transpuesta obviamente obtenemos una matrizen la cual las columnas son iguales a las filas puesto que por ejemplo en la casilla Aij , se obtendra lomismo que para la casilla Aji. Lo mismo ocurre si multiplicamos la matriz transpuesta por la matrizinicial.
 Generalmente estos productos no son conmutativos vale decir que AAT 6= ATA, pero AAT y ATAson simetricos
 Sea B una matriz cuadrada de n × n. Si nos damos cuenta las filas de la matriz y las columnas dela matriz transpuesta coinciden, lo que hace que al multiplicarlas obtengamos una matriz con filasy columnas iguales. Por lo tanto BBT es simetrica al igual que BTB, pero ojo que generalmenteBTB 6= BBT .
 Para ilustrar lo dicho anteriormente tomemos las matrices de 2× 2
 d a b e =B
 b c d cd a c e =BT
 b b d cd a2b2 abcd e = BBT
 b abcd c2d2 cClaramente se aprecia que BBT es simetrica ya que AT = A.
 Ahora al sumar la matriz con su matirz transpuesta tambien se observa claramente que las filas ycolumnas que se obtendran son iguales puesto que por ejemplo en la casilla Aij se obtendra lo mismoque para la casilla Aji.
 En la suma, esto se puede apreciar con mayor claridad que en la multiplicacion.
 (b)
 El primer detalle en el que nos fijamos es que para tenemos que la diagonal esta compuesta de puros0 (debido a que B y BT tienen la misma diagonal) y esto es una de las caracteristicas de las matricesasimetricas.
 La otra observacion es que se puede ver que al realizar la resta de B con BT en la casilla Bij seobtiene una resta que es exactamente opuesta a la resta que se obtiene en la casilla Bji. Es decir,Bij=−Bji. De aqui concluimos que B −BT es asimetrica.
 40. [4, P. 56, §1.5] Se dice que E ∈ M(n × n,C) es una matriz elemental si resulta de la matrizidentidad In ∈ M(n × n, ) mediante una unica operacion elemental de filas. Las operaciones ele-mentales de filas son: (i) multiplicacion de una fila por una constante; (ii) permutacion de dos filas(diferentes); (iii) suma de un multiplo de una fila por otra.
 (a)Sean E,A ∈M(n× n,C), donde E es una matriz elemental. Demuestre que, entonces, EA es lamatriz que resulta de A aplicando a A la misma operacion elemental de filas que permite obtener Ea partir de A.(b)Determine las inversas de las matrices elementales. ¿Son nuevamente matrices elementales?
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 69
                        
                        

Ejercicios Resueltos 61
 Ya que es solo una la operacion fila que se debe realizar, esta solo modifica una fila de la matrizoriginal, por esta razon la demostracion se hara para solo matrices de 2×2, lo cual puede ser ampliadoa matrices n× nLa demostracion para la multiplicacion de una fila por una constante. Sea fi(α) la operacion filaque multiplica la fila i por una constante α. Al aplicar esta operacion a una matriz I (identidad),transformara el valor 1 de la fila i a α, por lo que esta matriz resultante (E) multiplicara a A i.e.:
 EA = f1(α)(I)A = f1(α)(IA) = f1(α)A(α 00 1
 )(A BC D
 )=(αA αBC D
 )=(α0
 )(A BC D
 )La demostracion de permutacion de filas de una matriz. Sea fnm la operacion fila que intercambialos valores de la fila n con la m. Esta operacion afectara a solo dos filas de las matriz I, por lo queal multiplicarla con A, las filas se intercambiaran.
 EA = f12(I)A = f12(IA) = f12(A)
 f12
 (1 00 1
 )(A BC D
 )=(
 0 11 0
 )(A BC D
 )=(C DA B
 )La suma de un multiplo de una fila por otra. Sea fnm(α)(A) la operacion fila que multiplica la filam y la suma a la fila n de la matriz A. Esta operacion afectara solo a una fila de la matriz A
 EA = f21(α)(I)A = f21(α)(IA) = f21(α)(A)
 (1 0α 1
 )(A BC D
 )=(
 A BαA+ C αB +D
 )
 41. [4, P. 82, 22] Demuestre: (a)Si A es antisimetrica e invertible, A−1 tambien es antisimetrica.(b)Si A,B son antisimetricas, AT , A + B y λA, λ un escalar, tambien son antisimetricas. (c)Todamatriz cuadrada puede escribirse como suma de una matriz simetrica y otra antisimetrica.
 (a)Sabemos que A = −AT y que det(A) 6= 0. Por lo tanto:
 A = −AT
 A−1 = (−AT )−1
 A−1 = −(A−1)T
 Demostracion de la conmutacion de operadores:
 (−AT )−1 = −(A−1)T
 (−AT )(−AT )−1 = (−AT )(−(A−1)T )
 I = (−AT )T (−(A−1)T )T
 I = (−A)(−A−1)
 (b)Como es resultado anterior, el operador de transposicion lo supondremos una transformacionlineal y por lo tanto: (−A)T = −(AT )
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 A = −AT
 AT = (−AT )T
 AT = −(AT )T
 Como es resultado anterior, el operador de transposicion lo supondremos una transformacion linealy por lo tanto: (A+B)T = AT +BT
 A = −AT
 B = −BT
 A+B = (−AT ) + (−BT )
 A+B = −(AT +BT )
 A+B = −(A+B)T
 Como es resultado anterior, el operador de transposicion lo supondremos una transformacion linealy por lo tanto: (λA)T = λ(AT )
 A = −AT
 λA = λ−AT
 λA = −(λA)T
 (c)
 A = −AT
 B = BT
 C = A+B
 C = −AT +BT
 C = BT −AT
 Podemos entonces definir los elementos de C como cij :
 cij = aij + bij
 cij = bji − aji
 cji = aji + bji
 cji = bij − aij
 Entonces concluimos que los aij y bij estan definidos para cualquier Mat(n× n,C) como:
 aij = (cij − cji)/2bij = (cij + cji)/2
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 71
                        
                        

Parte 5
 Espacios Vectoriales en General

Page 72
                        
                        

42. [11, P. 110, 19] Describa los espacios de columnas y los espacios de filas de las siguientes matrices:
 (a)A =[
 1 0 02 0 0
 ]T
 ; (b)B =[
 1 0 00 2 0
 ]T
 ; (c)C =[
 1 2 00 0 0
 ]T
 . (d)Calcule, si es posible,
 det(ABT ), det(AB), det(BTC), det(BTCT ).
 (a)Los espacios columnas de una matriz, son todas las combinaciones lineales de las columnas y sedenomina Col(M)Para la matriz A se tiene que:
 A =
 1 20 00 0
 Siendo la combinacion lineal la suma de:
 x1
 100
 + x2
 200
 Entonces, el espacio columna de la matriz A es para todos los vectores de la forma (α, 0, 0), dadoque todas sus combinaciones lineales se encuentran el el eje X.(b)Para la matriz B se tiene:
 B =
 1 00 20 0
 Siendo su combinacion lineal la suma de:
 y1
 100
 + y2
 020
 Entonces, el espacio columna de la matriz B es para todos los vectores de la forma (α, β, 0), dadoque todas sus combinaciones lineales se encuentran el el eje XY .(c)Para la matriz C se tiene:
 B =
 1 02 00 0
 Siendo su combinacion lineal la suma de:
 z1
 120
 + z2
 000
 Entonces, el espacio columna de la matriz C es para todos los vectores de la forma (α, 2α, 0), dadoque todas sus combinaciones lineales se dan por la primera columna.(d)
 det(ABT ) =
 ∣∣∣∣∣∣1 4 00 0 00 0 0
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 AB =
 1 20 00 0
 1 00 20 0
 Ambas matrices son de 3x2, lo que implica que el det(AB) no se puede calcular.
 det(BTC) =∣∣∣∣ 1 0
 4 0
 ∣∣∣∣ = 0
 BTCT =[
 1 0 00 2 0
 ] [1 2 00 0 0
 ]
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 Ambas matrices son de 2x3, lo que implica que el det(BTCT ) no se puede calcular.
 43. [11, P. 111, 27] Sea A ∈ M(mxn,C). Examine la veracidad de las siguientes proposiciones.Para las verdaderas, proporcione demostraciones; para las falsas, exhiba contraejemplos y estudiecondiciones adicionales que podrian hacerlas verdaderas.
 (a) El conjunto de los vectores b ∈ Cm que no estan en el espacio de columnas R(A) de A es unsubespacio vectorial de Cm.
 Verdadero. Sabemos que el espacio vectorial Cm esta formado por Column(A) y Left-Null(A), estoimplica dado el enunciado que si los vectores no estan en el Column(A) pertenecen entonces, alLeft-Null(A).Sabido esto basta comprobar que Left-Null(A) es un espacio vectorial.
 Left-Null(A) = Null(AT )
 N(AT ) = x ∈ Cm, AT · x = 0
 Necesitamos comprobar las 3 propiedades de subespacios vectoriales.
 1.- Que el 0 (cero) ∈ Null(AT )2.- Que la suma de 2 vectores ∈ Null(AT )3.- Que un vector por un escalar ∈ Null(AT )
 Verificacion:
 1.- Por definicion el ~0 pertenece al espacio, ya que el ~O siempre lleva a cualquier matriz a 0.
 2.- Se tiene u y v ∈ Cm:
 AT (u+ v) = 0 ...por algebra de matricesAT · u+AT · v = 0
 ∴ entonces la suma pertenece a Null(AT ).
 3.- Se tiene u ∈ Cm, α ∈ <:
 AT (αu) = 0α(AT · u) = 0
 ∴ multiplicar por un escalar tambien pertenece a Null(AT ).
 ⇒ Null(AT ) es un Subespacio Vectorial.
 ∴ Left-Null(A) es un S.E.V
 (b) Verdadero.Lo que entrega el Column(A) son las bases con las que se genera dicho espacio,
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 por lo tanto si el Column(A) con tiene solo el ~0 la unica matriz A que se puede generar es la Matriznula.
 (c) Verdadero, ya que los espacios de columnas tanto de A como de 2A pueden ser formados solopor el Column(A), dado que solo es un escalar. Esto podria considerarse como:
 Column(A) = Column(αA) ,∀α ∈ <.
 (d) Falso, tomemos el siguiente contraejemplo:
 A =[
 0 11 0
 ], el Column(A) =
 [01
 ],
 [10
 ]
 Ahora tomemos A− I
 A− I =[−1 11 −1
 ], el Column(A− I) =
 [−11
 ]
 ∴ El Column(A) 6= Column(A− I).
 44. [11, P. 111, 28] Construya una matriz A ∈M(3×3,R), tal que su espacio de columnas contengalos vectores(1, 1, 0)T y (1, 0, 1)T pero que no contenga el vector (1, 1, 1)T .
 Sean los vectores A1 = (1, 1, 0)T y A2 = (1, 0, 1)T , luego el tercer vector que contenga la matrizdebe ser linealmente dependiente ya que solo A1 y A2 pertenecen al espacio columnas, entonces sirealizamos la suma entre estos vectores formaremos el tercer vector deseado y distinto a (1, 1, 1)T :
 A1 +A2 = (2, 1, 1)T
 Por lo tanto la matriz buscada sera:
 A =
 1 1 21 0 11 1 1
 45. Determine el espacio nulo N(A) y el espacio de filas F (A) de la matriz A =
 1 2 3 42 4 8 103 6 11 14
 Mediante Operaciones Filas
 f21(−2)
 1 2 3 40 0 2 23 6 11 14
 f31(−3)
 1 2 3 40 0 2 20 0 2 2
 f21(−1)
 1 2 3 40 0 2 20 0 0 0
 N(A) = α
 100
 β2
 00
 γ3
 20
 δ4
 20
 =
 000
 α+ 2 ∗ β + 3 ∗ γ + 4 ∗ δ = 02 ∗ α+ 2 ∗ δ = 0
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 N(A) =
 −2 ∗ β − δ
 β−δδ
 AT =
 1 0 02 0 03 2 04 2 0
 → α
 1234
 β
 0022
 γ
 0000
 =
 α
 2 ∗ α3 ∗ α+ 2 ∗ β4 ∗ α+ 2 ∗ β
 F (A) =
 α
 2 ∗ α3 ∗ α+ 2 ∗ β4 ∗ α+ 2 ∗ β
 46. [11, P. 123, 21-27] Construya (si es posible) matrices reales A tales que:(a) el espacio nulo N(A) de A consiste en todas las combinaciones lineales de los vectores (2, 2, 1, 0)T
 y (3, 1, 0, 1)T .(b) el espacio nulo N(A) de A consiste en todos los multiplos del vector (4, 3, 2, 1)T .(c) el espacio de columnas R(A) de A contiene los vectores (1, 1, 5)T y (0, 3, 1)T y, simultanemaente,el espacio nulo N(A) contiene el vector (1, 1, 2)T .(d) el espacio de columnas R(A) de A cntiene los vectores (1, 1, 0)T y (0, 1, 1)T y, simultaneamenteel espacio nulo N(A) contiene los vectores (1, 9, 1)T y (0, 0, 1)T .(e) el espacio de columnas R(A) de A contiene el vector (1, 1, 1) y, simultaneamente el espacio nuloN(A) es la recta de los multiplos del vector (1, 1, 1, 1).(f) el espacio nulo N(A) coincide con el espacio de columnas R(A), cuando A ∈ M(2 × 2,R). ¿Esesto posible siquiera?(g) el espacio nulo N(A) coincide con el espacio de columnas R(A), cuando A ∈ M(3 × 3,R). ¿Esesto posible siquiera? ¿Que diferencia fundamental observa Ud. entre los casos (f) y (g)? (¡ademas,desde luego, que unas son matrices de 2× 2 y las otras de 3× 3!)
 (a) Se puede observar que el espacio N(A) es de dimension dos, con lo que basta que la matrizA tenga dos filas.
 A.N(A) =[a11 a12 a13 a14
 a21 a22 a23 a24
 ].
 2α+ 3β2α+ βαβ
 =[
 00
 ]
 Luego
 a11(2α+ 3β) + a12(2α+ β) + a13(α) + a14(β) = 0a21(2α+ 3β) + a22(2α+ β) + a23(α) + a24(β) = 0
 (2a11 + 2a12 + a13)α+ (3a11 + a12 + a14)β = 0(2a21 + 2a22 + a23)α+ (3a21 + a22 + a24)β = 0
 ⇒ 2a11 + 2a12 + a13 = 03a11 + a12 + a14 = 0
 2a21 + 2a22 + a23 = 03a21 + a22 + a24 = 0
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 Parametrizando a11 = u, a12 = t, a21 = v y a22 = w obtenemos: a13 = −2(u + t), a14 = −(3u + t),a23 = −2(v + w) y a24 = −(3v + t)Por lo tanto cumpliran con (a) todas aquellas matrices de la forma:[
 u t −2(u+ t) −(3u+ t)v w −2(v + w) −(3v + w)
 ]y todas aquellas formadas por filas que dependan linealmente de las dos filas de esta matriz.
 b)
 [a11 a12 a13 a14
 a21 a22 a23 a24
 ].
 4k3k2kk
 = ~0
 4ka11 + 3ka12 + 2ka13 + ka14 = 04ka21 + 3ka22 + 2ka23 + ka24 = 0
 Parametrizamos a11 = t1, a12 = t2, a13 = t3, a21 = t4, a22 = t5, a23 = t6Entonces nuestra matriz nos queda:
 A =[t1 t2 t3 −(4t1 + 3t2 + 2t3)t4 t5 t6 −(4t4 + 3t5 + 2t6)
 ]
 c) 1 0 a1
 1 3 a2
 5 1 a3
 . k
 k2k
 = ~0
 k + 2ka1 = 0⇒ a1 = −12
 k + 3k + 2ka2 = 0⇒ a2 = −25k + k + 2ka3 = 0⇒ a3 = −3
 ∴ A =
 1 0 −12
 1 3 −25 1 −3
 d) 1 0 a1
 1 1 a2
 0 1 a3
 . α
 9βα+ β
 = ~0
 α+ a1(α+ β) = 0⇒ a1 = − α
 α+ β
 α+ 9β + a2(α+ β) = 0⇒ a2 = −α+ 9βα+ β
 9β + a3(α+ β) = 0⇒ a3 = − 9βα+ β
 ∴ A =
 1 0 − αα+β
 1 1 −α+9βα+β
 5 1 − 9βα+β
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 e) 1 a12 a13 a14
 1 a22 a23 a24
 1 a32 a33 a34
 .kkkk
 = ~0
 k + ka12 + ka13 + ka14 = 0k + ka22 + ka23 + ka24 = 0k + ka32 + ka33 + ka34 = 0
 Parametrizamos con a13 = t1, a14 = t2, a23 = t3, a24 = t4, a33 = t5 y a34 = t6. Luego nos queda
 a12 = −(1 + t1 + t2)a22 = −(1 + t3 + t4)a33 = −(a+ t5 + t6)
 Y nuestra matriz que satisface e), es: 1 −(1 + t1 + t2) t1 t21 −(1 + t3 + t4) t3 t41 −(1 + t5 + t6) t4 t6
 f)Supongamos:
 A =[a bc d
 ]nos dicen que:
 R(A) =⟨(
 ac
 ),
 (bd
 )⟩= α
 (ac
 )+ β
 (bd
 )= N(A)
 Como A.N(A) = 0: [a bc d
 ].
 [αa+ βdαc+ βd
 ]= ~0
 ∀α, β ∈ Ra(αa+ βb) + b(αc+ βd) = 0c(αa+ βb) + d(αc+ βd) = 0α(a2 + bc) + β(ba+ bd) = 0α(ac+ cd) + β(bc+ d2) = 0
 Como α y β puede tomar el valor de cualquier numero real, la unica forma en que se cumpla laigualdad es que los valores que estan dentro de los parentesis sean iguales a cero.
 a2 + bc = 0 ⇒ a2 = −bcb(a+ d) = 0 ⇒ a = −d ∨ b = 0c(a+ d) = 0 ⇒ a = −d ∨ c = 0bc+ d2 = 0 ⇒ d2 = −bc
 Si b = 0 y a = −d entonces a = b = d = 0:
 A =[
 0 0c 0
 ]Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 78
                        
                        

70 Algebra Lineal
 Si b = 0 y c = 0 entonces a = b = c = d = 0:
 A =[
 0 00 0
 ]Si a = −d y c = 0 entonces a = c = d = 0:
 A =[
 0 b0 0
 ]Si a = −d y a = −d entonces a = t1, b = t2:
 A =
 [t1 t2
 − (t1)2
 t2−t1
 ]
 g) a11 a12 a13
 a21 a22 a23
 a31 a32 a33
 . xyz
 = ~0
 Luego:
 Column(A) =
 ⟨ a11
 a21
 a31
 ,
 a12
 a22
 a32
 ,
 a13
 a23
 a33
 ⟩
 a11x+ a12y + a13z = 0a21x+ a22y + a23z = 0a31x+ a32y + a33z = 0
 Pero x = αa11 + βa12 + γa13, y = αa21 + βa22 + γa23 y z = αa31 + βa32 + γa33
 Con lo que finalmente quedan 9 ecuaciones muy parecidas:
 a211 + a12a21 + a13a31 = 0
 a11a12 + a12a22 + a13a32 = 0a11a13 + a12a23 + a13a33 = 0a21a11 + a22a21 + a23a31 = 0
 a21a12 + a222 + a23a32 = 0
 a21a13 + a22a23 + a23a33 = 0a31a11 + a32a21 + a33a31 = 0a31a12 + a32a22 + a33a32 = 0
 a31a13 + a32a23 + a233 = 0
 47. Considere la Matriz Hilbertiana
 (i) Escriba un programa en MATLAB que calcule la matriz B. Los datos de entrada son n,p.
 %Esta funcion construye una Matriz Hilbertiana dados n y p.function [A,B]=hi(n,p)
 for i=1:nfor j=1:n
 A(i,j)= 1/(i+j-1);
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 endendB=0;for k=1:pB=B + fact(p,k)*fact((2*p+1),(2*k+1))*A^(p-k);endAB
 %Funcion que calcula la combinatoria de n sobre kfunction [f]= fact(n,k)f = factorial(n)/(factorial(n-k)*(factorial(k)));
 (ii) Escriba u programa en MATLAB que dados n,p , calcule los determinantes de las matrices A yB.
 %Esta funcion calcula el determinante de la matriz A y B%dados n y p.Primero se hace a ambas una matriz triangular superior,%y luego se multiplican los factores de la diagonal.
 function [A,B]=de(n,p)[A,B]=hi(n,p);tempA=A;tempB=B;[a]=size(A);[b]=size(B);A=triup(A);B=triup(B);detA=1;for i=1:a
 detA= detA*A(i,i);enddetB=1;for j=1:b
 detB= detB*B(j,j);endA=tempA;B=tempB;detAdetB
 %Esta funcion convierte una matriz en triangular superiorfunction [A]=triup(A)[m,n]=size(A);for i=1:m
 if A(i,i)==0A=swap(A,i);
 endfor w=i+1:m
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 A(w,:)=-A(w,i)/A(i,i)*A(i,:)+A(w,:);end
 end
 %Esta funcion hace un swap entre una columna que tenga%la casilla de la diagonal = 0 con otra que no.
 function A=swap(A,i)[m,n]=size(A);for j=i:n
 if A(i,j)~=0temp=A(:,j)
 A(:,j)=A(:,i)A(:,i)=tempend
 end
 (iii) Escriba un programa en MATLAB que cualcule los valores propios de A y B dados n y p.
 La idea es la siguiente: construir la matriz triaungular superior de A con la funcion triup(A) yse obtiene como primer resultado para los valores propios la diagonal de A, una vez por supuestoobtenido la matriz A y B con la funcion hi(n,p). Luego teniendo mis primeros valores propios despejode Av=lv el vector propio v y comienzo a iterar utilizando el metodo Power Iteration
 v(0)
 for k= 1,2,3 . . .
 w=Av(k−1)
 v(k)=w/norm(w)
 l(k)=v(k)Av(k)
 Y luego se cambia el v(0) despejando v desde Av=lv sacando un l de la diagonal de la matriztriangular superior de A. Y los l(k) serıan los valores propios de la matriz A.
 48. Sea A = [aij ] ∈ M(nxn,K). Sea Aij la matriz que resulta de A al eliminar si i -esima fila y suj -esima columna. Evidentemente, Aij ∈ M((n− 1)x(n− 1),K).
 a) Desmuestre que:
 n∑j=1
 (−1)i+jaijdet(Aij) =n∑
 i=1
 (−1)i+jaijdet(Aij)
 para todo 1 ≤ i, j ≤ nEntonces el determinante detA de A puede definirse recursivamente mediante:
 det[aij ] = a, (n = 1); detA =n∑
 j=1
 (−1)i+jaijdetAij =n∑
 i=1
 (−1)i+jaijdetAij , 2 ≤ n ∈ N
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 para cualquier i o j, 1≤ i, j ≤ n. Estas Formulas corresponden al llamado Desarrolo de LaPlacepara el determinante. Notese que [a] ∈ M(1x1,K). Para n = 1,n = 2,n = 3,el algoritmoprecedente conduce a las conocidas formulas:
 det[aij ] = aij , det
 [a11 a12
 a21 a22
 ]= a11a22 − a21a12
 det
 a11 a12 a13
 a21 a22 a23
 a31 a32 a33
 = a11a22a33 − a11a23a32 + a13a21a32 − a13a22a31 + a12a23a31 − a12a21a33
 Observando las formulas precedentes varios astutos terraqueos del siglo XIX llegaron a conje-turar:
 detA =∑
 σ∈Ωn
 sgnσ
 n∏i=1
 aiσ(i)
 Donde Ωn es el conjunto (¡es un grupo!) de las n! permutaciones de 1, 2, ..., n y el sgnσ es elsigno de la permutacion σ, i.e., +1 si el menor numero de transposiciones (intercambio de paresadyacentes) necesarios para llegar de 1, 2, ..., n a σ(1), σ(2), ..., σ(n) es par, y -1 en caso que estemenor numero sea impar.Solucion:
 n∑j=1
 (−1)i+jaijdet(Aij) =n∑
 i=1
 (−1)i+jaijdet(Aij)
 dado que det(A) = det(AT )
 det(A) =n∑
 j=1
 (−1)i+jaijdet(Aij)
 y dado tambien:
 det(AT ) =n∑
 j=1
 (−1)j+iajidet(Aji)
 y dado que al cambiar los subindices de i en esta ecuacion son las columnas y j las filas volviendoa que i son filas y j columnas se llega la ecuacion que:
 det(AT ) =n∑
 i=1
 (−1)i+jaijdet(Aij)
 y volviendo ala igualdad de det(A) = det(AT ) llegamos a que:
 det(A) = det(AT ) =n∑
 j=1
 (−1)i+jaijdet(Aij) =n∑
 i=1
 (−1)i+jaijdet(Aij)
 b) Demuestre la formula (det).Solucion:
 detA =∑
 σ∈Ωn
 sgnσn∏
 i=1
 aiσ(i)
 ∑σ∈Ωn
 (sgnσ)n∏
 i=1
 aiσ(i) =∑
 σ∈Ωn
 (sgnσ)a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n)
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 82
                        
                        

74 Algebra Lineal
 |A| =∑
 σ
 (sgnσ)a1j1a2j2 ...anjn
 dado que los subindices que proceden de las filas mantienen un orden natural1, 2, .., n y como losfactores que provienen de columnas diferntes , la sucesion de los segundos subindices contituyenuna permutacion σ = j1..jndado que —A— es la multiplicacion de los aij en forma diagonal por definicin la permutacionlogra realizar esto ya que para la primera permutacion se obtendra a1j1a2j2 ..anjn para j1 =1, j2 = 2, .., jn = n que seria la diagonal principal luego se recorreria a la otra diagonal siendoj1 = n, j2 = 1, ..., jn = (n− 1) y asi seguiran las permutaciones posibles de los ji lograndose lasuma de los productos delas diagonales y cuando las diagonales sean en el otro sentido de ladiagonal principal secundaria y las qu estan en ese sentido se restarias.c) Demuestre que det(AB) = detAdetB,A,B ∈M(nxn,K).Solucion:Si A es singular , AB tambien lo es y |AB| = 0 = |A||B|. Por otra parte, si A es no singular,A = En...E2E1, producto de matrices elementales. Haciendo uso de la matriz elemental, que ental caso para toda matriz A, |EA| = |E||A| y de la induccion obtenemos:
 |AB| = |En...E2E1B| = |En|...|E2||E1||B| = |A||B|d)Considere detA como funcion de las columnas (resp., de las filas)de la matriz A ε M(nxn, K),i.e.A −→ detA=det(a1,. . . ,an) (A −→ detA= det(a1, . . ., an)), A εM(nxn,K),donde aj = j-esima columna de A,1jnVerifique que el funcional det:M(nxn,K) −→ K:
 i) es multilineal ii) es alternante iii)esta normalizado
 Demuestre que sif −→ f(A)=f(a1,. . . ,an) (f −→ f(A)= f(a1, . . ., an)), es una aplicacion que posee laspropiedades i),ii),iii), entonces f coincide con la funcion determinante.
 e)Escriba programas para MATLAB que permita calcular , a brutaforza ,tanto mediante eldesarrollo de Laplace como por medio de la formula combinatorial (det), determinantes de ma-trices de hasta 10 x 10. Determine las complejidades de sus programas. Mas adelante veremosestrategias mas astutas para calcular determinantes.
 d) i) Una funcion D: M(nxn,K) −→ K es multilineal si es lineal en cada uno de sus argu-
 mentos, o sea:1. Si Ai=B+C
 D(A)=D(..,B+C,..)=D(..,B,..)*D(..,C,..)2. Si Ai=B con κ ε K
 D(A)=D(..,κB,..)=κD(..,B,..) ii) Una funcion D: M(nxn, K) −→ K es alternada si D(A)=0 siempre que A tenga 2
 elementos iguales, o sea:D(A1,A2,..,An)=0 siempre que Ai=Aj, i6=j
 iii) D(I)=1
 Demostraciones:
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 Sea D la funcion determinante. Se desea probar que D satisface i), ii) y iii) y que es la unicafuncion que lo hace.
 ii) y iii)
 Sea A una matriz cuadrada:
 ∗Si A posee una fila (columna) de ceros, entonces D(A)=0.
 det
 0 0 01 1 11 1 1
 = 0
 ∗Si A posee dos filas (columnas) iguales, entonces D(A)=0.
 det
 1 1 11 1 10 1 0
 = 0
 ∗ Si A es triangular, o sea, con ceros por encima o por debajo de la diagonal, entonces D(A) esigual al producto de los elementos.
 det
 1 1 11 1 01 0 0
 = 1
 i)
 Si la fila i-esima de A=(aij) es de la forma (bi1 + ci1, bi2 + ci2, .., bin + cin).
 En este caso:D(A)=D(A1, . . ., Bi + Ci, . . ., An)=
 ∑(sgnθ)a1θ1 . . .ai−1θi−1
 (biθi+ciθi
 ). . .anθn =D(A1, . . ., Bi, . . ., An) +D(A1, . . ., Ci, . . ., An)
 Ası mismo,D(A1, . . ., κAi, . . ., An)=
 ∑(sgnθ)a1i1 . . .κajij . . .anin
 =κ∑
 (sgnθ)a1i1 . . .ajij . . .anin =κ |A|
 Unicidad
 Si (e1, . . ., en) es la base usual de <n, D(e1, . . ., en)=D(I)=1 y tambienD(e1, . . ., en)=sgn θ, donde θ = i1, . . ., in.
 Supongamos que A= (aij) . Se observa que la fila k-esimaAk=(ak1, . . ., akn) =ak1e1 + . . .+ aknen
 de modo queD(A)=D(a11e1 + . . .+ a1nen, a21e1 + . . .+ a2nen, . . ., an1e1 + . . .+ annen)
 Utilizando la multinealidad de D podemos escribir D(A) como una suma de terminos de laformaD(A)=
 ∑D(a1i1ei1 , . . .aninein) =
 ∑(a1i1a2i2 . . .anin) D(ei1 , . . ., ein)
 donde la suma se extiende a todas las sucesiones i1. . .in con ik ε 1, . . ., n. Si dos de los ındices
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 son iguales, digamos ij=ik pero j6=k, entoncesD(ei1 , . . ., ein)=0
 En consecuencia solo es necesario efectuar la suma sobre todas las permutaciones θ=i1. . .in.
 Finalmente,D(A)=
 ∑(a1i1a2i2 . . .anin) D(ei1 , . . ., ein)
 =∑
 (sgnθ)a1i1 . . .anin donde θ=i1. . .in
 Por lo tanto, D es la funcion determinante.
 e) Programa para calcular el determinante de una matriz A usando el “Metodo de Laplace”:
 function y=detcof(A) n=size(A,1); if n==1y=A(1,1);elseif n==2y=A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)*A(2,1);elseisign=1; y=0; for i=1:ny=y+isign*A(1,i)*detcof(A(2:n,[1:i-1 i+1:n]));isign=-isign;end end
 Este metodo tiene una complejidad de n! por lo que no resulta un procedimiento practico.
 49. [6, 0.4.5-6, P. 13] Demuestre:
 (a) rankA ≤ mınm,n para toda matriz A ∈M(m× n,K)
 El rank de una matriz cualquiera, por definicion, corresponde al nº de filas linealmente independien-tes. Esta definicion se aplica tambien a las columnas de la matriz, por lo tanto, el rank es el numerode filas Y columnas l.i. Siguiendo esta definicion, el rank no puede corresponder al numero mayorentre columnas y filas, porque entonces sobrarıan bases, y generarıan otro espacio. Por lo tanto,para matrices no cuadradas, en donde el nº de columnas es mayor al nº de filas, o viceversa, el rankcorrespondera a lo mas al numero de filas en el primer caso, o columnas, en el segundo.
 (b) El rango “rank” de la matriz resultante de eliminar filas y/o columnas de una matriz dada, nopuede ser mayor que el rango de la matriz original.
 Si eliminamos filas y/o columnas mediante operaciones filas/columnas, el rango no puede incremen-tarse, ya que si eliminamos exitosamente una fila o una columna, esto quiere decir que esa fila ocolumna era l.d. con respecto a las otras, y por lo tanto, el rank disminuye, y si es imposible eliminarfilas o columnas por medio de este proceso, entonces el rank se mantendra. En ningun caso, el rangode una matriz aumentara mediante el proceso de eliminar filas o columnas.
 (c) rankA+ rankB − k ≤ rankAB ≤ minrankA, rankB, A ∈M(mxk,K), B ∈M(kxn,K)
 Primero demostraremos rankAB ≤ minrankA, rankB:Cada columna de AB es una combinacion de las columnas de A, lo que implica que R(AB) ⊆R(A)→ rank(AB) ≤ rank(A).Cala fila de AB es una combinacion de las filas de B → espaciofila(AB) ⊆ espaciofila(B), perola dimension del espaciofila=dimension del espacio columna=rank, ya que rank(AB) ≤ rank(B).Entonces
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 rank(AB) ≤ minrank(A), rank(B)Ahora demostraremos que rank(A) + rank(B)− k ≤ rank(AB). Sea
 rB = rank(B)rA = rank(A)
 KB = dim(N (B′)) = nullity deB′ = n− rBKA = nullity deA = n− rA,
 donde A ∈ Cmxn, B ∈ Bnxp.Ahora, hagamos que v1, ..., vrB sea una conjunto base de R(B), y agregamos n−rB vectores lineal-mente independientes w1, ..., wn−rB a la base para abarcar todo Cn, v1, v2, ..., vn, w1, ..., wn−rB.Sea
 M = (v1|v2...vrB |w1|...wn−rB ) = (VW )Supongamos x ∈ Cn, entonces x = Mα para algun α ∈ Cn.
 I)R(A) = R(AM) = R(|AV |AW |).i) Sea x ∈ (R)→ Ay = x para algun y ∈ Cn. Pero y puede ser escrita como una combinacion linealde vectores base de Cn, ya que y = Mα para algun α ∈ Cn.Entonces, Ay = AMα = x→ x ∈ R(AM)→ R(A) ⊂ R(AM).ii) Sea x ∈ R(AM)→ AMy = x para algun y ∈ Cn, pero My = z ∈ Cn → Az = x→ x ∈ R(A)→R(AM) ⊂ R(A).Por esto, R(A) = R(AM) = R(|AV |AW |).
 II)R(AB) = R(AV ).i) Sea x ∈ R(AV ) → AV y = x para algun y ∈ CrB . Pero V y = Bα para algun α ∈ Cp ya que lascolumnas de V y B abarcan el mismo espacio. Esto implica que AV y = ABα = x→ x ∈ R(AB)→R(AV ) ⊂ R(AB).ii) Sea x ∈ R(AB) → (AB)y = x para algun y ∈ Cp. Pero de nuevo By = V θ para algunθ ∈ CrB → ABy = AV θ = x→ x ∈ R(AV )→ R(AB) ⊂ R(AV ).Por esto, R(AV ) = R(AB).
 Usando I), vemos que el numero de columnas linealmente independientes de A es menor o igualque el numero de columnas linealmente independientes de AV + el numero de columnas linealmenteindependientes de AW , esto significa que
 rank(A) ≤ rank(AV ) + rank(AW )Usando II) vemos que
 rank(AV ) = rank(AB)→ rank(A) ≤ rank(AB) + rank(AW )pero solo hay n− rB columnas en AW . Entonces
 → (AW ) ≤ n− rB→ rank(A)− rank(AB) ≤ rank(AW ) ≤ n− rB
 → rA − (n− rB) ≤ rAB
 Esto completa la demostracion.
 (d) rank(A+B) ≤ rankA+ rankB,A,B ∈M(mxn,K)
 Ver A y B como mapas lineales: Rn → Rm. Entonces
 Im(A+B) ⊆ ImA+ ImB
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 86
                        
                        

78 Algebra Lineal
 ya que (A+B)v = Av +Bv.Usando la formula de dimension
 dim(U1 + U2) = dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2)
 donde tomamos U1 = ImA y U2 = ImB.
 (e) rank(AB)+rank(BC)6rankB+rank(ABC), A ∈M(m×k,K), B ∈M(k×p,K), C ∈M(p×n,K)
 Respuesta:
 El rank de la matriz AB 6 Menor(m, p), el rank de la matriz BC 6 Menor(k, n), el de la matrizB 6Menor(k, p) y el de la matriz ABC 6Menor(m,n).
 Podemos escribir la expresion anterior de la forma:
 rank(AB)+rank(BC) 6Menor(m, p)+Menor(k, n) 6 rankB+rank(ABC) 6Menor(k, p)+Menor(m,n)
 Podremos convertir parte de la inecuacion en igualdades.:
 rank(AB)+rank(BC) = Menor(m, p)+Menor(k, n) 6 rankB+rank(ABC) = Menor(k, p)+Menor(m,n)
 tenemos:Menor(m, p) +Menor(k, n) 6Menor(k, p) +Menor(m,n)
 como caso especial podemos decir que todas las matrices tienen menor o igual cantidad de filas quecolumnas, es decir m 6 k 6 p 6 n y ahora tenemos:
 m+ k 6 k +m
 Queda demostrado, ya que cualquier combinacion de valores que se le asignen a m, k, p y n tendranresultados similares.
 (f) rankA∗=rankAT =rankA=rankA, A ∈M(m× n, C)
 El conjugar una matriz solo cambia los signos de los valores imaginarios, por lo tanto no afecta elrank que tiene una matriz, es decir:
 rankA∗=rankAT
 rankA=rankA
 Por lo que solo basta con demostrar que:
 rankAT =rankA
 El rank de una matriz puede calcularse contando la cantidad de pivotes que tiene la matriz encuestion.
 La cantidad de pivotes en la matriz A es igual a la cantidad de pivotes en la matriz AT , por lo quetienen igual rank.
 (g)Si AεM(m×m, k) y C εM(n×n, k) son no singulares, y B εM(m×n, k) entonces rank(AB) =rank(B) = rank(BC) = rank(ABC).
 Si m > n entonces B a lo mas tiene rank(B) = n.
 Si el rank(B) = r (puedes ser n), entonces si realizamos AB donde el resultado va a ser una matrizde m × n la cual tiene r columnas L.I. con lo cual rank(AB) = r, analogamente ocurre para loscasos rank(BC) y rank(ABC). Al realizar la multiplicacion de matrices de diferente rank, el rankde la matriz resultante sera el menor de las dos matrices.
 (h) Si A,B εM(m× n,K), entonces rank(A) = rank(B) si y solo si existen matrices no singularesX εM(m×m,K) Y εM(n× n,K) tales que B = XAY
 Se sabe que es posible expresar la matriz B comoXAY , esta factorizacion es conocida como fullSV Ddonde la matriz A contiene todos los valores propios de la matriz B en las posiciones donde la fila icoincide con la columna j, si m < n entonces el rango de la matriz B a lo mas puede ser n. En casoque de las n columnas r fueran L.I.en la descomposicion se el rango de la matriz B seria r, y en la
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 matriz A quedarin r valores propios, los cuales formarian r columnas L.I. con lo cual el rank(A) = rpor lo tanto rank(A) = rank(B).
 (i) rank(A∗A) = rank(A), A ε M(m× n,C)
 Si m > n entonces la matriz A tiene como maximo rank = n, ahora al realizar A∗A el resultado vaa ser una matriz de m×m donde van a existir n columans L.I por lo cual rank(A∗A) = rank(A). Elmultiplicar una matriz por su traspuesta conjugada no altera su rango, pues aunque la matriz ahoraposee m columnas adicionales estas columnas solo son combinaciones lineales de las n columnas L.I.de la matriz original A.
 (j) Si A ∈ M(m × n,K) tiene rango rankA = k, entonces existen matrices X ∈ M(m × k,K),Y ∈ M(k × n,K) y B ∈ M(k × k,K), con B no singular, tales que A = XBY . En particular, todamatriz A de rango rankA = 1, puede escribirse siempre en la forma A = xyT con x ∈ Km e y ∈ Kn.
 Esta forma de expresar la matriz A es muy similar a la factorizacion SVD. Las matrices X e Yvendrıan a ser las matrices ortogonales de los espacios asociados, mientras que B, la matriz concoeficientes de correspondencia.
 Si ahondamos mas en la factorizacion SVD, tenemos que A = UWV T con:
 1. W ∈M(k × k,K) analoga a B.2. U ∈M(n× k,K) matriz con columnas ortonormales, analoga a X.3. V ∈M(k × n,K), matriz ortogonal analoga a Y T .
 La factorizacion SVD se estudia mas adelante en el ramo y se profundiza mas. Existe un(os) meto-do(s) para encontrar estas matrices.
 50. ¿Para que valores de las constantes c y d la matriz
 1 2 5 0 50 0 c 2 20 0 0 d 2
 tiene rango 2 ?
 Solucion:
 Para mayor comodidad escribamos en este ejercicio los vectores de R5 como vectores-filas.Sea fk = [fk,1, fk,2, fk,3, fk,4, fk,5] ∈ R3 la k-esima fila de la matriz dada, k = 1, 2, 3. Puesto quef1,1 = 1, f1,2 = 2 y f2,1 = f2,2 = f3,1 = f3,2 = 0, es claro que f1 /∈ E23 := 〈f2, f3〉R = espaciovectorial real generado por f2 y f3. Luego para que la matriz dada tenga rango 2 es encesario ysuficiente que f2 y f3 sean l.d. Para que esto ocurra, en vista de f3,1 = 0, es necesario y suficienteque c = 0 y d = 2.
 51. [6, 0.5, P. 14] Sea A ∈M(n×n,K). Demuestre que las siguientes propiedades son equivalentes:a) A es no singular i.e, Ax = 0 si y solo si x = 0 ∈ Kn.b) A−1 existe, i.e , A es invertible: AA−1 = A−1A = I donde I ∈M(n× n,K) es la identidad.c)rank A = n.d)Las filas de A son linealmente independientes.e)Las columnas de A son linealmente independientes.f)detA 6= 0.g)La dimension del espacio range A = Ax : x ∈ Kn es n.h)La dimension del nucleo ker A = x ∈ Kn : Ax = 0 es n.
 Se puede verificar la equivalencia de las propiedades al ver lo siguiente:
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 A Es no singular, i.e, Ax = 0 si y solo si x = 0 ∈ Kn ⇒ Las columnas de A son linealmenteindependientes. Ya que Ax es la combinacion lineal de las columnas de A y si Ax = 0 solo cuandox = 0, entonces las columnas de A son LI.
 Las columnas de A son linealmente independientes ⇒ rank A = n. Esto debido a la definicion derank A y el hecho de que A ∈M(n× n,K).
 A es no singular, i.e, Ax = 0 si y solo si x = 0 ∈ Kn ⇒ la dimension del nucleo ker A = x ∈ Kn :Ax = 0 es n. Esto se cumple ya que: ker A = 0 → dim(kerA) = 0
 la dimension del nucleo ker A = x ∈ Kn : Ax = 0 es n ⇒ la dimension del espacio range A =Ax : x ∈ Kn es n. Ya que dim (ker A)+dim(range A) = n 0+dim(rangeA) = n dim(rangeA) = n
 Las columnas de A son linealmente independientes⇒ las filas de A son linealmente independientes.
 Las propiedades validas para las columnas son validas para las filas y vice-versa.
 A−1 existe, i.e , A es invertible: AA−1 = A−1A = I donde I ∈ M(n × n,K) es la identidad⇒ detA 6= 0.
 Ya que si A−1 = 1det A
 52. Demuestre o refute: la inversa de una matriz triangular superior cuadrada tambien es una matriztriangular superior cuadrada cuyos coeficientes de la diagonal son los recıprocos de los coeficientesde la diagonal de la matriz original.
 Sea A una Matriz triangular superior cuadrada de orden n con valores no nulos en la diagonal y Ila Matriz Identidad de orden n.
 Como Solamente nos interera demostrar que lo valores de la diagonal de la inversa de A, son losreciprocos de la diagonal de A, mostraremos un algoritmo para calcular la inversa, pero solo iremosmostrando los valores de la diagonal y como se podrian calcular los otros valores. Porque seria muyengorroso listarlos todos.
 Notacion Utilizada:
 aij : elemento de la Fila i-esima y columna j-esima.
 Fi : fila i-esima de la matriz.
 ENC : elemento no calculado.
 Como ya sabemos que la Matriz A es triangular superior, eso implica que los elementos aij en dondei > j son 0. La idea del algoritmo a utilizar es aplicar una serie de operaciones filas a la matriz Aconcatenada por la derecha con la matriz identidad, hasta lograr que en la matriz concatenada enla parte donde estaba la matriz A quede la matriz identidad y en donde estaba la matriz IdentidadI va a quedar la matriz A−1, con lo cual verificariamos si los componentes de la diagonal son losreciprocos de los de la matriz A.
 Concatenacion(A, I)
 a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 00 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0...
 ......
 ......
 ...0 0 · · · ann 0 0 · · · 1
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 [Fi =
 1aiiFi
 ]1≤i≤n
 1 a12a11
 · · · a1na11
 1a11
 0 · · · 00 1 · · · a2n
 a220 1
 a22· · · 0
 ......
 ......
 ......
 0 0 · · · 1 0 0 · · · 1ann
 [Fi = Fi − Fiai,i+k]
 1≤k≤n−i1≤i≤n−1
 1 0 · · · 0 1
 a11ENC · · · ENC
 0 1 · · · 0 0 1a22
 · · · ENC...
 ......
 ......
 ...0 0 · · · 1 0 0 · · · 1
 ann
 En resumen, al aplicarle Operaciones Fila a la matriz concatenacion(A,I) podemos calcular la inversade A o A−1. Osea la matriz I se convierte en A−1, en la cual se puede apreciar que en la diagonalse encuentran los reciprocos de la diagonal de la matriz A.
 1
 a11ENC · · · ENC
 0 1a22
 · · · ENC...
 ......
 0 0 · · · 1ann
 Por lo tanto queda demostrado que la inversa de una matriz triangular superior
 cuadrada tambien es una matriz triangular superior cuadrada cuyos coeficientes de ladiagonal son efectivamente los reciprocos de los coeficientes de la matriz original.
 53. Sea A ∈M(n x n,K). Considere A particionada en la forma:
 A =[A11 A12
 A21 A22
 ], Aii ∈M(ni × ni,K) (i = 1, 2) con n1 + n2 = n
 Suponga que A, A11 y A22 son invertibles. Demuestre:
 A−1 =
 [ [A11 −A12A
 −122 A21
 ]−1A−1
 11 A12
 [A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1[A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1A21A
 −111
 [A22 −A21A
 −111 A12
 ]−1
 ],
 donde se supone que las submatrices [...] tambien son invertibles.
 Por definicion:
 A−1 =[a bc d
 ]=[A11A22 −A12A21
 ]−1[
 A22 −A12
 −A21 A11
 ]Ası, para el primer componente queda:
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 a =[A11A22 −A12A21
 ]−1A22
 a =[A22(A11 −A12A
 −122 A21)
 ]−1A22
 a =[A11 −A12A
 −122 A21
 ]−1
 Para el segundo componente:
 b =[A11A22 −A12A21
 ]−1 (−A12)
 b = A12
 [A21A12 −A22A11
 ]−1
 b = A12
 [A11(A21A
 −111 A12 −A22)
 ]−1
 b = A−111 A12
 [A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1
 Para el tercer componente:
 c =[A11A22 −A12A21
 ]−1 (−A21)
 c =[A21A12 −A22A11
 ]−1A21
 c =[
 (A21A−111 A12 −A22)A11
 ]−1A21
 c =[A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1A21A
 −111
 Para el cuarto componente:
 d =[A11A22 −A12A21
 ]−1A11
 d =[A11(A22 −A21A
 −111 A12)
 ]−1A11
 d =[A22 −A21A
 −111 A12
 ]−1
 Por lo tanto:
 A−1 =[a bc d
 ]=
 [ [A11 −A12A
 −122 A21
 ]−1A−1
 11 A12
 [A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1[A21A
 −111 A12 −A22
 ]−1A21A
 −111
 [A22 −A21A
 −111 A12
 ]−1
 ]
 que corresponde con el resultado al que se querıa llegar.
 54. Las Matrices de Vandermonde Vm×n de m × n se definen mediante V =[xj
 i
 ]0≤j≤n−1
 1≤i≤m, donde
 xi ∈ C, 1 ≤ i ≤ m. Calcule el determinante det Am×m y determine una condicion general quegarantice que Am×m es invertible. Escriba un mini-programa de MATLAB que permita calcular elreferido determinante.
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 El determinante de la matriz de Vandermonde:
 V =
 1 X1 X2
 1 . . . Xm−11
 1 X2 X22 . . . Xm−1
 2
 1 X3 x23 . . . Xm−1
 3...
 ......
 ...1 Xm X2
 m . . . Xm−1m
 m×m
 Esta dado por la siguiente expresion:
 detV =m∏
 i=1
 m∏j=i+1
 (Xj −Xi)
 Para que la matriz V sea invertible
 detV 6= 0m∏
 i=1
 m∏j=i+1
 (Xj −Xi) 6= 0
 (Xj −Xi) 6= 0,∀i, j∴ Xj 6= Xi,∀i, j
 Entonces la condicion para que la matriz V sea invertible es Xj 6= Xi , ∀i, jEl codigo del mini-programa de MATLAB para calcular el discriminante es el siguiente:
 n=input(’Ingresa el numeros de filas que va a tener la matriz de Vandermonde: ’);vandermonde=0:n:0;for i=1:n
 sprintf(’Ingrese el valor de V(%d,%d) : ’,i,2)vandermonde(i)=input(’’ ) ;
 end
 determinante =1;
 for i=1:(n-1)for j=(i+1):n
 determinante=determinante*(vandermonde(j)-vandermonde(i));end
 enddeterminante
 55. Demuestre o refute: Toda matrız triangular unitaria es diagonal.
 Sea A una matriz cuadrada, se dice que una matriz es una matriz diagonal si aij = 0Para todo i distinto de j:
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 A =
 a11 0 0 00 a22 0 0...
 .... . .
 ...0 . . . . . . ann
 Condiciones para que una matriz sea triangular:
 Matriz triangular superior: Sea B = (bij), bij = 0, con i < jMatriz triangular inferior: Sea B = (bij), bij = 0, con i > jMatriz triangular estrictamente superior: Sea B = (bij), bij = 0, con i <= jMatriz triangular estrictamente inferior: Sea B = (bij), bij = 0, con i >= j
 Para que una matriz sea unitaria, su diagonal principal debe ser igual a 1 y el resto de los valoresdeben ser igual a 0.
 Por lo tanto, podemos concluir que una matriz triangular unitaria es un caso especial donde bij = 1,para todo i = j y que todos los otros valores son igual a cero cumpliendo ası con las reglas de unamatriz diagonal.
 56. Sea S ∈ M(m × m,C) una matriz hermitiana. Un vector propio de A es un vector no nulox ∈ Cm tal que Ax = λx para algun escalar λ ∈ C; tal escalar λ se llama entonces valor propio deA. Demuestre o refute:
 a)todos los valores propios de A son reales.
 Partiendo de la igualdad:A.x = λ.x /.x∗
 x∗.A.x = x∗λx = λx∗x /∗
 (x∗Ax)∗ = x∗Ax = x∗xλ∗
 x∗λx = x∗xλ∗
 (λ∗ − λ)(x∗x) = 0como x 6= 0
 → λ∗ = λ→ λ ∈ R
 b) si x y y son vectores propios correspondientes a valores propios distintos de A, entonces x e y sonortogonales.
 Ya que x e y son valores propios de la matriz A:
 Ax = λx, Ay = σy
 Si el producto punto entre los vectores es igual a cero entonces los vectores son ortogonales.
 y∗.Ax = y∗λx = λy∗x(4.4)x∗Ay = x∗σy = σx∗y(4.5)
 Ocupando un poco de algebra desde (2):
 ∗ (x∗Ay)∗ = σ(x∗y)∗ = σ∗y∗x
 = y∗A∗x = y∗Ax
 A partir de lo anterior, y ya que (1) es igual al ultimo resultado obtenido:
 λy∗x = σy∗x = σy∗x→ (λ− σ)y∗x = 0
 Ya que λ 6= σ esto implica que y∗x = 0 Bajo esta hipotesis los vectores propios son ortogonales.
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 57. Sea A ∈ M(m ×m,C) una matiz anti-hermitiana (skew-hermitian), i.e., S∗ = −S. Demuestreo refute:
 a) Los valores propios de S son numeros imaginarios (puros).
 Primero tengamos claro que este tipo de matriz tiene la forma (matriz n× n):
 S =
 s11 s12 ... s1n
 s21 s22 ... s2n...
 .... . .
 ...sn1 sn2 ... snn
 donde los componentes de la diagonal sii son imaginarios puros, y en el resto de los componentesde la matriz se cumple que Re(sij) = −Re(sji) y Im(sij) = Im(sji). Para demostrar quelos valores propios de la matriz anti-hermitiana son imaginarios puros, tomaremos un valorpropio arbitrario de esta matriz (que denominaremos λ) y su respectivo vector propio (quedenominaremos x = (x1, x2, ..., xn)) y demostraremos que se cumple la propiedad S · x = λ · x.Entonces tenemos:
 S · x = λ · x ⇒ S · x− λ · x = 0 ⇒ (S − λI) · x = 0
 (S − λI) · x
 =
 b11i a12 + b12i ... a1n + b1ni−a12 + b12 b22i ... a2n + b2ni
 ......
 . . ....
 −a1n + b1n −a2n + b2n ... bnni
 −λ 0 ... 00 λ ... 0...
 .... . .
 ...0 0 ... λ
 ·
 x1
 x2...xn
 =
 00...0
 b11i− λ a12 + b12i ... a1n + b1ni−a12 + b12 b22i− λ ... a2n + b2ni
 ......
 . . ....
 −a1n + b1n −a2n + b2n ... bnni− λ
 ·x1
 x2...xn
 =
 00...0
 (b11i− λ)x1 (a12 + b12i)x2 ... (a1n + b1ni)xn
 (−a12 + b12)x1 (b22i− λ)x2 ... (a2n + b2ni)xn...
 .... . .
 ...(−a1n + b1n)x1 (−a2n + b2n)x2 ... (bnni− λ)xn
 =
 00...0
 Tras esta igualdad, podemos sacar n ecuaciones para λ, de las cuales deduciremos su valor:
 (b11i− λ)x1 + (a12 + b12i)x2 + ...+ (a1n + b1ni)xn = 0 (1)(−a12 + b12)x1 + (b22i− λ)x2 + ...+ (a2n + b2ni)xn = 0 (2)...
 ......
 ...(−a1n + b1n)x1 + (−a2n + b2n)x2 + ...+ (bnni− λ)xn = 0 (n)
 Ahora multiplicaremos la primera ecuacion por x1, la segunda por x2, la tercera por x3 y ası has-ta que la n - esima ecuacion la multiplicaremos por xn. Luego sumaremos estos productos:
 x1 · (1) + x2 · (2) + ...+ xn · (n):
 (b11i− λ)x21 + (a12 + b12i)x1x2 + ...+ (a1n + b1ni)x1xn
 + (−a12 + b12i)x1x2 + (b22i− λ)x22 + ...+ (a2n + b2ni)x2xn
 + ...+ (−a1n + b1ni)x1xn + (−a2n + b2ni)x2xn + ...+ (bnni− λ)x2n = 0
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 Como se puede observar, de esta suma, se cancelan todos los terminos de la forma ajk, conj 6= k. Por lo tanto esta ecuacion nos queda:
 (b11i− λ)x21 + (b22i− λ)x2
 2 + ...+ (bnni− λ)x2n + 2b12i · x1x2 + ...+ 2b(n−1)ni · xn−1xn = 0
 (b11 ·x21 + b22 ·x2
 2 + ...+ bnn ·x2n +2b12 ·x1x2 + ...+2b(n−1)n ·xn−1xn)i−λ(x2
 1 +x22 + ...+x2
 n) = 0
 λ = b11·x21+b22·x2
 2+...+bnn·x2n+2b12·x1x2+...+2b(n−1)n·xn−1xn
 x21+x2
 2+...+x2n
 · i
 Claramente se observa que λ es imaginario puro. Como tomamos un valor propio arbitrario,podemos concluir que esto se cumplira para cualquier otro valor propio.
 ∴ Los valores propios de una matriz anti-hermitiana son de la forma imaginaria pura.
 b) I − S es no singular.
 Que una matriz sea no singular significa que tiene inversa. Para que una matriz A tenga inversaes necesario que |A| 6= 0. Supongamos que |I − S| = 0. Sabemos que |kA| = kn|A|, donde k esuna constante, A es una matriz y n es el orden de A. Tenemos:
 |I − S| = (−1)n|S − I| = 0|S − I| = 0
 denotemos λ = 1, nos queda:
 |S − λI| = 0...por lo tanto, λ es un valor propio. Pero λ = 1 y segun el ejercicio anterior los valores propiosson solo imaginarios puros. Se concluye entonces que |I − S| 6= 0.
 c) La llamada transformada de Cayley de S, definida mediante Q = (I − S)−1(I + S), es unamatriz unitaria. Nota: esta transformacion es el analogo matricial de la transformacion de deMobius s → 1+s
 1−s de Analisis Complejo, que transforma el semi-plano izquierdo de C sobre eldisco unitario D.
 Consideremos
 S =
 s11 − λ s12 ... s1n
 s21 s22 − λ ... s2n...
 .... . .
 ...sn1 sn2 ... snn − λ
 donde sjj = bjji, sjk = ajk + bjk, j < k y skj = −ajk + bjk, j < k.
 (I − S) =
 1− b11i −a12 − b12i ... −a1n − b1nia12 − b12 1− b22i ... −a2n − b2ni
 ......
 . . ....
 a1n − b1n a2n − b2n ... 1− bnni
 (I + S) =
 1 + b11i a12 + b12i ... a1n + b1ni−a12 + b12 1 + b22i ... a2n + b2ni
 ......
 . . ....
 −a1n + b1n −a2n + b2n ... 1 + bnni
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 Calculemos (I − S)∗, (I + S)∗:
 (I − S)∗ =
 1− b11i −a12 − b12i ... −a1n − b1nia12 − b12 1− b22i ... −a2n − b2ni
 ......
 . . ....
 a1n − b1n a2n − b2n ... 1− bnni
 ∗
 =
 1 + b11i a12 + b12i ... a1n + b1ni−a12 + b12 1 + b22i ... a2n + b2ni
 ......
 . . ....
 −a1n + b1n −a2n + b2n ... 1 + bnni
 = (I + S)
 (I + S)∗ =
 1 + b11i a12 + b12i ... a1n + b1ni−a12 + b12 1 + b22i ... a2n + b2ni
 ......
 . . ....
 −a1n + b1n −a2n + b2n ... 1 + bnni
 ∗
 =
 1− b11i −a12 − b12i ... −a1n − b1nia12 − b12 1− b22i ... −a2n − b2ni
 ......
 . . ....
 a1n − b1n a2n − b2n ... 1− bnni
 = (I − S)
 Tenemos que (I − S)∗ = (I + S) y (I + S)∗ = (I − S). Ademas Q = (I − S)−1 · (I + S),entonces nos queda:
 (a) Q = (I − S)−1 · (I + S) /(I − S)
 Q · (I − S) = (I + S) /∗
 (b) Q∗ · (I − S)∗ = (I + S)∗
 Multiplicando (a) · (b):
 Q ·Q∗ · (I − S)∗ = (I − S)−1 · (I + S) · (I + S)∗ /(I − S)
 Q ·Q∗ · (I − S)∗ · (I − S) = (I + S) · (I + S)∗
 Q ·Q∗ · (I + S) · (I − S) = (I + S) · (I − S)
 Q ·Q∗ = I
 ∴ Queda esto demostrado.
 58. Una matrix de Hadamard es una matriz cuadrada cuyos coeficientes son todos ±1 y cuyatranspuesta es igual a un multiplo de su inversa. Se sabe que si A es una matriz de Hadamard dedimension m > 2, entonces m debe ser un multiplo de 4. Todavıa (hasta el ano 2000) no se sabe sipara todo multiplo de 4 existe una matriz de Hadamard. Se ha podido verficar cumputacionalmenteque para todo multiplo de 4 menor o igual que 424 existen matrices de Hadamard.
 Verifique que el siguiente algoritmo recursivo permite construir matrices de Hadamard para cualquierdimension m = 2k, k ∈ N:
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 H0 = [0], Hk+1 =[Hk Hk
 Hk −Hk
 ]Intente escribir un programa para MATLAB que permita construir matrices de Hadamard de cual-quier dimension m = 4k con k < 10. ¿Cual serıa la complejidad de su programa en funcion dem?.
 %Una matriz de hadamard es aquella cuyos coeficientes son solo 1 o -1%y cuya transpuesta es igual a su inversa
 function H = ejercicio58(n)[f,e] = log2([n n/12 n/20]);k = find(f==1/2 & e>0);if min(size(n)) > 1 | isempty(k)
 error([’"n" debe ser 1, 2 o multiplo de 4’]);ende = e(k) - 1;if k == 1
 H = 1;elseif k == 2
 H = [ones(1,12); ones(11,1)...toeplitz([-1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1], [-1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1])];
 elseif k == 3H = [ones(1,20); ones(19,1)...
 hankel([-1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1],...[1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1])];
 endfor i = 1:e
 H = [H H ;H -H];endend
 59. Considere las bases u1, u2, u3 y v1, v2, v3, v4, v5 de C3 y C5, respectivamente. Considere,ademas, la transformacion lineal T : C3 −→ C5 determinada por: T (u1 + 2u2 + 3u3) = v1 + v3 + v5,T (3u2 − 2u3) = v2 − v4, y T (−u3) = v1 − v2 + v3 − v4 + v5.a) Obtenga la matriz A de la transformacion lineal T con respecto a las bases indicadas. ¿Es invertibleT , respectivamente, A? ¿Cual es el rank A de la matriz A?b) Determine range(T ):= T (x) : x ∈ C3 ⊆ C5 y ker(T ):= x ∈ C3 : T (x) = 0 ⊆ C3.c) Determine el espacio de filas y el espacio nulo de A (ambos subespacios de C3 en este ejercicio).Obtenga las dimensiones de estos espacios. Verifique que son ortogonales y que su suma directa esC3.d) Determine el espacio de columnas y el espacio nulo izquierdo de A (ambos subespacios de C3 eneste ejercicio). Obtenga las dimensiones de estos espacios. Verifique que son ortogonales y que susuma directa es C5.
 desarrolloa) Como estamos trabajando con una transformacion lineal podemos separar en funcion de la trans-formada de cada una de sus bases:
 T (u1) + 2T (u2) + 3T (u3) = v1 + v3 + v5(4.1)3T (u2)− 2T (u3) = v2 − v4(4.2)
 −T (u3) = v1 − v2 + v3 − v4 + v5(4.3)
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 Luego de (2) y (3):
 3T (u2)− 2(−v1 + v2 − v3 + v4 − v5) = v2 − v4
 T (u2) =−2v1 + 3v2 − 2v3 + v4 − 2v5
 3(4.4)
 Y de (1), (3) y (4):
 T (u1) + 2(−2v1 + 3v2 − 2v3 + v4 − 2v5
 3)+
 +3(−v1 + v2 − v3 + v4 − v5) = v1 + v3 + v5
 T (u1) =16v1 + 16v3 − 11v4 + 16v5
 3− 5v2(4.5)
 ∴ La matriz A asociada a la transformacion lineal T es:
 A =
 −16
 3 −23 −1
 −5 1 1163 −2
 3 −1−11
 313 1
 163 −2
 3 −1
 Para que T sea invertible, se tiene que cumplirse que:
 (i) x1 6= x2 ⇒ T (x1) 6= T (x2)(ii) ∀y ∈ C5 ∃x ∈ C3 / T (x = y)
 Para comprobar si se cumple (i), creamos dos vectores, x1 =[u1 u2 u3
 ]T y x2 =[v1 v2 v3
 ]T ,con x1 6= x2.Supondremos entonces que T (x1) = T (x2) para ası llegar a una contradiccion.
 T (x1) =
 −16
 3 u1 +−23u2 − 1u3
 −5u1 + 1u2 + 1u3163 u1 +−2
 3u2 − 1u3−113 u1 + 1
 3u2 + 1u3163 u1 +−2
 3u2 − 1u3
 = T (x2) =
 −16
 3 v1 +−23v2 − 1v3
 −5v1 + 1v2 + 1v3163 v1 +−2
 3v2 − 1v3−11
 3 v1 + 13v2 + 1v3
 163 v1 +−2
 3v2 − 1v3
 .(4.6)
 Luego con las filas 1 y 3 de ambos vectores:
 −163u1 +−2
 3u2 − 1u3 = −16
 3v1 +−2
 3v2 − 1v3(4.7)
 163u1 +−2
 3u2 − 1u3 =
 163v1 +−2
 3v2 − 1v3(4.8)
 Multiplicando por −1 en (7) y sumandolo con (8), obtenemos:323u1 =
 323v1 ⇒ u1 = v1(4.9)
 Ahora la ecuacion (7) nos queda:
 −23u2 − 1u3 = −2
 3v2 − 1v3(4.10)
 Tomemos ahora la cuarta fila de ambos vectores (no tomaremos en cuenta los componentes u1 y v1,ya que son iguales):
 13u2 + 1u3 =
 13v2 + 1v3(4.11)
 Sumando (10) y (11) obtenemos:
 −13u2 = −1
 3v2 ⇒ u2 = v2(4.12)
 Luego, claramente u3 = v3, con lo que llegamos a una contradiccion, ya que habıamos dicho que x1 yx2 eran distintos. Por lo tanto, nuestra suposicion estaba equivocada, necesariamente T (x1) 6= T (x2),
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 con lo que se cumple (i).Para ver si se cumple (ii), nos fijaremos en el espacio generado al aplicar la transformacion T a unvector cualquiera x, para eso podemos utilizar la misma matriz de la ecuacion (6):
 Tx =
 −16
 3 u1 +−23u2 − 1u3
 −5u1 + 1u2 + 1u3163 u1 +−2
 3u2 − 1u3−113 u1 + 1
 3u2 + 1u3163 u1 +−2
 3u2 − 1u3
 = u1
 −16
 3−5163−113163
 + u2
 −2
 31−2
 313−2
 3
 + u3
 −11−11−1
 Aquı se puede ver que el espacio generado por la transformacion lineal consta de 3 dimensiones envez de 5, con lo que no se cumple el punto (ii), por lo tanto la transformacion T no es invertible, ysu matriz asociada A tampoco.Para obtener el rank A, escalonaremos la matriz A utilizando MatLAB:
 A =
 −16
 3 −23 −1
 −5 1 1163 −2
 3 −1−11
 313 1
 163 −2
 3 −1
 ∼
 1 0 00 1 00 0 10 0 00 0 0
 ∴ el rank A es 3.
 b) La definicion del range(T ), es el espacio generado por la transformacion lineal T al conjuntode las x que pertenecen a C3.Anteriormente ya se observo que la transformacion T , generaba un espacio de dimension 3.∴ range(T ) = C3 ⊆ C5
 El ker(T ) es el espacio generado por todos aquellos vectores que al aplicarse la transformacion T ,son iguales al vector nulo:
 1 0 00 1 00 0 10 0 00 0 0
 x1
 x2
 x3
 =
 00000
 (4.13)
 ∴ ker(T ) =−→0 ⊆ C5
 c) El espacio filas de A: 〈
 100
 ,
 010
 ,
 001
 〉El espacio nulo de A: 〈
 000
 〉Claramente el espacio de filas de A es de dimension 3, y el espacio columnas dimension 0. , para versi son ortogonales basta con probar que el producto punto entre los componentes del espacio filas yel espacio nulo es igual a cero(0), lo que se cumple, ya que el espacio nulo de A es el vector nulo.La definicion de suma directa es: U + V = u + v/u ∈ U ∧ v ∈ V Debido a que N(A) =
 −→0 :
 Row(A) +N(A) = Row(A) = C3.
 d)Column(A) = Row(AT )
 AT =
 −163 −5 16
 3 −113
 163
 −23 1 −2
 313 −2
 3−1 1 −1 1 −1
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 Column(A) = 〈
 −16
 3−5163−113163
 ,−2
 31−2
 313−2
 3
 ,−11−11−1
 〉
 El espacio nulo por izquierda de A es :LeftN(A) = N(AT ), lo que equivale a encontrar los vectoresY que cumplen con AT .
 −→Y = 0
 AT .−→Y =
 −163 −5 16
 3 −113
 163
 −23 1 −2
 313 −2
 3−1 1 −1 1 −1
 y1
 y2
 y3
 y4
 y5
 =−→0
 Diagonalizando la matriz AT nos queda:
 1 0 0 − 316 0
 0 1 0 −1 00 0 1 29
 16 1
 y1
 y2
 y3
 y4
 y5
 =−→0
 y1 +− 316y4 = 0
 y2 − y4 = 0
 y3 +2916y4 + y5 = 0
 Parametrizaremos y1 = t e y3 = v, con lo que obtenemos:
 y4 =163t
 y2 =163t
 y5 = −v +293t
 ∴ LeftN(A) = [t 16
 3 t v 163 t −v + 29
 3 t]T/t, v ∈ C
 La dimension del espacio de columnas es 3, y la del espacio nulo izquierdo 2 (debido a sus dosparametros). Luego, la verificacion de ortogonalidad ya esta hecha, basta con darse cuenta queal extraer el espacio nulo de AT hemos multiplicado cada componente transverso del espacio decolumnas de A con el vector nulo, e igualado el resultado a 0, lo que es la definicion de producto punto(el producto punto de dos espacios ortogonales debe ser 0). Como los dos espacios son ortogonalesy contienen al vector nulo, su suma directa es igual al espacio generado por los 3 componentes delColumn(A) y los 2 que conforman el LeftN(A), es decir C5.
 60. Determine el espacio nulo N(A) y el especio de filas F (A) de la matriz A =
 1 2 3 42 4 8 103 6 11 14
 .
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 Solucion: El espacio nulo N(A) consiste de los vectores-columna [x1, x2, x3, x4]T ∈ <4 tales que:
 1 2 3 42 4 8 103 6 11 14
 x1
 x2
 x3
 x4
 =
 0000
 1 2 0 1
 0 0 1 10 0 0 0
 x1
 x2
 x3
 x4
 =
 0000
 x1
 x2
 x3
 x4
 =
 st
 s+ 2t−s+ 2t
 Luego, N(A) = [s, t, s+ 2t,−s− 2t]T : s, t ∈ <; evidentemente, dim<N(A) = 2.
 Por su parte, el espacio de filas F (A) de la matriz A consiste en todos los vectores-fila que puedenescribirse como combinaciones lineales de las filas de A. Luego, si la matriz A se obtiene a partir deA mediante operaciones de filas, esto es, mediante combinaciones lineales de las filas de A, el espaciode filas no se altera, i.e.:
 F (A) = F (A), donde A =
 1 2 0 10 0 1 10 0 0 0
 Por consiguiente, el espacio de filas de F (A) de A es generado por la primera y la segunda fila de lamatriz A, i.e., F (A) = [s, 2s, t, s+ t] : s, t ∈ <.Nota: Usualmente los vectores del espacio de filas F (A) una matriz A ∈ M(m× n,K), se escribencomo vectores-columnas, de modo que la definicion mas comun es F (A) = ATx : x ∈ Km ⊆ Kn.
 61. Estudie el problema de diagonalizar la matriz A =
 1 1 11 1 11 1 1
 .
 Solucion para <Polinomio Caracterıstico de A:
 p(λ) = det
 1− λ 1 11 1− λ 11 1 1− λ
 = λ2(3− λ)
 Como resultado de igualar el polinamio caracterıstico a cero, las raices obtenidas son λ = 0 y λ = 3
 Calculo de vectores propios:
 Para λ = 0 tenemos que: 1− 0 1 11 1− 0 11 1 1− 0
 · x1
 x2
 x3
 =
 1 1 11 1 11 1 1
 · x1
 x2
 x3
 = 0
 De aquı obtenemos que
 x1 + x2 + x3 = 0x3 = −x1 − x2
 Por lo tanto, el Espacio Vectorial Asociado con el valor propio λ = 0 esta dado por E0 = [x1, x2,−x1−x2]T : x1, x2 ∈ <Para λ = 3 tenemos que: 1− 3 1 1
 1 1− 3 11 1 1− 3
 · y1
 y2
 y3
 =
 −2 1 11 −2 11 1 −2
 · y1
 y2
 y3
 =
 −1 0 10 −1 10 0 0
 · y1
 y2
 y3
 = 0
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 Y debido a este ultimo paso, se encuentra que y1 = y3 e y2 = y3. Por lo tanto, el Espacio VectorialAsociado con el valor propio λ = 3 esta dado por E3 = [y1, y1, y1]T : y1 ∈ <Si seleccionamos 3 vectores l.i., dos del espacio E0 (porque tiene dimension 2) y uno del espacio E3
 (porque tiene dimension 1), se construye una matriz P que diagonaliza A. Eligiendo los vectores[a1, b1,−a1 − b1]T ,[a2, b2,−a2 − b2]T ∈ E0
 [c1, c1, c1]T ∈ E3
 tenemos que se forma la matriz P :=
 a1 a2 c1b1 b2 c1
 −a1 − b1 −a2 − b2 c1
 con det(P ) = 3c1(a1b2−a2b1) 6= 0
 Calculando la inversa de la matriz, obtenemos:
 P−1 :=1
 det(P )
 a2c1 + 2b2c1 2a2c1 − b2c1 a2c1 − b2c1−a1c1 − 2b1c1 2a1c1 + b1c1 −a1c1 + b1c1−a2b1 + a1b2 −a2b1 + a1b2 −a2b1 + a1b2
 Y P verifica que:
 P−1AP =
 0 0 00 0 00 0 3
 Apareciendo en la diagonal los valores propios, 0 y 3 (La multiplicidad de cero es dos, igual que ladimension del espacio que genera. Lo mismo para la multiplicidad de tres.).
 62. Considere el operador de transposicion T sobre el espacio M(2x2,<) de las matrices de 2 x 2con coefiientes reales.
 1. Es T una transformacion lineal?2. Se puede expresar el opreador T mediante una matriz?. En otra palabras existe una matriz MT
 ε M(2x2,<) tal queAT = MTA para toda matriz A ε M(2x2,<)
 Solucion:
 1. Evidentemente, (αA+ βB)T = αAT + βBT , para todo α, β ε M(2x2,<). Luego,el operador Tes una transormacion lineal soberM(2x2,<)
 2. Si se considera MT ε M(2x2,<), la respuesta debe ser negativa. En efecto, si MT =[u vw x
 ]y
 A =[u vw x
 ], entones deveria cumplirse AT = MTA, i.e.,
 [a bc d
 ]=[va+ vc ub+ vdwa+ xc wb+ xd
 ], i.e.:
 a c 0 00 0 a cb d 0 00 0 b d
 uvwx
 abcd
 donde, det
 a c 0 00 0 a cb d 0 00 0 b d
 = −(bc− ad)2.
 Cuando el determinante de este sistema es distinto de cero se tiene:
 u =ad− c2
 ad− bc, v =
 a(−b+ c)ad− bc
 , w =d(b− c)ad− bc
 , x =ad− c2
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 Luego, u, v, w, x son funciones no constantes de los coeficientes a, b, c, dde la ,Matriz A. Dado quelos coeficientes a, b, c, d deben recorrer libremente el conjunto <, no puede existir una (unica)matriz MT εM(n× n,<) tal que AT = MTA para toda matriz A εM(n× n,<).
 No Obstante, si se identifica M(2× 2,<) con <4 mediante el isomorfismo[a bc d
 ]−→
 abcd
 , es inmediato que hay una matriz de permutacion P que realiza la transposicion matricial.Enefecto:
 A =[a bc d
 ]−→
 abcd
 −→
 1 0 0 00 0 1 00 1 0 00 0 0 1
 abcd
 =
 abcd
 −→ A =[a bc d
 ]= AT Luego,
 con la identificacion aludida, la transposicion queda representada por la matriz de permutacionP εM(4×,<) precedente.
 63. Sean B1 = v1, v2, v3 y B2 =w1, w2, w3 bases de <3. Sea T:<3 → <3 una tranformacion linealtal que T (v1) = w1 − 3w3, T (v2) = w1 − 2w2, T (v3) = 2w2 − 3w3. Determine la matriz AT de latransformacion T con respecto a las bases B1 y B2 de <3 .
 Solucion: Para todo α, β, γ ∈ < se tiene:
 T (αv1 + βv2 + γv3) = α(w1 − 3w3) + β(w1 − 2w2) + γ(2w2 − 3w3)T (αv1 + βv2 + γv3) = (α+ β)w1 + (−2β + 2γ)w2 + (−3α− 3γ)w3
 Luego, AT =
 1 1 00 −2 2−3 0 −3
 64. Sean E,F espacios vectoriales de dimensiones finitas n,m respectivamente sobre un cuerpo k.Sea L(E,F ) el conjunto de todas las aplicaciones (funciones) lineales ϕ : E → F .(a) Defina una estructura de espacio vectorial sobre L(E,F ).(b) Determine la dimension de L(E,F ).
 Solucion: (a) La definicion usual es:
 (4.14) (aϕ+ bψ)(x) := aϕ(x) + bψ(x), ∀x ∈ E, ∀ϕ,ψ ∈ L(E,F ), ∀a, b ∈ k
 Tambien como es usual, se hace notar que las operaciones lineales en el segundo miembro de laecuacion anterior se efectuan en el espacio vectorial F , de modo aϕ+ bψ : E → F esta bien definida.La verificacion de aϕ+ bψ ∈ L(E,F ) es inmediata.
 (b) Consideremos bases x1, . . . , xn e y1, . . . , ym de E y F , respectivamente. Para λ = 1, . . . , n yσ = 1, . . . ,m definamos las aplicaciones ϕλ
 σ : E → F mediante:
 (4.15) ϕλσ(xv) :=
 yσ, si λ = v0, si λ 6= v
 ϕλσ
 (n∑
 v=1
 avxv
 ):=
 n∑v=1
 avϕλσ(xv) = aλyσ, av ∈ k.
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 Obviamente ϕλσ es lineal de modo que ϕλ
 σ ∈ L(E,F ) para todo λ = 1, . . . , n y σ = 1, . . . ,m.Sea ahora ϕ ∈ L(E,F ) una aplicacion lineal cualquiera. La expresion ϕ(xλ) =
 ∑mµ=1 β
 µλyµ, λ =
 1, . . . , n, define unıvocamente los mn coeficientes βµλ . Entonces, para todo λ = 1, . . . , n, se tiene:
 ϕ− m∑µ=1
 n∑v=1
 βµvϕ
 vµ
 (xλ) = ϕ(xλ)−m∑
 µ=1
 n∑v=1
 βµvϕ
 vµ(xv)
 =m∑
 µ=1
 βµλyµ −
 m∑µ=1
 βµλyµ = 0.(4.16)
 Luego, ϕ =∑m
 µ=1
 ∑nv=1 β
 µvϕv
 µ, i.e., el sistema de funciones ϕλµ genera el espacio vectorial L(E,F ).
 La verificacion que el sistema de aplicaciones lineales ϕλµ es linealmente independiente sigue el mismo
 esquema. En efecto, suponiendo que∑m
 µ=1
 ∑nv=1 γ
 µvϕv
 µ = 0 para ciertos coeficientes γµv ∈ k, entonces
 para cada xλ se tiene 0 =∑m
 µ=1
 ∑nv=1 γ
 µvϕv
 µ(xλ) =∑m
 µ=1 γµλyµ, de donde resulta γµ
 λ = 0 para todoµ = 1, . . . ,m pues los yµ son l.i. Luego, γµ
 λ = 0 para todo µ = 1, . . . ,m y todo λ = 1, . . . , n, i.e., essistema de funciones ϕn
 µu es l.i.Por consiguente , ϕv
 µ : µ = 1, . . . ,m; v = 1, . . . , n es una base de L(E,F ) y
 dimL(E,F ) = mn = dimE × dimF.
 Notas:(i) La base ϕv
 µ de L(E,F ) se llama base inducida por las bases E y F .(ii) Una demostracion alternatica del resultado obtenido en la ultima ecuacion recurre al iso-morfismo “trivial” entre L(E,F ) y M(m × n,k). En efecto, la aplicacion lineal ϕv
 µ, con referen-cia a las bases xvnv=1 e ymmµ=1 de E y F respectivamente, queda representada por la ma-
 triz Mvµ =
 [δµi δ
 jv
 ]i,j∈ M(m × n,k), donde δl
 k e4s el conocido sımbolo de Kronecker. Esta iden-
 tificacion define, evidentemente, un isomorfismo L(E,F ) → M(m × n,k). Dado que las matri-ces
 [δµi δ
 jv
 ]i,j
 constituyes obviamente una base del espacio vectorial M(m × n,k), se tiene que
 dimL(E,F ) = dimM(m× n,k) = mn.
 65. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufgabe 1.Mathematisches Institut, Universitat Wurzburg, April 2003.) (i) Sea T un tetraedro regular de ladoa. Calcule la longitud de una altura de T . ¿Que angulo forman dos alturas cualesquiera de T?
 (ii) Sean x,y ∈ <3 dos vectores de norma unitaria y sea α el angulo que subtienden. Demuestre que‖~x− ~y‖=2|sin(α/2)|.
 Respuesta: (i)
 Consideremos tres aristas del tetraedro, representados por tres vectores diferentes, dos de los vectoresse situan en el mismo plano ( ~A y ~B).~A = (Ax, Ay, 0) y ~B = (a, 0, 0) y ~C = (Cx, Cy, Cz)
 -Un tetraedro esta formado por cuatro tringulos equilateros, ademas nuestro tetraedro es de lado”a”, por lo que se cumplen las siguientes condiciones:~A · ~B = |A||B|cos(θ) , con θ = 60
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 ~A · ~C = |A||C|cos(θ)~B · ~C = |B||C|cos(θ)|A| = |B| = |C| = a
 (1) ~A · ~B = |A||B|cos(60)=(Ax, Ay, 0) · (a, 0, 0)=a2 12
 (2) ~A · ~C = |A||C|cos(60)=(Ax, Ay, 0) · (Cx, Cy, Cz)=a2 12
 (3) ~B · ~C = |B||C|cos(60)=(Ax, Ay, 0) · (Cx, Cy, Cz)=a2 12
 De las tres ecuaciones anteriores
 aAx = a2 12
 AxCx +AyCy = a2 12
 aCx = a2 12
 Ax =a2
 Cx =a2
 AyCy =a2
 4
 Entonces ~A = (a/2, Ay, 0) , pero como | ~A|=a ⇒ Ay=√
 32 a
 Tambien AyCy =a2
 4 , con Ay=√
 32 a ⇒ Cy= a
 2√
 3como |~C| = a , Cz =
 √2/3a
 por lo que ~C=(a2 , a
 2√
 3,√
 2/3a)
 Los tres vectores quedan: ~A=(a/2,√
 32 a,0) , ~B = (a, 0, 0) y ~C=(a
 2 , a2√
 3,√
 2/3a)
 La altura (h) del Tetraedro es la longitud euclideana del vector formado por la suma del tercio delos vectores ~A, ~B, ~C
 ‖13~A + 1
 3~B + 1
 3~C‖ =
 √2/3a ,o simplemente la componente Cz del vector ~C
 Lo anterior es comprobable porque V=13Bh siendo el Volumen del teraedro
 √2
 12 a3 y el area basal
 B=√
 34 a
 2
 ¿Que angulo forman dos alturas de T?
 Dados los vectores ~A=(a/2,√
 32 a,0) , ~B = (a, 0, 0) y ~C=(a
 2 , a2√
 3,√
 2/3a)
 Un vector en la direccion de una altura esta dado por: 13~A + 1
 3~B + 1
 3~C
 Tambien estos vectores:− ~B = ~U = (−a, 0, 0) , ~A- ~B = ~V=(-a/2,√
 32 a,0) y ~B-~C = ~W=(-a/2, a
 2√
 3,√
 2/3a)
 Otro vector en la direccion de una altura esta dado por: 13~U + 1
 3~V + 1
 3~W
 Entonces el angulo entre estos dos vectores alturas esta dado por:~H1=1
 3~A + 1
 3~B + 1
 3~C
 ~H2=13~U + 1
 3~V + 1
 3~W
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 arc cos
 [~H1· ~H2
 ‖ ~H1‖·‖ ~H2‖
 ]= θ
 θ=arc cos(−13 )= 1,91063
 (ii)
 Dos vectores ∈ <3: ~x = Ax~i+Ay
 ~j +Az~k y ~y = Bx
 ~i+By~j +Bz
 ~k
 Se sabe que < ~x, ~y >=|~x||~y|cos(α)
 Como son vectores unitarios |~x| = |~y|=1 por lo tanto AxBx +AyBy +AzBz = cos(α)
 Desarrollando ‖~x− ~y‖√(Ax −Bx)2 + (Ay −By)2 + (Az −Bz)2√A2
 x − 2AxBx +B2x +A2
 y − 2AyBy +B2y +A2
 z − 2AzBz +B2z√
 A2x +A2
 y +A2z +B2
 x +B2y +B2
 z − 2(AxBx +AyBy +AzBz)
 Como ~x y ~y son vectores unitarios A2x + A2
 y + A2z =1 y B2
 x + B2y + B2
 z = 1 ademas por el productointerno < ~x,~y > se tiene que AxBx +AyBy +AzBz = cos(α) entonces queda√
 2− 2cos(α)
 con la identidad trigonometrica |sin(x/2)| =√
 1−cos(x)2 finalmete se demuestra
 ‖~x− ~y‖ =√
 2− 2cos(α) = 2|sin(α2 )|
 66. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufgabe 2.Mathematisches Institut, Universitat Wurzburg, April 2003.) Sea A una matriz ortogonal de 3 x 3con coeficientes reales y determinante positivo. Demuestre o refute: 1 ∈ σ(A), donde σ(A) denotael spectrum o conjunto de los valores propios de A. Suponga que −1 ∈ σ(A). Determine λ1, λ2, λ3
 tales que det(sI −A) = (s− λ1)(s− λ2)(s− λ3).
 1. Demuestre o refute: 1 ∈ σ(A), donde σ(A) denota el spectrum o conjunto de los valores propiosde A. Suponga que −1 ∈ σ(A).
 Cualquier matriz ortogonal se puede transformar mediante operaciones fila en una matriz dia-gonal, por lo que utilizaremos una matriz diagonal para la siguiente demostracion.
 A =
 x 0 00 y 00 0 z
 det(A− λIn) = 0
 det
 x− λ 0 00 y − λ 00 0 z − λ
 = 0
 (x− λ)(y − λ)(z − λ) = 0−λ3 + λ2(x+ y + z)− λ(xy + yz + xz) = 0
 Si λ1 = −1 entonces:1 + xy + yz + xz + x+ y + z = 0
 Si suponemos que λ2 = 1 entonces:
 −1− xy − yz − xz + x+ y + z = 0
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 xy + yz + xz = −1 ∧ x+ y + z = 0
 Por lo tanto λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 0 q.e.d.2. Determine λ1, λ2, λ3 tales que det(sI − A) = (s − λ1)(s − λ2)(s − λ3). Como cualquier matriz
 ortogonal se puede transformar mediante operaciones fila en una matriz diagonal, utilizaremosuna matriz diagonal.
 A =
 x 0 00 y 00 0 z
 det(sI −A) = (s− x)(s− y)(s− z)
 Por lo tanto λ1 = x, λ2 = y, λ3 = z.
 67. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufgabe 3.Mathematisches Institut, Universitat Wurzburg, April 2003.) Sean
 E1 = x = [x1, x2, x3]T : 5x2 − 12x3 = 0,E2 = x = [x1, x2, x3]T : x1 + 2x2 − 2x3 = 15,
 dos planos en R, yG = r[2,−1, 1]T : r ∈ R
 una recta. Determine todas las esferas S tangentes a E1 y E2, cuyos centros yacen en la recta G.
 Para que una esfera S centrada en x sea tangente a E1 y E2, la distancia de x a cada uno de estosplanos debe coincidir; esta distancia es igual al radio de la esfera. Para que x se encuentre sobre larecta G, es preciso que x = (2r,−r, r) para algun r ∈ R.
 La distancia d(x,E) del punto x = (2r,−r, r) a un plano E se obtiene calculando la norma de laproyeccion sobre el vector normal a E de un vector que va desde x a un punto cualquiera del plano.Consideremos x ∈ G, ~n = (n1, n2, n3) ⊥ E y z = (z1, z2, z3) ∈ E:
 d(x,E) = ‖proy~nz − x‖
 =1‖~n‖|(z1 − 2r, z2 + r, z3 − r) · (n1, n2, n3)|
 =1√
 n21 + n2
 2 + n23
 |(z1 − 2r)n1 + (z2 + r)n2 + (z3 − r)n3|
 En particular, consideremos el plano E1 : 5x2 − 12x3 = 0. Un vector normal es ~n = (0, 5,−12) y unpunto en el plano es z = (0, 0, 0). Luego,
 d(x,E1) =1√
 02 + 52 + 122|(−2r) · 0 + (r) · 5 + (−r) · (−12)|
 =113|17r| = 17
 13|r|.
 Para el plano E2 : x1 + 2x2 − 2x3 = 15, tomemos ~n = (1, 2,−2) y z = (15, 0, 0). Luego,
 d(x,E2) =1√
 12 + 22 + 22|(15− 2r) · 1 + (r) · 2 + (−r) · (−2)|
 =13|15 + 2r|.
 Entonces, para que S centrada en x ∈ Q sea tangente a E1 y E2:1713|r| = 1
 3|15 + 2r|.
 Para resolver esta ecuacion, consideremos dos casos, dependiendo del signo de los argumentos de losvalores absolutos:
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 Caso r < −152 ∨ r > 0: :
 1713r =
 13(15 + 2r)
 1713r = 5 +
 23r
 2539r = 5
 r = 5 · 3925
 =395
 Por lo tanto, la esfera S1 centrada en x = (2·395 ,−395 ,
 395 ) con radioR = 17
 13
 ∣∣395
 ∣∣ = 13
 ∣∣15 + 2 · 395
 ∣∣ =512 es tangente tanto a E1 como a E2.
 Caso −152 < r < 0: :
 −1713r = 5 +
 23r
 −7739r = 5
 r = 5 ·(−39
 77
 )= −195
 77
 Luego, la esfera S2 centrada en x = (−2·19577 ,
 19577 ,−
 19577 ) con radioR = 17
 13
 ∣∣19577
 ∣∣ = 13
 ∣∣15 + 2 · 3977
 ∣∣ =25577 tambien es tangente tanto a E1 como a E2.
 La descripcion analıtica de ambas esferas es:
 S1 =
 (x1, x2, x3) ∈ R3 :
 (x1 −
 785
 )2
 +(x2 +
 395
 )2
 +(x3 −
 395
 )2
 =(
 512
 )2
 S2 =
 (x1, x2, x3) ∈ R3 :
 (x1 +
 39077
 )2
 +(x2 −
 19577
 )2
 +(x3 +
 19577
 )2
 =(
 25577
 )2
 68. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufbage 4.Mathematische Intitut, Universitat Wurzburg, April 2003.) Considere el conjunto M = k ∈ N : 1 ≤k ≤ 111. Encuentre todas las permutaciones de π de M tales que (3)π = 10, (10)π = 3, (7)π = 7, y
 poseen exactamente 3 orbitas.Sea xi ∈ 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 11 y
 π =(
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11x1 x2 10 x3 x4 x5 7 x6 x7 3 x8
 )En esta permutacion se puede ver que los valores numericos entregados forman dos orbitas, porlo tanto la tercera orbita debe estar formada por combinaciones de los restantes 8 valores xi.Esto se puede realizar mediante la permutacion de estos xi, pero hay que considerar que:
 (y1, ..., yj) = (y2, ..., yj , y1) = ... = (yj , y1, ..., yj−1)
 Por lo tanto si se realiza la permutacion nPr(n, n) en este caso se obtienen 8− tuplas que soniguales, entonces tenemos que las permutaciones necesarias son:
 nPr(n, n)n
 =n!n
 = (n− 1)! = 7! = 5040
 Entonces π es:π = (3, 10)(7)(xi, (nPr(x2, ..., x8)))
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 2. Sea σ una permutacion de M con exactamente 5 orbitas. Sea ζ = (2, 5, 11) = (2, 5)(2, 11).Demuestre o refute: el numero de orbitas de σζ es 5, 3 o 7.
 69. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufgabe 5. Mat-
 hematisches Institut, Universitat Wurzburg, April 2003.) Considere la permutacion π =(
 1 2 3 4 53 4 5 2 1
 ).
 Sean e1 = [1, 0, 0, 0, 0]T , ..., e5 = [0, 0, 0, 0, 1]T , los vectores unitarios de R5. Sea A una matriz definidapor A.ei = e(i)π. Determine el polinomio caracterıstico de A.
 A.e1 = e3A.e2 = e4A.e3 = e5A.e4 = e2A.e5 = e1
 ⇒ A ·
 abcde
 =
 cdeba
 ⇒ A =
 0 0 0 0 10 0 0 1 01 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 0
 pA(λ) = det(A− λ · I5)
 A− λ · I5 =
 −λ 0 0 0 10 −λ 0 1 01 0 −λ 0 00 1 0 −λ 00 0 1 0 −λ
 · 1λ
 +
 A− λ · I5 =
 −λ 0 0 0 10 −λ 0 1 00 0 −λ 0 1
 λ0 1 0 −λ 00 0 1 0 −λ
 · 1λ
 +
 A− λ · I5 =
 −λ 0 1 0 00 −λ 0 1 00 0 −λ 0 1
 λ0 0 0 −λ+ 1
 λ 00 0 1 0 −λ
 · 1λ+
 A− λ · I5 =
 −λ 0 1 0 00 −λ 0 1 00 0 −λ 0 1
 λ0 0 0 −λ+ 1
 λ 00 0 0 0 −λ+ 1
 λ2
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 ∴ pA(λ) = det(A− λ · I5) = 0
 = −λ3(−λ+1λ
 )(−λ+1λ2
 ) = 0
 = −λ3(λ2 − 1λ− 1 +
 1λ3
 ) = 0
 = λ5 − λ3 − λ2 + 1 = (λ+ 1)(λ− 1)(λ3 − 1) = 0
 70. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfurung in die lineare Algebra, Aufgabe 6.Mathematisches Institut, Universitat Wurzburg, April 2003.) (Sean a, b, c ∈ R3.Demuestre o refute:〈a× b, (b× c)× (c× a)〉 = (det[a|b|c])2)
 (Sean los vectores:a = α1i+ β1j + γ1kb = α2i+ β2j + γ2kc = α3i+ β3j + γ3kLuegoa× b = (β1γ2 − β2γ1)i− (α1γ2 − α2γ1)j + (α1β2 − α2β1)kb× c = (β2γ3 − β3γ2)i− (α2γ3 − α3γ2)j + (α2β3 − α3β2)kc× a = (β3γ1 − β1γ3)i− (α3γ1 − α1γ3)j + (α3β1 − α1β3)k
 Luego tenemos que(b× c)× (c× a) = [(α3β1 − α1β3)(α3γ2 − α2γ3) + (α3γ1 − α1γ3)(α2β3 − α3β2)]i−[(β2γ3 − β3γ2)(α3β1 − α1β3)− (β3γ1 − β1γ3)(α2β3 − α3β2)]j+[(β2γ3 − β3γ2)(α1γ3 − α3γ1) + (β3γ1 − β1γ3)(α2γ3 − α3γ2)]k= [α2
 3β1γ2 − α3α2β1γ3 − α1β3α3γ2 + α1α2β3γ3 + α3α2γ1β3 − α1α2β3γ3 − α23γ1β2 + α1α3γ3β2 ]i
 −[β1β2α3γ3 − β2β3α1γ3 − β1β3α3γ2 + β23α1γ2 − β2
 3α2γ1 + β2β3α3γ1 + β1β3α2γ3 − β1β2α3γ3]j+[γ2
 3α1β2 − γ1γ3α3β2 − γ2γ3α1β3 + γ1γ2α3β3 + γ1γ3α2β3 − γ1γ2α3β3 − γ23α2β1 + γ2γ3α3β1]k
 Al sumar y factorizar tenemos que:(b× c)× (c× a) = [α1α3(β2γ3 − β3γ2) + α2α3(β3γ1 − β1γ3) + α2
 3(β1γ2 − β2γ1)]i−[β1β3(α2γ3 − α3γ2) + β2β3(α3γ1 − α1γ3) + β2
 3(α1γ2 − α2γ1)]j+[γ1γ3(α2β3 − α3β2) + γ2γ3(α3β1 − α1β3) + γ2
 3(α1β2 − α3β2)]k
 Luego procedemos a realizar el producto interno entre a× b y (b× c)× (c× a):
 〈a × b, (b × c) × (c × a)〉 = (β1γ2 − β2γ1)[α1α3(β2γ3 − β3γ2) + α2α3(β3γ1 − β1γ3) + α23(β1γ2 −
 β2γ1)]− (α1γ2 − α2γ1)[β1β3(α2γ3 − α3γ2) + β2β3(α3γ1 − α1γ3) + β23(α1γ2 − α2γ1)] + (α1β2 − α2β1)
 = α1α3(β1β2γ2γ3 − β22γ1γ3 − β1β3γ
 22 + β2β3γ1γ2)
 +α2α3(β1β3γ1γ2 − β2γ21β3 − β2
 1γ2γ3 + β1β2γ1γ3) + α23(β1γ2 − β2γ1)2
 +β1β3(α1α2γ2γ3 − α22γ1γ3 − α1α3γ
 22 + α2α3γ1γ2)
 +β2β3(α1α3γ1γ2 − α2α3γ21 − α2
 1γ2γ3 + α1α2γ1γ3) + β23(α2γ1 − α1γ2)2
 +γ1γ3(α1α2β2β3 − α22β1β3 − α1α3β
 22 + α2α3β1β2)
 +γ2γ3(α1α3β1β2 − α2α3β21 − α2
 1β2β3 + α1α2β1β3) + γ23(α1β2 − α2β1)2
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 = 2α1α3β1β2γ2γ3+2α1α3β2β3γ1γ2+2α2α3β1β2γ1γ2+2α2α3β1β2γ1γ3+2α1α2β1β3γ2γ3+2α1α2β2β3γ1γ3−2α1α3β
 22γ1γ3−2α1α3β1β3γ
 22−2α2α3β2β3γ
 21−2α2α3β
 21γ2γ3−2α2
 2β1β3γ1γ3−2α21β2β3γ2γ3+(α3β1γ2−
 α3β2γ1)2 + (β3α1γ2 − α2β3γ1)2 + (α1β2γ3 − α2β1γ3)2
 = (α3β1γ2 − α3β2γ1)2 + (β3α1γ2 − α2β3γ1)2 + (α1β2γ3 − α2β1γ3)2
 +2(α1β2γ3 − α2β1γ3)(α3β1γ2 − α3β2γ1)+2(α3β1γ2 − α3β2γ1)(α2β3γ1 − α1β3γ2)+2(α1β2γ3 − α2β1γ3)(α2β3γ1 − α1β3γ2)
 = (α1β2γ3 + α2β3γ1 + α3β1γ2 − α2β1γ3 − α1β3γ2 − α3β2γ1)2
 Por otro lado tenemos las siguientes matrices:
 A =
 α1 α2 α3
 β1 β2 β3
 γ1 γ2 γ3
 A1 =(β2 β3
 γ2 γ3
 )
 A2 =(β1 β3
 γ1 γ3
 )
 A3 =(β1 β2
 γ1 γ2
 )
 por lo tanto:det[A] = α1det[A1]− α2det[A2] + α3det[A3]
 det[A] = α1β2γ3 + α2β3γ1 + α3β1γ2 − α2β1γ3 − α1β3γ2 − α3β2γ1
 Finalmente podemos comprobar que:
 〈a× b, (b× c)× (c× a)〉 = (det[a|b|c])2)
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71. [10, P. 397, ex. 7] Sea C ∈M(n x n,R) y f(x) = (xTCx)/(xTx) para tofo x ∈ Rn−0. Demuestreque ~x ∈ Rn es un punto estacionario de f si (¿y solo si?) ~x es un vector propio de 1
 2(C + CT ) convalor propio f(~x).
 Este problema se define como analisis de valores propios extremos para matrices SIMETRICAS.
 Un punto estacionario, de la ecuacion f(x), es aquel ~x para el que f(x) comienza a estabilizar-se (esto es, cuando ~x, se acerca a un valor propio λ con una precision tan arbitrariamente grandecomo se quiera, con una cota maxima dada por dicho valor propio).
 Sea λ un valor propio de A y Vλ, su vector propio asociado. Ası, se cumple que:
 f(Vλ) = V Tλ ∗C∗Vλ
 V Tλ ∗Vλ
 = V Tλ ∗λ∗Vλ
 V Tλ ∗Vλ
 = λ∗V Tλ ∗Vλ
 V Tλ ∗Vλ
 = λ,
 lo que es un valor propio (para cualquier otro ~x,el valor se aproxima a, pero no es exactamenteun valor propio).
 Asi, si λ, es valor propio de 12 ∗ (A+AT ), A DEBE, ser simetrica.
 Y si A es simetrica 12 ∗A+ 1
 2 ∗AT = 1
 2 ∗A+ 12 ∗A = A.
 O sea, λ es un valor propio de A y ası, es un punto estacionario.
 72. [5, P. 305, exs. 7, 8] Encuentre (si es que existen) matrices unitarias que diagonalizan las ma-trices:
 (a)
 1 −1 0−1 1 00 0 1
 , (b)
 4 1 01 4 00 0 4
 , (c)
 4 1 0 01 2 0 00 0 3 −10 0 −1 3
 , (d)
 0 2 42 0 84 8 0
 .
 Existen varios metodos para diagonalizar matrices. Entre ellos podemos encontrar el metodo deJacobi, el cual es aplicable a matrices simetricas o hermıticas.
 Como sabemos, toda matriz S es diagonalizable si es posible encontrar una matriz P tal que P−1 ·S · P = D donde D es la matriz diagonal asociada a nuestra matriz S.Pero el hecho de que Ssea simetrica permite demostrar que la matriz P es unitaria, es decir la inversa de P es igual a sutranspuesta. Entonces queda:
 P T · S · P = D
 Utilizando Matlab es posible encontrar estas matrices P , asociadas a una matriz diagonal con granfacilidad.
 (a) Ingresamos la matriz A:
 A =
 1 −1 0−1 1 00 0 1
 Como puede apreciarse la matriz A es simetrica
 Ingresamos el comando [U, V,D] = svd(A). Los resultados son los siguientes:
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 U =
 −0,7071 0 0,70710,7071 0 0,7071
 0 1 1
 D =
 2 0 00 1 00 0 0
 V =
 −0,7071 0 0,70710,7071 0 0,7071
 0 1 1
 La matriz U es igual a V,donde U (o V)corresponde a la matriz unitaria asociada a A, por lo tantoinversa(U) ∗ V debe ser igual a la matriz identidad. Ingresamos
 inv(U) ∗ V
 ans =
 1 0 00 1 00 0 1
 Con esto se cumple que
 U ′ ∗A ∗ U = D
 .
 Este procedimiento es analogo para las demas matrices ya que todas son matrices simetricas.
 (b)Ingresamos la siguiente matriz
 B =
 4 1 01 4 00 0 4
 Matriz unitaria
 U =
 −0,7071 0 0,70710,7071 0 0,7071
 0 1 1
 U es igual a la matriz unitaria de A de la parte (a), ya que A y B son iguales.
 (c)Ingresamos la siguiente matriz
 C =
 4 1 0 01 2 0 00 0 3 −10 0 −1 3
 Matriz unitaria
 U =
 −0,9239 0 0 −0,3827−0,38270 0 0 0,9239
 0 −0,7071 0,7071 00 0,7071 0,7071 0
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 (d)Ingresamos la siguiente matriz
 D =
 0 2 42 0 84 8 0
 En este caso las matrices U y V son distintas. U y V no poseen las propiedades de una matrizunitaria. Es decir, no existe matriz unitaria para esta matriz.
 U =
 0,3993 −0,1932 0,89630,6255 −0,6573 −0,42030,6703 0,7285 −0,1416
 V =
 0,3993 0,1932 −0,89630,6255 0,6573 0,42030,6703 −0,7285 0,1416
 En este caso la inversa de U es distinta a la transpuesta de U. Esto no implica que la matriz no seadiagonalizable.
 73. [6, P. 37, ex. 4] Considere la matriz diagonal por bloques A =[A11 00 A22
 ]con Aii ε M(mi ×
 mi, C) , i=1,2 . Demuestre que los valores propios de A son los valores propios de A11 junto con losvalores propios de A22.
 Lo anterior es cierto puesto que A11 y A12 estan desacoplados en la matriz A.
 Sea A = A′11 + A′12 con A′11 =[A11 00 0
 ], A′22 =
 [0 00 A22
 ]Encontramos los valores propios de la matriz A′11:
 A11 − λI =[A11 00 0
 ]- λ[1 00 1
 ]=[A11 − λ 0
 0 −λ
 ]Entonces det
 [A11 − λ 0
 0 −λ
 ]= 0 , y tenemos (A11 − λ)λ = O
 Luego λ = 0 y λ = A11
 Ahora para encontrar el valor propio de la matriz diagonal por bloques A:
 AX = λX como A′11X = λ1X y ademas A′22X = λ2X
 entonces
 (A′11 +A′22)X = (λ1 + λ2)X
 Por lo tanto podemos generalizar:
 A X = λX
 λ1 + λ2 = (A′11 +A′22) y λ1 + λ2 = 0
 Con lo anterior hemos demostrado que los valores propios de A son los valores propios de A11 juntocon los valores propios de A22
 74. [6, P. 42, ex. 2] Considere matrices A ∈M(mxn,C) y A ∈M(nxm,C). Demuestre que trAB =trBA, donde tr es el operador de traza. Use este resultado para probar que para A ∈ M(nxn,C)
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 cualquiera y S ∈ M(nxn,C) no singular, se tiene trS−1AS = trA. Se dice que la transformacionA↔ S−1AS es una transformacion de similitud y que la matriz S−1AS es similar a la matriz A. elresultado precedente dice, entonces, que la traza es un invariante de similitud. El determinante es,obviamente, un invariante de similitud (Why, dear student? ).
 En primer lugar, las matrices deben ser cuadradas para que este definido el operador de traza.
 Se demostrara que tr(AB) = tr(BA)
 SiA = aiji,j=1..n
 B = biji,j=1..n
 Ahora sean:A ·B = cij = Σn
 k=1aikbkj
 B ·A = dij = Σnk=1bikakj
 Entonces
 tr(A ·B) = Σni=1cii = a11b11 + a12b21 + . . .+ a1nbn1 +
 a21b12 + a22b22 + . . .+ a2nbn2 +...an1b1n + an2b2n + . . .+ annbnn
 y
 tr(B ·A) = Σni=1dii = b11a11 + b12a21 + . . .+ b1nan1 +
 b21a12 + b22a22 + . . .+ b2nan2 +...bn1a1n + bn2a2n + . . .+ bnnann
 pero obviamente son iguales, ya que se parecia claramente que la suma de cada fila de sumandos detr(A ·B) corresponde a la suma de la correspondiente columna de sumandos de tr(B ·A)
 Con esto la demostracion es trivial
 tr(A) = tr(A · I) = tr(A · P · P−1) = tr((A · P ) · P−1) = tr(P−1 ·A · P )
 ⇒ P no singular, evidente.
 Desde luego que el determinante es un invariante de similitud, because:
 det(A ·B) = det(B ·A) una ley de los determinantes.
 Y claro
 det(A) = det(P−1 ·A · P ) obvio.
 75. [6, P. 43, ex. 4] Sea A ∈M(n×n,C) y sea Ai de A obtenida al eliminar la fila i y la columna i deA, 1 ≤ i ≤ n. Sean pA y pAi los polinomios caracterısticos de las matrices A y Ai, respectivamente.Demuestre:
 d
 dtpA(t) =
 n∑i=1
 pAi(t)
 d
 dtdet(A− tI) =
 n∑i=1
 det(Ai − tI)
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 Sid
 dtdet(A− tI) =
 n∑i=1
 iσiti−1
 y
 det(Ai − tI) =n−1∑j=1
 ajitj
 Entoncesn∑
 i=1
 iσiti−1 =
 n∑i=1
 n−1∑j=1
 ajitj
 Lo que quiere decir que los coeficientes de los polinomios deben coincidir, es decir
 iσi =n−1∑j=1
 aji
 76. [6, P. 43, ex. 7] Mediante puro pensamiento (ayudandose quizas de papel y lapiz), obtenga elpolinomio caracterıstico de matrices tridiagonales de nxn de la forma:
 Tn =
 1 1 0 . . . 0 0 01 1 1 . . . 0 0 00 1 1 . . . 0 0 0. . . . . .. . . . . .. . . . . .0 0 0 . . . 1 1 00 0 0 . . . 1 1 10 0 0 . . . 0 1 1
 Para comenzar se busca el polinomio caracterıstico mediante : p(λ) = DET (Tn − λI) = 0Ası, se obtiene busca el determinante de la matriz:
 p(λ) =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 1− λ 1 0 . . . 0 0 01 1− λ 1 . . . 0 0 00 1 1− λ . . . 0 0 0. . . . . .. . . . . .. . . . . .0 0 0 . . . 1− λ 1 00 0 0 . . . 1 1− λ 10 0 0 . . . 0 1 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 = 0
 Ahora, si tomamos un n = 0, la matriz T0 es de 0x0, luego:p0(λ) = 1
 Con n = 1, T1 es una matriz de 1x1, entonces:p1(λ) = DET ([1− λ]) = 1− λ
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 Con n = 2, T2 es de 2x2, ası:
 p2(λ) =
 ∣∣∣∣∣∣1− λ 1
 1 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 1 = (1− λ)p1(λ)− p0(λ)
 Con n = 3, T3 es de 3x3, ası:
 p3(λ) =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1− λ 1 0
 1 1− λ 10 1 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)[(1− λ)2 − 1]− 1(1− λ) = (1− λ)3 − 2(1− λ)
 = (1− λ)p2(λ)− p1(λ)
 Con n = 4, T4 es de 4x4, ası:
 p4(λ) =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1− λ 1 0 0
 1 1− λ 1 00 1 1− λ 10 0 1 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (1− λ)[(1− λ)3 − 2(1− λ)]− 1[(1− λ)2 − 1]
 = (1− λ)4 − 3(1− λ)2 + 1= (1− λ)p3(λ)− p2(λ)
 Resumimos entonces:
 p0(λ) = 1p1(λ) = (1− λ)p2(λ) = (1− λ)p1(λ)− p0(λ)p3(λ) = (1− λ)p2(λ)− p1(λ)p4(λ) = (1− λ)p3(λ)− p2(λ)...pn(λ) = (1− λ)pn−1(λ)− pn−2(λ)∀n ≥ 2
 Es el polinomio caracterıstico de matrices tridiagonales de nxn de la forma estipulada.
 77. [9, P. 60, §3.1] Sea A = [aij ] ∈M(n×n,K), donde K = Z, K = Q, K = R o K = C son opcionespopulares. Como el lector sabe, el polinomio pA(λ) = det(λI −A), λ ∈ C, donde I ∈M(n× n,K esla matriz identidad, es el llamado polinomio caracterıstico de la matriz A cuyo estudio da origen a lateorıa espectral de matrices y a los metodos espectrales, que juegan un papel crucial en la Ingenierıa.
 (a) i)deg pA = n
 Sea A =
 a11 . . . a1n...
 ...an1 . . . ann
 ⇒ (λI−A) =
 (λ− a1,1) . . . a1,n
 (λ− a2,2)...
 . . ....
 (λ− an−1,n−1)an,1 . . . (λ− an,n)
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 Sea ui,j la menor principal del elemento ai,j , es la submatriz que queda de eliminar la fila i y lacolumna j de A.Calculamos det(λI −A) segun la fomula de Laplace por la fila 1
 det(λI −A) = (λ− a1,1) |u1,1|︸ ︷︷ ︸(#)
 −(λ− a2,2) |u1,2|+ · · ·+ (λ− a1,n)(−1)1+n |u1,n|
 = (λ− a1,1) ((λ− a2,2) |u2,2|︸ ︷︷ ︸(#)
 − · · ·
 = (λ− a1,1)(λ− a2,2) . . . (λ− an−2,n−2) [(λ− an−1,n−1)(λ− an,n)− (an,n−1an−1,n)]︸ ︷︷ ︸Hay n λs multiplicandose en este termino, los otros se suman a este
 − · · ·
 Finalmente, tenemos deg(pA) = n.
 ii) Coeficiente de λn = 1, λn−1 = −trA, λ0 = det(A).Tenemos nuevamente que
 det(λI −A) = (λ− a1,1) |u1,1| − (λ− a2,2) |u1,2|+ · · ·+ (λ− a1,n)(−1)1+n |u1,n|= λ− a1,1)λ− a2,2) . . . (λ− an−1,n−1) [(λ− an−1,n−1)(λ− an,n)− (an,n−1an−1,n)]− · · ·= λλ . . . λ︸ ︷︷ ︸
 n veces
 −λλ . . . λa1,1︸ ︷︷ ︸n−1 veces
 − · · · − λλ . . . λan,n︸ ︷︷ ︸n−1 veces
 + · · ·+ (a1,1a2,2 . . . an,n)(−1)n
 Se tienen las siguientes proposiciones elementales:∑ni=1 ai,i = tr(A)∏ni1ai,i = |A|
 Esto implica que
 ⇒ λn − λn−1(a1,1 + · · ·+ an,n) + (−1)n(a1,1an,n)
 = λn − tr(A)lambdan−1 + (−1)n det(A)
 b) i) Reflexividad
 ∼ es reflexiva ≡ ∀A, (A ∼ A)A = X−1AX /det()|A| =
 ∣∣X−1AX∣∣
 |A| =∣∣X−1
 ∣∣ |A| |X||A| = |A|∴ ∼ es reflexiva
 ii) Transitividad
 ∼ es transitiva ≡ ∀A,B,C, (A ∼ B ∧B ∼ C ⇒ A ∼ C)⇒ |A| = |B| ∧ |B| = |C| ⇒ |A| = |C|∴ ∼ es transitiva
 iii) Simetrica
 ∼ es semetrica ≡ ∀A,B, (A ∼ B ⇒ B ∼ A)⇒ |A| = |B| ⇒ |A| = |B|∴ ∼ es semetrica
 Finalmente, como i),ii),iii) se cumple, entonces ∼ es una relacion de equivalencia.
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 c)i) rank(A) = rank(B)Si A ∼ B, entonces cumplen con la igualdad A = X−1BX.Sea A ∈M(n× n,K), con rank(A) = n.Sea X ∈M(n× n,K)⇒ X−1 ∈M(n× n,K), con rank(X) = rank X−1 = n
 ⇒ X−1n,nBl,kXn,n = An,n
 Para que X−1 y B puedan multiplicarse es necesario que l = nLuego X−1
 n,nBl,k︸ ︷︷ ︸Zn,k
 Xn,n = An,n
 Ahora Zn,kXn,n = An,n, para que puedan multiplicarse es necesario que k = n, ademas, como l = ny k = n tenemos finalmente:rank(A) =rank(B).
 ii) pA(λ) = pB(λ)
 pa(λ) = det(A− λI) = |X−1BX − λI|= |X−1BX − λX−1X|= |X−1(BX − λX)|= |B − λI|= det(B − λI)= pB(λ)
 iii) Como pA(λ) = pB(λ)∴ los valores propios de A son iguales a los de B.
 iv) det(A) = det(B)
 det(A− λI) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λnλ)= λ1λ2 · · ·λn + · · ·+ (λ1 + λ2 + · · ·λn)(−λ)n−1 + (−λ)n, Si λ = 0⇒ det(A) = λ1λ2 · · ·λn
 ⇒ det(A) es el producto de λi, de iii) se sabe que A y B tienen los mismos λi
 ∴ det(A) = det(B)
 v) tr(A) = tr(B)
 det(A− λI) = (a1 − λe1) ∧ (a2 − λe2) ∧ · · · ∧ (an − λen)= a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an + (−λ) [e1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an + a1 ∧ e2 · · · ∧ an + · · ·+ a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ en]
 + · · ·+ (−λ)n−1 [a1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en + e1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ en + · · ·+ e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ an]+ (−λ)ne1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en
 Comparando los coeficientes de −λ obtenemos:λ1λ2 · · ·λn = a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an y ademasλ1 + λ2 + · · ·+ λn = a1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en + · · ·+ e1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ en + · · ·+ e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ an
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 120
                        
                        

112 Algebra Lineal
 Sin embargo:
 a1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en = (a11e1 + a21e1 + · · ·+ an1en) ∧ e2 ∧ · · · ∧ en= a11e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en = a11
 =...
 = e1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ en = a22, etc.
 De donde se tiene que:λ1 +λ2 + · · ·+λn = a11 + a22 + · · ·+ ann = tr(A), de iii) se sabe que A y B tienes los mismo valorespropios, luego tr(A) = tr(B).
 d) pA(A) = 0Si ϕ(λ) = |λI −A| = λn + p1λ
 n−1 + pn−1λ+ pn
 ⇒ ϕ(A) = An + paAn−1 + · · ·+ pn−aA+ paI = 0
 ϕ(A) = |AI −A|, AI =
 a11 . . . a1n...
 ...an1 . . . ann
 1 . . . 0
 ... 1...
 0 . . . 1
 = A
 Por lo tanto ϕ(A) = |AI −A| = |A−A| = 0.
 e) ma(λ) = λn + (−1)nλn−1(λ1 + · · ·+ λn) + (λ1 · · ·λn)pA(λ) = (λ1 − λ) · · · (λn − λ)
 Finalmente,pAλ
 mA(λ)= (−1)n, si todos los valores propios son distintos
 f)
 pA(λ) = |A− λI| = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λnλ)= λ1λ2 · · ·λn + · · ·+ (λ1 + λ2 + · · ·+ λn)(−λ)n−1 + (−λ)n
 = (−1)n[λn + (−1)nλn−1(λ1 + λ2 + · · ·+ λn) + λ1 · · ·λn
 ]︸ ︷︷ ︸mA(λ)
 g) Se sabe que:
 Ax = λx /k , con EW= λ1, . . . , λn
 ⇒ kAx = kλx , los EW de kA son kλ⇒ Apx = λpx , los EW de Ap son λp
 78. [11, P. 301, exs. 17, 18, 20] Verdadero o falso, dando solidas razones:
 1. Una matriz invertible no puede ser similar a una matriz singular.2. Una matriz simetrica no puede ser similar a una matriz no simetrica.3. A no puede ser similar a −A, a menos que A = 0.4. A no puede ser similar a A+ I.5. Si B es invertible, entonces AB y BA tienen los mismos valores propios.6. Si A es similar a B, entonces A2 es similar a A2.7. A2 y B2 pueden ser similares (aun) cuando A y B no lo son.
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 121
                        
                        

Ejercicios Resueltos 113
 8.[
 3 00 4
 ]es similar a
 [3 10 4
 ]pero
 [3 00 3
 ]no es similar a
 [3 10 3
 ].
 9. Si en una matriz A permutamos sus filas 1 y 2 y luego permutamos las columnas 1 y 2, entonceslos valores propios permanecen inalterados.
 1. Sean A y B matrices ∈ M(nxn,K). Si A es similar a B entonces se cumple que |A| = |B|.Supongamos que A y B son similares.Una matriz se define como singular si su determinante es igual a cero. Al ser A una matrizinvertible, entonces |A| 6= 0. Como los determinantes de A y B son distintos se infiere que A yB no pueden ser similares. Por lo tanto, la propuesta es verdadera.
 2. Una Matriz simetrica si puede ser similar a una no simetrica. Para ejemplificar esto, y comocontraejemplo al enunciado:
 Sean : A =[
 1 25 9
 ]no simetrica
 B =[
 4 55 6
 ]simetrica
 Entonces A ∼ B ssi existe T invertible, tal que A=T−1BT
 con T =[
 0 11 1
 ]y T−1 =
 [−1 1
 1 0
 ]T−1B =
 [−1 1
 1 0
 ]×[
 4 55 6
 ]=[
 1 14 5
 ](T−1B) T =
 [1 14 5
 ]×[
 0 11 1
 ]=[
 1 25 9
 ]= A ∴ A∼B
 Por lo tanto la propuesta es falsa.
 3. Si una matriz A es similar a una matriz B entonces se cumple que la traza de A es iguala la traza de B. Supongamos que A y −A son similares. Entonces deberıa cumplirse queTraza(A) = Traza(−A).Ya que Traza(A) 6= Traza(−A), a excepcion de que A = 0, entonces las matrices A y −A nopueden ser similares. Por lo tanto la propuesta es verdadera.
 4. Si una matriz A es similar a una matriz B entonces se cumple que el polinomio caracterısticode A es igual al polinomio caracterıstico de B.Sea B = A+ I y supongamos que A y B son similares. Dado que pA(λ) 6= pA+I(λ), y ademasTraza(A) 6= Traza(A + I), entonces las matrices A y A + I no pueden ser similares. Por lotanto la propuesta es verdadera.
 5. Una matriz A es similar a una matriz B si existe una matriz invertible X tal que A = X−1BX.Definamos C = BA. Entonces:
 C = BA/.B−1 ←B−1C = A/.B →
 B−1CB = AB
 Como AB es similar con C entonces AB y C poseen los mismos polinomios caracterısticos porlo que tambien poseen los mismos valores propios. Dado que C = BA entonces se concluye quela propuesta es verdadera.
 6. Se tiene que si A∼B entonces A=T−1BT.A A=T−1 BT AA A=T−1 BT T−1 BTA A=T−1 B(T T−1)BT , T−1 T=IMatrizIdentidad
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 A A=T−1 B(I)BT , IMatrizIdentidadB=BA A=T−1BBTA2=T−1B2T A2 ∼ B2
 Por lo tanto se comcluye que la propuesta es verdadera.
 7. Haciendo la misma relacion que en el punto anterior se demuestra que A2 ∼ B2 A∼B. Por lotanto se concluye que la propuesta es falsa.
 8. Debemos encontrar una matriz X tal que[
 3 00 3
 ]= X−1
 [3 10 3
 ]X.
 Sea A =[
 3 00 3
 ], B =
 [3 10 3
 ]y X =
 [x yz w
 ]. Entonces:
 A = X−1BX/.X ←XA = BX[
 x yz w
 ] [3 00 3
 ]=
 [3 10 3
 ] [x yz w
 ]Al realizar los calculos necesarios se obtiene que X =
 [3x 3y0 0
 ]. Dado que |X| = 0 esto
 significa que estamos frente a una contradiccion ya que X debe ser invertible. Por lo tanto seconcluye que la propuesta es verdadera.
 9. Las operaciones en donde se permutan filas (transformaciones de similitud) no producen ninguncambio en los los valores propios. De la misma forma cualquier permutacion sobre las columnasno alterara el polinomio caracterıstico y por ende no afectara a los valores propios. Por lo tantose concluye que la propuesta es verdadera.
 79. Encuentre los polinomios carasterısticos, los polinomios minimales, los valores propios y losvectores propios de las siguientes matrices:
 1. 0 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11 0 0 0 0
 Para obtener el polinomio caracterıstico se usa la formula:
 Det(A− λI) = 0
 Utilizando las herramientas del MatLab, se tiene que:A = [0 ,1 ,0 ,0 ,0;
 0 ,0 ,1 ,0 ,0;0 ,0 ,0 ,1 ,0;0 ,0 ,0 ,0 ,1;1 ,0 ,0 ,0 ,0 ]
 p = round (poly(A));roots(A);
 , donde el polinomio caracterıstico es:
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 [ 1 0 0 0 0 −1 ]
 p(λ) = λ5 − 1Polinomio minimal (mA(λ)) se define como el polinomio de menor grado y coeficiente principal(el coeficiente λn) igual a 1.
 mA(λ) = λ5
 Para obtener los valores propios utilizamos:[V,D] = eigs(A);Donde la matriz V , tendra los vectores propios en sus columnas, y los valores propios en ladiagonal de la matriz D.
 V =
 0, 44 0, 44 0, 44 0, 44 0, 440, 44 0, 14− 0, 43i 0, 14 + 0, 43i −0, 36− 0, 26i −0, 36 + 0, 26i0, 44 −0, 36− 0, 26i −0, 36− 0, 26i 0, 14 + 0, 43i 0, 14− 0, 43i0, 44 −0, 36 + 0, 26i −0, 36 + 0, 26i 0, 14− 0, 43i 0, 14 + 0, 43i0, 44 0, 14 + 0, 43i 0, 14− 0, 43i −0, 36 + 0, 26i −0, 36− 0, 26i
 D =
 1 0 0 0 00 0, 31− 0, 95i 0 0 00 0 0, 31 + 0, 95i 0 00 0 0 −0, 81− 0, 59i 00 0 0 0 −0, 81 + 0, 59i
 2. Para la matriz:
 0 1 0 0 00 0 1 0 01 0 0 0 00 0 0 0 10 0 0 1 0
 Via Matlab tenemos que el polinomio caracterıstico es:
 [ −0, 5 + 0, 866i −0, 5− 0,866i 1 1 ]
 Polinomio minimal:mA(λ) = 1
 Los vectores propios y los valores propios representados en la matriz V y D, respectivamente:
 V =
 0 0 −0, 58 −0, 29 + 0, 5i −0, 29− 0, 5i0 0 −0, 58 0, 58 0, 580 0 −0, 58 −0, 29− 0, 5i −0, 29 + 0, 5i
 −0, 71 0, 71 0 0 00, 71 0, 71 0 0 0
 D =
 −1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 0
 0 0 0 −12 −
 √34 i 0
 0 0 0 0 −12 +
 √34 i
 3. Para la matriz
 −1 3 0 3 0−1 3 1 3 01 −1 −2 0 01 −1 −1 −1 10 0 0 0 1
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 Via Matlab tenemos que el polinomio caracterıstico es:
 [ 2 1 −1 ]
 p(λ) = 2λ2 + λ− 1
 Polinomio minimal:
 mA(λ) = λ
 Los vectores propios y los valores propios representados en la matriz V y D, respectivamente:
 V =
 −0, 71 0 −0, 62 0 0−0, 71 −0, 58 −0, 62 0, 58 0, 58
 0 0, 58 0 −0, 58 −0, 580 0, 58 0, 21 −0, 58 −0, 580 0 0, 42 0 0
 D =
 2 0 0 0 00 −1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 −1 00 0 0 0 −1
 4. Para la matriz
 1√
 3 0 0 0√3 −1 0 0 0
 0 0 1 0 00 0 0
 √2 0
 1 0 0 0 −√
 2
 Via Matlab tenemos que el polinomio caracterıstico es:
 [ 1 −1 −6 6 8 −8 ]
 p(λ) = λ5 − λ4 − 6λ3 + 6λ2 + 8λ− 8
 Polinomio minimal:
 mA(λ) = λ5
 Los vectores propios y los valores propios representados en la matriz V y D, respectivamente:
 V =
 −0, 84 0, 38 0 0 0−0, 48 −0, 66 0 0 0
 0 0 0 0 10 0 1 0 0
 −0, 25 −0, 65 0 1 0
 D =
 2 0 0 0 00 −2 0 0 00 0
 √2 0 0
 0 0 0 −√
 2 00 0 0 0 1
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 80. [6, P. 43, ex. 7] Mediante puro pensamiento (ayudandose quizas de papel y lapiz), obtenga lospolinomios caracterıstico y minimal de las matrices tridiagonales Tk de k × k de (4.17).
 (4.17) Tk =
 1 1 0 . . . 0 0 01 1 1 . . . 0 0 00 1 1 . . . 0 0 0...
 ......
 ......
 ...0 0 0 . . . 1 1 00 0 0 . . . 1 1 10 0 0 . . . 0 1 1
 ;Jk(λ) =
 λ 1 0 . . . 0 00 λ 1 . . . 0 00 0 λ . . . 0 0...
 ......
 ......
 0 0 0 . . . λ 10 0 0 . . . 0 λ
 Una matriz de la forma de la matriz Jk(λ) se llama celula o bloque de Jordan.
 Denominaremos pk(λ) al polinomio caracterıstico de Tk. Desarrollando el determinante |Tk − λIk|por la primera fila, y luego por la primera columna, se llega a una recurrencia en k:
 pk(λ) =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣1− λ 1
 1 1− λ 1
 1. . . 11 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣k×k
 = (1− λ)
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣1− λ 1
 1 1− λ 1
 1. . . 11 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣(k−1)×(k−1)
 −
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 1
 1− λ 1
 1. . . 11 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣(k−1)×(k−1)
 = (1− λ)pk−1(λ)−
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣1− λ 1
 1 1− λ 1
 1. . . 11 1− λ
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣(k−2)×(k−2)
 = (1− λ)pk−1(λ)− pk−2(λ)
 La recurrencia obtenida es de tipo lineal homogenea de segundo orden. Luego, podemos asumir unasolucion del tipo pk = Crk. Reemplazando en la recurrencia:
 pk+2 = (1− λ)pk+1 − pk
 rk+2 = (1− λ)rk+1 − rk
 r2 = (1− λ)r − 1r2 − (1− λ)r + 1 = 0
 r =12
 ((1− λ)±
 √(1− λ)2 − 4
 )=
 12
 ((1− λ)±
 √λ2 − 2λ− 3
 )=
 12
 ((1− λ)±
 √(λ− 3)(λ+ 1)
 )La solucion general es una combinacion lineal de la solucion propuesta para los dos valores posiblesde r:
 pk = A((1− λ) +
 √(λ− 3)(λ+ 1)
 )k+B
 ((1− λ)−
 √(λ− 3)(λ+ 1)
 )k
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 Para obtener los valores de A y B, consideremos las condiciones iniciales p0 = | · | = 1 y p1 =|1− λ| = 1− λ.
 p0 = A+B
 1 = A+B(4.18)
 p1 = (A+B)(1− λ) + (A−B)√
 (λ− 3)(λ+ 1)
 1− λ = (A+B)(1− λ) + (A−B)√
 (λ− 3)(λ+ 1)(4.19)
 La ecuacion (4.19) es valida para todo valor de λ; en particular, consideremos λ = 1:
 0 = (A−B)√−4
 0 = A−B(4.20)
 A partir de (4.18) y (4.20), se deduce que A = B = 12 , y se tiene la solucion general. Para verificar
 que esta es realmente un polinomio, expandiremos la expresion elevada a k segun el teorema delbinomio:
 pk(λ) =12
 (1− λ+
 √(λ− 3)(λ+ 1)
 )k+
 12
 (1− λ−
 √(λ− 3)(λ+ 1)
 )k
 =12
 ∑0≤j≤k
 (k
 j
 )(1− λ)j
 (√(λ− 3)(λ+ 1)
 )k−j+
 +12
 ∑0≤j≤k
 (k
 j
 )(1− λ)j
 (√(λ− 3)(λ+ 1)
 )k−j(−1)k−j
 =∑
 0≤j≤k, k−j par
 (k
 j
 )(1− λ)j
 (√(λ− 3)(λ+ 1)
 )k−j
 =∑
 0≤m≤k, m par
 (k
 m
 )(1− λ)k−m(λ− 3)m/2(λ+ 1)m/2
 Como m/2 ∈ N0, pk(λ) es un polinomio.
 El polinomio caracterıstico de la celula de Jordan se obtiene facilmente, ya que el determinante deuna matriz diagonal es el producto de los elementos de su diagonal principal. Luego,
 pk(x) = (λ− x)k.
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81. El Teorema de Triangularizacion Unitaria de Schur.
 Teorema 1 (Schur). Sea A ∈ M(n × n,C) con valores propios λ1, λ2, . . . , λn en cualquier ordenprescrito. Entonces existe una matriz unitaria U ∈ M(n × n,C) tal que U∗AU = T = [tij ] es unamatriz triangular superior con diagonal tii = λi, i = 1, 2, . . . , n. En otras palabras, toda matrizcuadrada A es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior cuyos coeficientes en ladiagonal principal son los valores propios de A en un orden que se puede prescribir. Si A ∈M(n×n,R)y si todos los valores propios a A son reales, entonces U puede elegirse de modo que sea real yortogonal.
 Demo. 0) La demostracion es algorıtmica y recurre a una sucesion de reducciones del mismo tipo.
 1) Sea x1 un vector propio normalizado de A asociado al valor propio λ1. El vector no nulo x1 puedeser extendido a una base x1, y2, . . . , yn de Cn. Aplicando el procedimiento de ortogonalizacion deGram–Schmidt a esta base se obtiene una base ortonormal x1.z2, . . . , zn de Cn. Ahora interpretamosestos vectores ortonormales, ordenados de izquierda a derecha, como las columnas de una matrizunitaria U1, ya que debido a la relacion de ortonormalidad, z∗i zj = δij , lo que implica que U∗U = I.Puesto que la primera columna de AU1 es λ1x1, un calculo rapido revela que
 U∗1AU1 =
 x∗1z∗2...z∗n
 A [ x1 z2 . . . zn]
 (4.21)
 =
 x∗1z∗2...z∗n
 [ λ1x1 Az2 . . . Azn]
 =
 λ1x
 ∗1x1 x∗1Az2 . . . x∗1Azn
 λ1z∗2x1 z∗2Az2 . . . z∗2Azn...
 .... . .
 ...λ1z
 ∗nx1 z∗nAz2 . . . z∗nAzn
 =
 λ1 x∗1Az2 . . . x∗1Azn0 z∗2Az2 . . . z∗2Azn...
 .... . .
 ...0 z∗nAz2 . . . z∗nAzn
 (4.22)
 =[λ1 ∗0 A1
 ].
 2) La matriz A1 ∈M(n× n,C) tiene valores propios λ2, λ3, . . . , λn ya que, segun la ecuacion (4.22),A1 = Z∗AZ, donde Z es la matriz de columnas ortogonales cuyo range es el espacio ortogonal a〈x1〉, y
 A1x′ = Z∗AZx′ = λ′x′(4.23)
 A(Zx′) = λ′(Zx′),
 es decir, los valores propios λ′ de A1 son los mismos de A (salvo x1, evidentemente). Sea x2 ∈Cn−1 un vector propio normalizado de A1 correspondiente al valor propio λ2, y repitamos el mismoprocedimiento descrito en 1. de modo que obtenemos una matriz unitaria U2 ∈M((n−1)×(n−1),C)tal que:
 U∗2A1U2 =
 [λ2 ∗0 A2
 ].

Page 129
                        
                        

Ejercicios Resueltos 121
 Sea V2 =[
 1 00 U2
 ]. Entonces las matrices V2 y U1V2 son unitarias y:
 V ∗2 U
 ∗1AU1V2 =
 λ1 ∗ ∗0 λ2 ∗0 0 A2
 ,donde la matriz A2 ∈M(n×n,C) tiene valores propios λ3, λ4, . . . , λn. La justificacion en este caso esanaloga a la ecuacion (4.23). V2 es unitaria por construccion, y U1V2 es unitaria por ser el productode dos matrices unitarias.
 3) Continuando este proceso de reduccion, generamos matrices Ui ∈M((n−i+1)×(n−i+1),C), i =1, 2, . . . , n− 1 y matrices unitarias Vi, i = 2, 3, . . . , n− 1. La matriz U = U1V2V3 . . . Vn−1 es unitaria,y U∗AU tiene la forma deseada. Esto se puede demostrar por induccion, considerando la etapa 1 delalgoritmo como la base, y la etapa 2 como el paso inductivo.
 4) Si todos los valores propios de A ∈ M(n × n,R) (note que ahora el cuerpo es R y no C comoen los pasos previos) son reales, entonces los vectores propios correspondientes pueden ser elegidosreales y todos los pasos precedentes se pueden llevar a cabo en aritmetica real. Para justificar esto,tomemos un vector propio complejo v de A, con valor propio real λ. Si consideramos los coeficientesde v en su forma polar, i.e. v = [vke
 iϑk ]k=1:n, entonces, a partir de la identidad
 (A− λI)
 v1eiϑ1
 ...vne
 iϑn
 = 0
 es posible llevar v a los reales mediante sucesivas postmultiplicaciones por matrices de la forma
 Θk =
 Ie−iϑk
 I
 .Observacion. 1) En la demostracion del Teorema 1, se puede reemplazar la frase “triangular su-perior” por “triangular inferior” y el resultado sigue siendo valido. Obviamente se obtendrıa unamatriz unitaria U diferente. Para ello, bastarıa cambiar la matriz U1 de la ecuacion (4.21) de mo-do que el vector propio x1 ahora apareciera en la ultima columna como xn, y haciendo lo mismosubsecuentemente en los pasos siguientes.
 2) Las matrices U y T del Teorema 1 no son unicas. No solamente los coeficientes de la diagonalprincipal de T (los valores propios de A) pueden aparecer en cualquier orden sino que, ademas,los coeficientes sobre la diagonal principal pueden ser muy diferentes. Por ejemplo, las siguientesmatrices T1 y T2 son unitariamente equivalentes (similares) por intermedio de la matriz unitaria U :
 T1 =
 1 1 40 2 20 0 3
 , T2 =
 2 −1 3√
 20 1
 √2
 0 0 3
 , U =1√2
 1 1 01 −1 00 0
 √2
 ,como se puede verificar en una sesion de Gnu/Octave:
 octave:1> t1 = [1 1 4; 0 2 2; 0 0 3];octave:2> t2 = [2 -1 3*sqrt(2); 0 1 sqrt(2); 0 0 3];octave:3> u = (1/sqrt(2)) * [1 1 0; 1 -1 0; 0 0 sqrt(2)];octave:4> u’ * t2 * uans =
 1.00000 1.00000 4.00000-0.00000 2.00000 2.000000.00000 0.00000 3.00000
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 En general, muchas matrices triangulares superiores bien diferentes pueden estar en la misma clasede equivalencia de similitud unitaria.
 Una version estrictamente real del Teorema 1 esta contenida en el siguiente
 Teorema 2. Si A ∈M(n× n,R), entonces existe una matriz ortogonal Q ∈M(n× n,R) tal que:
 QTAQ =
 A1 ∗ · · · ∗0 A2 · · · ∗...
 ......
 0 0 · · · Ak
 ∈M(n× n,R), 1 ≤ k ≤ n,
 donde cada Ai es una matriz real de 1× 1 cuyo unico coeficiente es un valor propio de A, o bien unamatriz real de 2 × 2 con un par de valores propios complejos conjugados (i.e., no reales) de A. Losbloques diagonales pueden estar en cualquier orden prescrito.
 En general, no se debe esperar que se pueda reducir toda matriz real A a una matriz triangular supe-rior real mediante transformaciones de similitud reales (ni menos mediante similitudes ortogonalesreales) pues si ello fuera siempre posible, los coeficientes de la diagonal principal, que tendrıan queser los valores propios de A, serıan siempre reales y, como se sabe, ello no es ası: los valores propiosde matrices reales pueden no ser reales.
 Tarea. Demuestre el Teorema 2 modificando convenientemente la demostracion del Teorema 1,como se sugiere a continuacion. Si λ ∈ R es un valor propio real de la matriz A, entonces existe uncorrespondiente vector propio real que se puede usar para “desinflar” A tal como en la demostraciondel Teorema 1. Si λ = α + iβ ∈ C es un valor propio no real de A y si Ax = λx, x = u + iv 6= 0con u, v ∈ Rn, demuestre que Au = αu − βb,Av = αv + βu,Ax = λx, y que x.x es un conjuntolinealmente independiente. Deduzca que u, v tambien es un conjunto linealmente independiente yaplique el procedimiento de Gram–Schmidt para obtener un conjunto ortonormal real w, z. Si Q1
 es una matriz ortogonal real cuyas primeras dos columnas son w y z, demuestre que
 QT1AQ1 =
 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗0 0 A
 , A ∈M((n− 2)× (n− 2),R),
 de modo que se puede “desinflar” dos columnas de A de un solo “paraguazo”. Observe que los bloquesdiagonales Ai correspondientes a cada valor propio real o a cada par de valores propios no realescomplejos conjugados, se pueden ordenar a voluntad. Note, ademas, que los bloques diagonales Ai
 no tienen nada que ver conceptualmente con los bloques de Jordan que se estudian en otro ejerciciode esta tarea.
 Tarea. Programe la triangularizacion unitaria de Schur, tanto para el caso complejo como para elcaso real. Verifique sus programas con algunos ejemplos no triviales.
 Demostracion del Teorema 2. Si λ es un valor propio real de A, se procede de la misma maneraque en el paso 1 del Teorema 1. Consideremos el caso λ ∈ C−R, con vector propio x ∈ Cn. Primero,demostraremos los resultados intermedios senalados en el enunciado del ejercicio. Escribamos λ =α+ iβ con α, β ∈ R, y x = u+ iv con u, v ∈ Rn:
 A.x = λx
 A.(u+ iv) = (α+ iβ)(u+ iv)A.u+ iA.v = αu+ αiv + βiu− βvA.u+ iA.v = (αu− βv) + i(αv + βu)
 A.u = (αu− βv) ∧ A.v = (αv + βu)
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 La aplicacion de la “transformacion” A sobre el vector propio conjugado x es:
 A.x = A.(u+ iv)= (αu− βv)− i(αv + βu)
 = (αu− βv) + i(αv + βu)= A.x
 = λx
 = λx
 Para verificar que x, x es un conjunto linealmente independiente, tomemos una combinacion linealarbitraria de sus elementos e igualemosla a 0:
 c1x+ c2x = 0c1(u+ iv) + c2(u− iv) = 0(c1 + c2)u+ (c1 − c2)iv = 0(4.24)
 Para que se cumpla la igualdad (4.24), las partes real e imaginaria del termino de la izquierda debenser nulas, por lo que c1 = c2 = 0, lo que implica que el conjunto x, x es linealmente independiente,como se querıa demostrar. A partir de este resultado, se puede demostrar que u, v tambien es unconjunto linealmente independiente; para ello, escribimos sus elementos en funcion de x y x:
 x = u+ ivx = u− iv
 =⇒
 u = 1
 2(x+ x)v = i
 2(x− x).
 Igualando a cero una combinacion lineal arbitraria de u, v:
 c1u+ c2v = 0(4.25)c1 · 1
 2(x+ x) + c2 · i2(x− x) = 0(
 12c1 + i
 2c2)x+
 (12c1 −
 i2c2)x = 0.(4.26)
 Como x y x son vectores linealmente independientes, para que la igualdad (4.26) se cumpla, esnecesario que
 12c1 + i
 2c2 = 012c1 −
 i2c2 = 0 ;
 al tratarse de un sistema homogeneo con determinante no nulo, la unica solucion es c1 = c2 = 0, loque implica que u, v es un conjunto linealmente dependiente.
 A partir de u, v obtengamos un conjunto ortonormal w, z mediante el procedimiento de Gram–Schmidt, por ejemplo, haciendo w = u, z = v− vT u
 uT uu, y luego normalizando. Claramente w, z ∈ 〈u, v〉.
 Construyamos la matriz ortogonal Q1 de modo que sus dos primeras columnas sean w y z:
 (4.27) Q1 =
 w z y3 · · · yn
 .Consideremos el producto A.w:
 A.w = A.(c1u+ c2v)= c1(αu− βv) + c2(αv + βu)= (c1α+ c2β)u+ (−c1β + c2α)v(4.28)
 Luego, Aw ∈ 〈u, v〉. Analogamente, Az ∈ 〈u, v〉. Por lo tanto, para cualquier columna y3, · · · , yn
 de Q1, los productos yTj Aw e yT
 j Az son iguales a 0, por la condicion de ortonormalidad entre las
 Primer Semestre 2004/ Computacion Cientıfica I/7 de julio de 2004

Page 132
                        
                        

124 Algebra Lineal
 columnas en la ecuacion (4.27). Ahora podemos hacer el producto QT1AQ1:
 QT1AQ1 =
 wT
 zT
 yT3...yT
 n
 [Aw Az Ay3 · · · Ayn
 ](4.29)
 =
 wTAw wTAz wTAy3 · · · wTAyn
 zTAw zTAz zTAy3 · · · zTAyn
 yT1 Aw yT
 1 Az yT1 Ay3 · · · yT
 1 Ayn...
 ......
 . . ....
 yTnAw yT
 nAz yTnAy3 · · · yT
 nAyn
 (4.30)
 =
 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗0 0 A
 (4.31)
 82. Una Extension del Teorema de Triangularizacion de Schur [6, P. 90]. La siguienteextension de Teorema de Schur juega un papel importante en la obtencion de la forma canonica deJordan de una matriz cuadrada dada.
 Teorema 3 Supongase que A ∈ M(n × n,C) tiene valores propios λi con multiplicidades ni, i =1, 2, . . . , k, y que los λi’s son distintos de a pares. Entonces A es similar a una matriz de la forma
 T1 0 . . . 00 T2 . . . 0...
 ......
 0 0 . . . Tk
 donde Ti ∈ M(ni × ni,C) es una matriz triangular superior cuyos coeficientes de la diagonal sontodos iguales a λi, i = 1, 2, . . . , k. Si A ∈ M(n × n,R) y todos los valores propios de A son reales,entonces el resultado sigue siendo valido y las matrices de similitud pueden escogerse reales.
 Demo 1) Primeramente apliquemos el Teorema de Schur 1. para exhibir una similitud unitaria de Acon una matriz triangular superior T = [trs], y supongamos que hemos ordenado los valores propiosde A a lo largo de la diagonal principal de T de modo que t11 = λ1, t22 = λ2. . . . , tnn = λn.
 2) A continuacion aplicamos a T una sucesion de transformaciones de similitud simples (no unitarias)que introducen los 0’s por sobre la diagonal principal, sin alterar la diagonal principal ni la estructuratriangular superior de T .
 3) Sea Ers = [δrs] ∈ M(n × n,C), donde δrs es el conocido sımbolo de Kronecker, i.e., Ers es lamatriz de n × n cuyos coeficientes son todos nulos excepto aquel de la r-esima fila y la s-esimacolumna, que es 1. Notese que para r 6= s y α cualquier escalar, la matriz I + αErs es no singular y(I + αErs)−1 = I − αErs.
 4) Por otro lado, un calculo directo demuestra que la transformacion de similitud inducida porI + αErs con r < s viene dada por:
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 T = (I + αErs)−1T (I + αErs) = (I − αErs)T (I + αErs)
 =
 t1,1 . . . t1,s−1 αt1,r + t1,s t1,s+1 . . . t1,n...
 ......
 ......
 0 . . . tr−1,s−1 αtr−1,r + tr−1,s tr−1,s+1 . . . tr−1,n
 0 . . . tr,s−1 α(tr,r − ts,s) + tr,s tr,s+1 − αts,s+1 . . . tr,n − αts,n...
 ......
 ......
 0 . . . ts−1,s−1 ts−1,s ts−1,s+1 . . . ts−1,n
 0 . . . 0 ts,s ts,s+1 . . . ts,n...
 ......
 ......
 0 . . . 0 0 0 . . . tn,n
 Notese que T es una matriz triangular superior identica a T excepto por los coeficientes ti,j con (i)i = r y j = r, r + 1, . . . , n, i.e., los coeficientes de la fila r a partir de la columna s; y (ii) j = s ei = 1, 2, . . . , r − 1, i.e., los coeficientes de la columna s por encima de la fila r. El coeficiente tr,s deT queda reemplazado por tr,s = tr,s +α(tr,r− ts,s. Luego, si tr,r 6= ts,s, tr,s se puede hacer 0 eligiendoα = −tr,s/(tr,r − ts,s) sin alterar de ningun modo la estructura relevante
 5)Ahora consideremos la siguiente sucesion de entradas de la matriz T : (n−1, n); (n−2, n−1), (n−2, n); (n− 3, n− 2), (n− 3, n− 1), (n− 3, n); (n− 4, n− 3), (n− 4, n− 2), (n− 4, n− 1), (n− 4, n); . . .Hagamos 0 cada una de estas entradas mediante las similitudes indicadas en 4), si tr,r 6= ts,s. Noteseque ninguna entrada previamente anulada resulta perturbada por las transformaciones discutidas.La matriz resultante es similar a A y tiene la forma deseada.
 Tarea. Estudie la posibilidad de automatizar el algoritmo implıcito en la demostracion del Teorema3. Verifique la operacion de su programa con algunos ejemplos concretos.
 La automatizacion al algoritmo implıcito en la demostracion se realizo mediante un programa hechoen matlab.
 %Se realizo un programa en matlab debido a la facilidad de definicion de%matrices como: Matriz unitaria, inversa, triangular, entre otras.
 n=input(’Ingrese la dimension de la matriz: ’);
 [X,D]=eig(randn(n)); %D es una matriz diagonal en la cual se%encuentran sus valores propios. Esta%se genera aleatoriamente.
 Y=randn(n)+ randn(n)*i;for i=1:n %Con Y y D se formara la diagonal.
 for j=1:nif i==j
 Y(i,j)=0;end
 endend
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 T=triu(D+Y); %T es una matriz triangular superior cuya diagonaldisp(’La matriz triangular es: ’), T %tiene los valores propios.V=randn(n); %Matriz arbitraria para aplicar la transformacion
 %de similitud simple a T.flag=1;while flag
 T=inv(V)*T*V; %Aplicamos la transformacion de similitud simplefor i=1:n %sobre T hasta que se agreguen unos 0’s por sobre
 for j=i+1:n %la diagonal.if T(i,j)<0.005 && T(i,j)<0.005i
 flag=0; %Se verifica que el valor de alguna entradaend %superior a la diagonal sea cercano a cero.
 endend
 end
 I=eye(n); %Se crea la matriz identidad.flag1=1;while flag1
 r=input(’Ingrese el valor de r: ’); %Se ingresan valores de r y s que hacens=input(’Ingrese el valor de s: ’); %referencia a una posicion en la matriz Ersif r<=n && s<=n && r>=1 && s>=1 %creada posteriormente.
 flag1=0;else
 disp(’Valores de r y s deben ser menores o iguales que’); ndisp(’Y mayores o iguales que 1’);
 endenda=input(’Ingrese el valor de alfa: ’);
 Ers=zeros(n); Ers(r,s)=1;Ers1=I+a*Ers; Ers2=I-a*Ers;Tprim=Ers2*T*Ers1; %Se crea una nueva matriz Tprim
 if Tprim(r,s) == T(r,s)Tprim(r,s)=0;for i=1:n %Si las entradas Tprim(r,s) y T(r,s) son iguales,
 for j=i+1:n %Tprim(r,s) se hace 0, al igual que todas susA(i,j)=0; %entradas por sobre la diagonal principal.
 endend
 end
 Tprim, T %Se chequean Tprim y T para ver similitudes.
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 83. La Forma Canonica de Jordan. [6, P. 121, §3.1]. Una matriz de Jordan J∈M(n× n; K) es unasuma directa de bloques de Jordan:
 (4.32) J =
 Jn1(λ1) 0 ldots 0
 0 Jn2(λ2) ldots 0...
 ......
 0 0 . . . Jnk(λk)
 , Jni(λi) =
 λi 1 . . . 0 00 λi . . . 0 0...
 ......
 ...0 0 . . . λi 10 0 . . . 0 λi
 con Jni(λi) ∈M(ni × ni,C) y n1 + n2 + . . .+ n2 = n, donde los ordenes ni pueden ser iguales y losλi no necesariamente son diferentes. Notese que Jni(λi) es una matriz cuadrada bidiagonal superiorcuyos coeficientes son todos nulos excepto los de la diagonal principal y los de la primera diagonalsuperior, que son iguales al valor propio λi y a 1, respectivamente. Si ni = 1 para todo i y k = n,entonces J es diagonal.
 Si para algun bloque de Jordan Jni(λi) se tiene ni > 1, entonces Jni no solo no es diagonal sino queni siquiera es diagonalizable y, por ende, J no puede ser diagonalizable. En efecto, si Jni(λi) fueradiagonalizable, i.e., si existiera una matriz invertible S tal que Jni = SΛS−1, Jni con Λ diagonal,entonces necesariamente Λ = diag(λi, λi, . . . , λi) = λiI (Why, dear student?).
 Jni(λi) = SΛS−1 = SλIS−1 = λiI
 Λ = diag(λi) = λiI
 |Jni(λi)| = λnii
 |SΛS−1| = |Λ| = λnii
 Luego, Jni(λi) − λiI = SΛS−1 − λiI = S(Λ − λiI)S−1 = 0, lo que no puede ser valido si ni > 1(Why, dear student?).
 Jni(λi)− λiI = SΛS−1 − λiI = S(Λ− λiI)S−1
 Jni(λi)− λiI =
 0 1 · · · 0 0
 0 0. . . 0 0
 ......
 . . ....
 0 0 · · · 0 10 0 · · · 0 0
 , luego S(Λ− λI)S−1 =
 0 0 · · · 0 00 0 · · · 0 0...
 ......
 ...0 0 · · · 0 00 0 · · · 0 0
 ⇒ Jni(λi)− λiI 6= S(Λ− λI)S−1
 Por lo tanto, Jni no es diagonalizable.
 El principal resultado de esta seccion es que toda matriz compleja es similar a una matriz de Jordanque es esencialmente unica. Llegaremos a esta conclusion en tres pasos:
 Paso 1. Observar que toda matriz compleja es similar a una matriz triangular superior cuyos valorespropios aparecen en la diagonal principal en un orden prescrito. Este es el Teorema de Triangulari-zacion de Schur 1.
 Paso 2. Demostrar que toda matriz triangular superior, mediante transformaciones de similitudpuede ser llevada a la forma de una matriz diagonal por bloques en la cual los coeficientes de ladiagonal princial de cada bloque diagonal individual son iguales (como el bloque de Jordan Jk(λ) en(4.32) Este es el Teorema 3.
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 Paso 3. Finalmente, demostrar que toda matriz triangular superior cuyos coeficientes en la diagonalprincipal son todos iguales es similar a una suma directa de bloques de Jordan del tipo Jk(λ) de(4.32).
 Lema 1. Sea k ≥ 1 y considere el bloque de Jordan
 Jk(0) =
 0 1 0 . . . 0 00 0 1 . . . 0 0...
 ......
 ......
 0 0 0 . . . 0 10 0 0 . . . 0 0
 Entonces, JT
 k (0)Jk(0) =[
 0 00 Ik−1
 ]y Jk(0)p = 0 si p ≥ k. Ademas, Jk(0)ei+1 = ei para i =
 1, 2, . . . , k − 1 y [I − Jk(0)pJk(0)]x = (xT e1)e1, donde Ik−1 ∈ M((k − 1) × (k − 1),C) es la matrizidentidad, ei es el i-esimo vector de la base estandar de Cn, y x ∈ Cn.
 Demo. Calculos directos. Por favor, ¡hagalos!
 Demostracion de JTk (0)Jk(0) =
 [0 00 Ik−1
 ]:
 Jk(0) =
 0 1 · · · 0 0
 0 0. . . 0 0
 ......
 . . ....
 0 0 · · · 0 10 0 · · · 0 0
 Jk(0)T =
 0 0 · · · 0 01 0 · · · 0 0...
 . . ....
 ...
 0 0. . . 0 0
 0 0 · · · 1 0
 Luego,
 Jk(0)T · Jk(0) =
 0 0 · · · 0 00 1 · · · 0 0...
 ......
 ...0 0 · · · 1 00 0 · · · 0 1
 =[
 0 00 Ik−1
 ]
 Demostracion de Jk(0)p = 0 si p ≥ k.
 0 1 · · · 0 0
 0 0. . . 0 0
 ......
 . . ....
 0 0 · · · 0 10 0 · · · 0 0
 ·
 0 1 · · · 0 0
 0 0. . . 0 0
 ......
 . . ....
 0 0 · · · 0 10 0 · · · 0 0
 =
 0 0 1 · · · 0
 0 0 0. . .
 ......
 ...... 1
 0 0 · · · 0 00 0 · · · 0 0
 Al multiplicar sucesivamente por la misma matriz, la diagonal con unos se va corriendo a la derecha.Si se multiplica k veces los unos se correran k posiciones, lo que implica que la matriz quedara nula.Por lo tanto Jp
 k = 0.
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 Demostracion de Jk(0)ei+1 = ei para i = 1, 2, . . . , k − 1.
 Jk(0) · ei+1 = e1
 0 1 · · · 0 00 0 · · · 0 0...
 ......
 ...0 0 · · · 1 00 0 · · · 0 10 0 · · · 0 0
 ·
 0...01...0
 =
 0...10...0
 Al multiplicar Jk(0) por ei+1, el unico valor no nulo en ei+1 esta en la posicion i + 1, por lo cualal multiplicar por Jk(0), la columna i+ 1 tiene un valor no nulo en la posicion i, lo que dara comoresultado un vector con un unico valor no nulo en la posicion i. Por lo tanto el resultado sera ei.
 Demostracion de [I − Jk(0)pJk(0)]x = (xT e1)e1, donde Ik−1 ∈ M((k − 1)× (k − 1),C) es la matrizidentidad.
 (I −
 [0 00 Ik−1
 ])· x = (xT · e1) · e1
 Sea x = [x1, x2, . . . , xk]T , multiplicando se obtiene:
 [1 00 0
 ]· x = (xT · e1) · e1 =⇒
 x1
 0...0
 =
 x1
 0...0
 Teorema 4. Sea A ∈ M(n × n,C) estrictamente triangular superior (i.e., A tiene diagonal nula).Entonces existe una matriz no singular S ∈ M(n× n,C) y existen enteros n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nm ≥ 1con n1 + n2 + . . .+ nm = n tales que:
 (4.33) A = S
 Jn1(0) 0 . . . 0
 0 Jn2(0) . . . 0...
 ......
 0 0 . . . Jnm(0)
 S−1
 Si A es real, entonces la matriz S puede escogerse real.
 Demo. A) Si n = 1, A = [0] y el resultado es trivial. Ahora procedemos por induccion con respecto an. Suponemos que n > 1 y que el resultado ya ha sido probado para todas la matrices estrictamentetriangulares superiores de orden menor que n.
 B) Particionemos A en la forma A =[
 0 aT
 0 A1
 ], donde a ∈ Cn−1 y A1 ∈M(n×n,C) es estrictamente
 triangular superior. Por la hipotesis inductiva, existe una matriz no singular S1 ∈M((n− 1)× (n−1),C) tal que S−1
 1 A1S1 tiene la forma deseada (4.33), esto es:
 (4.34) S−11 A1S1 =
 Jn1(0) 0 . . . 0
 0 Jn2(0) . . . 0...
 ......
 0 0 . . . Jnm(0)
 =[Jk1 00 J
 ], J =
 Jk2(0) . . . 0...
 ...0 . . . Jk2(0)
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 donde k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ ks ≥ 1, k1+k2+ . . .+ks = n−1 = Jk1(0), J ∈M((n−1−k1)×(n−1−k1),C).Notese que (por la hipotesis inductiva) ningun bloque diagonal de Jordan tiene orden mayor que k1,de modo que Jk1 = 0 por el Lema 1.
 C) Un simple calculo (¡hagalo por favor!) demuestra que:
 (4.35)[
 1 00 S−1
 1
 ]A
 [1 00 S1
 ]=[
 0 aTS1
 0 S−11 A1S − 1
 ]Demostracion: [
 1 00 S1
 −1
 ]A
 [1 00 S1
 ]=
 [0 aTS1
 0 S−11 A1S1
 ][
 1 00 S1
 −1
 ]A
 [1 00 S1
 ]=
 [1 00 S1
 −1
 ] [0 aT
 0 A1
 ] [1 00 S1
 ]=
 [0 aT
 0 S1−1A1
 ] [1 00 S1
 ]=
 [0 aTS1
 0 S11A1S1
 ]D) La submatriz aTS1 ∈M(1×(n−1),C) en (4.35) se puede particionar en la forma aTS1 = [aT
 1 aT2 ],
 donde a1 ∈ Ck1 y a2 ∈ Cn−1−k1 , de modo que (en vista de (4.34)) podemos escribir (4.35) en laforma:
 (4.36)[
 1 00 S−1
 1
 ]A
 [1 00 S1
 ]=
 0 aT1 aT
 2
 0 Jk1 00 0 J
 (Por favor, verifıquelo!).
 [1 00 S1
 −1
 ]A
 [1 00 S1
 ]=
 0 a1T a2
 T
 0 Jki0
 0 0 J
 Usando las siguientes identidades, aTS1 =
 [a1
 Ta2T], S1
 −1A1S1 =[Jk1 00 J
 ]:
 [0 aTS1
 0 S11A1S1
 ]=
 0 a1T a2
 T
 0 Jki0
 0 0 J
 E) Ahora consideremos la siguiente relacion de similitud (que le rogamos encarecidamente verificar)de la matriz del lado derecho de (4.36):(4.37) 1 −aT
 1 JTk1
 00 I 00 0 I
 0 aT1 aT
 2
 0 JTk1
 00 0 J
 1 aT1 J
 Tk1
 00 I 00 0 I
 =
 0 aT1 (I − JT
 k1Jk1) aT
 2
 0 Jk1 00 0 J
 0 (aT1 e1)e
 T1 JT
 2
 0 Jk1 00 0 J
 donde hemos usado la identidad (I − JT
 k1Jk1)x = (xT e1)e1 del Lema 1. Hay dos posibilidades que
 examinar dependiendo de si se cumple aT1 e1 = 0 o no.
 Verificacion: 1 −a1TJk1
 T 00 I 00 0 I
 0 a1T a2
 T
 0 Jk1 00 0 J
 1 a1TJk1
 T 00 I 00 0 I
 =
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 =
 0 a1T (I − Jk1
 TJk1) a2T
 0 Jk1 00 0 J
 1 a1TJk1
 T 00 I 00 0 I
 =
 0 a1T (I − Jk1
 TJk1) a2T
 0 Jk1 00 0 J
 Aquı se uso la identidad siguiente:
 (I − Jk1TJk1)x = (xT e1)e1 =⇒ x(I − Jk1
 TJk1) = (xe1)e1T =⇒
 0 (a1T e1)e1T a2
 T
 0 Jk1 00 0 J
 F.1) Si aT
 1 6= 0, entonces: (1/aT1 e1) 0 00 I 00 0 (1/aT
 1 e1)I
 0 (1/aT1 e1)e
 T1 aT
 2
 0 Jk1 00 0 J
 aT1 e1 0 00 I 00 0 aT
 1 e1I
 =
 0 eT1 aT2
 0 Jk1 00 0 J
 =[J e1a
 T2
 0 J
 ]
 donde J =[
 0 eT10 Jk1
 ]= Jk1+1(0) es un bloque de Jordan de orden k1 + 1 con diagonal principal
 nula (Verifique (4.38)!).
 (1/a1T e1) 0 0
 0 I 00 0 (1/a1
 T e1)I
 0 (a1T e1)e1T a2
 T
 0 Jk1 00 0 J
 a1T e1 0 00 I 00 0 (a1
 T e1)I
 =
 =
 0 e1T (a2
 T /a1T e1)
 0 Jk1 00 0 (1/a1
 T e1)J
 a1T e1 0 00 I 00 0 (a1
 T e1)I
 =
 0 e1T a2
 T
 0 Jk1 00 0 J
 F.2) Usando la propiedad Jei+1 = ei para i = 1, 2, . . . , k1 se puede demostrar facilmente (Please, doit! Never believe the word “facilmente”) que:[
 I e2aT2
 0 I
 ] [J e1a
 T2
 0 J
 ] [I −e2aT
 2
 0 I
 ]=[J −Je2aT
 2 + e1aT2 + e2a
 T2 J
 0 J
 ]=[J e2a
 T2 J
 0 J
 ]y, luego, se puede calcular recursivamente la sucesion de similitudes:[
 I ei+1aT2 J
 i−1
 0 I
 ] [J eia
 T2 J
 i−1
 0 J
 ] [I −ei+1a
 T2 J
 i−1
 0 I
 ]=[J ei+1a
 T2 J
 i
 0 J
 ], i = 2, 3, . . .
 Puesto que Jk1 = 0, observamos que despues de a lo mas k1 pasos en esta sucesion de similitudeslos terminos fuera de la diagonal se haran nulos. Concluımos entonces que A es similar a la matriz[J 00 J
 ], que es una matriz estrictamente triangular superior como se querıa probar. (¡Verifique
 todo esto!).
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 [I e2a2
 T
 0 I
 ] [J e1a2
 T
 0 J
 ] [I −e2a2
 T
 0 I
 ]=
 [J e1a2
 T + e2a2TJ
 0 J
 ] [I −e2a2
 T
 0 I
 ]=
 [J −Je2a2
 T + e1a2T + e2a2
 TJ0 J
 ]=
 [J −e1a2
 T + e1a2T + e2a2
 TJ0 J
 ]=
 [J e2a2
 TJ0 J
 ]Calculando para recursion de similitudes,[
 I ei+1a2TJ i−1
 0 I
 ] [J eia2
 TJ i−1
 0 J
 ] [I −ei+1a2
 TJ i−1
 0 I
 ]=
 [J eia2
 TJ i−1 + ei+1a2TJ i
 0 J
 ] [I −ei+1a2
 TJ i−1
 0 I
 ]=
 [J −Jei+1a2
 TJ i−1 + eia2TJ i−1 + ei+1a2
 TJ i
 0 J
 ]=
 [J −eia2
 TJ i−1 + eia2TJ i−1 + ei+1a2
 TJ i
 0 J
 ]=
 [J ei+1a2
 TJ i
 0 J
 ]G) Si aT
 1 e1 = 0, entonces (4.37) muestra que:
 (4.38) A ∼
 0 0 aT2
 0 Jk1 00 0 J
 ∼ Jk1 0 0
 0 0 aT2
 0 0 J
 donde “∼” denota la relacion de similitud de matrices. Notese que la segunda de las similitudesde (4.38) es una similitud de permutaciones, esto es, la matriz S involucrada es una matriz depermutaciones de filas, resp. de columnas.
 Por la hipotesis inductiva existe una matriz no singular S2 ∈M((n− k1)× (n− k1),C) tal que:
 S−12
 [0 aT
 2
 0 J
 ]S2 = J ∈M((n− k1)× (n− k1),C)
 es una matriz de Jordan con diagonal prinipal nula. Luego, la matriz (4.38) y, por lo tanto A,
 es similar a la matriz[Jk1 00 J
 ], que es una matriz de Jordan de la forma requerida, excepto
 posiblemente por el hecho de que los bloques de Jordan diagonales pudieran no estar ordenadossegun orden no creciente. En tal caso, un bloque de similitudes de permutacion producira la formadeseada (Verifique todo esto!).
 H) Finalmente, observamos que si A es real, entonces todas las similitudes utilizadas en esta demos-tracion se pueden elegir reales, de modo que A es similar a la matriz de Jordan requerida mediantesimilitudes reales (Verifique esto!). Ello concluye la demostracion.
 84. Sea J = J(λ) ∈M(nλn,C) un bloque de Jordan con valor propio λ.
 (a)Calcule Jk para k = 2, 3, 4 (solo tres potencias)(b)Calcule p(A), donde p es un polinomio cualquiera.
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 (c)Calcule f(A), donde f es una funcion entera. En particular, calcule eA.(d)Calcule r(A), donde r es una funcion racional para la cual λ no es un polo.
 Sea una matriz de Jordan: λ1 1 · · · 00 λ2 · · · 0...
 ... 10 0 · · · λn
 n×n
 1. Calculo de J2:
 J2 =
 λ2
 1 2λ1 1 · · · 00 λ2
 2 2λ · · · 0...
 ... λ2n−1 2λ
 0 0 0 · · · λ2n
 2. Calculo de J3:
 J3 =
 λ3
 1 3λ21 3λ 1 · · · 0
 0 λ32 3λ2 1 · · · 0
 ...... λ3
 n−1 3λ2 10 0 0 0 · · · λ3
 n
 3. Calculo de J4:
 J4 =
 λ4
 1 4λ31 6λ2 4λ 1 · · · 0
 0 λ42 4λ3 6λ2 4λ · · · 0
 ...... λ4
 n−1 4λ3 6λ2
 0 0 0 0 0 · · · λ4n
 4. Calculo de P (A):
 Sea A una matriz de n×n; entonces un polinomio cualquiera, en este caso el polinomio minimalde la matriz es:
 Ψ(u) = γ0 + γ1u+ · · ·+ γm−1um−1 + um
 con Ψ(A) = 0 teniendo la propiedad del grado mas pequeno A ∈ Mat(n × n) con eigenvaluesλ1 · · ·λk y la forma normal de Jordan y:
 τ(u) = max1≤j≤P (λi)
 V(i)j
 es el polinomio minimal de A. Luego, Ψ divide todo el polinomio X(u) con X(A) = 0.
 85. ¡Muy importante!. El calculo de la forma normal de Jordan de una matriz no es un problemapopular de la Computacion Cientıfica pues los algoritmos disponibles no son muy estables. Investiguesi Matlab puede obtener la forma de Jordan de una matriz dada. Experimente con matrices “malcondicionadas”. Investigue en la red para ver si otros paquetes “standard” resuelven mejor esteproblema y, ademas, para ver si en alguna parte hay otro “software” confiable que resuelva mejoreste problema.
 En la actualidad existen varios programas que pueden resolver el problema del calculo de la formanormal de Jordan. Algunos de estos programas son: Mathematica, Matlab, Maple, Mathcad, etc.Mathematica calcula de forma facil y rapida la forma normal de Jordan de cualquier matriz. Sinembargo, con matrices mal condicionadas entrega valores erroneos o inexactos. Esto ocurre a partiraproximadamente con las matrices de 10*10. En la red es posible encontrar algunos algoritmos queresuelven el problema para Matlab. Uno de ellos es el siguiente:
 %-----------------------------------------------------------------------% Find the Jordan normal (canonical) form
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 % Instructor: Nam Sun Wang%-----------------------------------------------------------------------
 % Start fresh ----------------------------------------------------------clear all
 global V J done
 % Program Header -------------------------------------------------------disp(’Find the Jordan normal form of the following matrix’)disp(’ [ 3 -1.5 3]’)disp(’ A= [ 0 2 2]’)disp(’ [ 0 -0.5 4]’)disp(’ ’)
 % Provide matrix A------------------------------------------------------A= [ 3 -1.5 3
 0 2 20 -0.5 4 ];
 % Output results--------------------------------------------------------expat(A,0);disp(’Jordan normal form is:’)disp(J)disp(’Similarity transform matrix is:’)disp(V)disp(’Check: V*J*V^(-1):’)disp(V*J*V^(-1))disp(’It should be identical to A:’)disp(A)
 %-----------------------------------------------------------------------% Example of the use of exp(A*t) in solvind dx/dt=exp(A*t)*x0% Initial condition
 x0=[1; 2; 0.5];% Integrate dxdt=A*x
 for i=1:100t(i)=0.01*i;x(:,i)=expat(A,t(i))*x0;
 end
 % Plots-----------------------------------------------------------------% plot x vs. t
 subplot(2,2,1)% plot(t,x(1,:), t,x(2,:), t,x(3,:)) %OK
 plot(t,x)xlabel(’Time’), ylabel(’States’), title(’Dynamic States’)legend(’x_1’, ’x_2’, ’x_3’, 2)
 % plot x1 vs. x2subplot(2,2,2)plot(x(2,:),x(1,:))
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 xlabel(’x_2’), ylabel(’x_1’), title(’Phase Diagram’)
 % plot x1 vs. x3subplot(2,2,3)plot(x(3,:),x(1,:))xlabel(’x_3’), ylabel(’x_1’), title(’Phase Diagram’)
 % plot x2 vs. x3subplot(2,2,4)plot(x(3,:),x(2,:))xlabel(’x_3’), ylabel(’x_2’), title(’Phase Diagram’)
 function B=expAt(A,t)%-----------------------------------------------------------------------% Find exp(A*t) in the correct mathematical sense.% Note that Matlab’s exp(A*t) is an element-wise operation.% Variables:% A ... nxn square matrix% t ... time (scalar)% done ... keep track of calculation of Jordan normal form% V ... similarity transform matrix: A*T=T*J% J ... Jordan normal form% expJt ... nxn matrix of exp(J*t)% B ... exp(A*t)% Algorithm: similarity transform A*T=T*J exp(A*t)*T=T*exp(J*t)% Instructor: Nam Sun Wang%-----------------------------------------------------------------------
 global V J done
 % Find the Jordan normal form J and similarity transform matrix Vif (isempty(done) == 1 | done==0)
 [V,J] = jordan(A);done=1;
 end
 % Diagonal elements of exp(J*t)for i = 1 : size(J,1)
 expJt(i,i)=exp(J(i,i)*t);end
 % Off-diagonal elements of exp(J*t)for i = 1 : size(J,1)-1
 if J(i,i+1)~=0 expJt(i,i+1)=t*exp(J(i,i)*t); endend
 % Form exp(A*t)B=V*expJt*V^(-1);
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