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Computacion Cientıfica I Tarea 3
 4. Para cada formula:
 z = z(p, q) :=
 (√
 p+1
 q−
 √
 p− 1
 q
 )−1
 , p, q � 1,
 z = z(p, q) :=(√
 ep2 + e−q2 −√
 ep2 − e−q2
 )−1
 , |p|, |q| � 1,
 z = z(p, q) :=
 (√
 tg p+1
 tg q−
 √
 tg p− 1
 tg q
 )−1
 , 0 < |p− π/2|, |q − π/2| � 1,
 estudie las siguientes tareas:
 a) Determine los numeros condicionantes de z en terminos de p,q. ¿Hay alguna simetrıa que lepermita ahorrar trabajo?
 b) ¿Esta bien condicionado el problema del calculo de z en terminos de p,q? Justifique.
 c) Describa dos algoritmos diferentes que permitan calcular z en funcion de p,q, de tal modoque uno de ellos (que llamaremos algoritmo astuto) garantice un buen control de los erroresdurante todo el calculo, y el otro (que llamaremos algoritmo ingenuo) que no lo asegure.
 d) Suponga que los valores de p,q se conocen con errores relativos εp y εq , respectivamente, lo quese traduce en un error relativo εz en el calculo de z. Sobre la base de estos errores relativos sedefinen los factores de amplificacion κp = |εz|/|εp|, κq = |εz|/|εq| . Obtenga sendas formulaspara estimar los factores de amplificacion κp y κq para ambos algoritmos descritos en (c).
 e) Suponiendo que p = 10−3 y q = 0, 18 × 10−2, respectivamente, p = 106 y q = 0, 18 × 104,determine los valores aproximados de los factor de amplificacion κp y κq para los algoritmosdescritos en (c).
 1)
 z = z(p, q) :=
 (√
 p+1
 q−
 √
 p− 1
 q
 )−1
 (a) Para determinar los numeros condicionantes de z en terminos de p y q primero simplifi-caremos la expresion de z para poder trabajar mejor con ella:
 z = z(p, q) :=1
 2
 √q(
 √
 pq + 1 −√
 pq − 1)
 Los numeros condicionantes se obtienen directamente a partir de sus definiciones me-diante transformaciones algebraicas elementales:
 κp :=p
 z
 ∂z
 ∂p=
 1
 2
 pq√
 p2q2 + 1=
 1
 2
 1√
 1 − 1p2q2
 ,
 κq :=q
 z
 ∂z
 ∂q=
 1
 2+
 1
 2
 pq√
 p2q2 − 1=
 1
 2+
 1
 2
 1√
 1− 1p2q2
 .
 (b) En vista que p, q � 1, se observa que κp ≈ 1/2 y κq ≈ 1. Luego, el calculo de z(p, q)esta bien condicionado con respecto a perturbaciones en p y q, respectivamente. En (c)se obtienen mejores aproximaciones para κp y κq .
 (c) Algoritmo Ingenuo:
 z = z(p, q) :=
 (√
 p+1
 q−
 √
 p− 1
 q
 )−1
 2 Primer Semestre
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Tarea 3 Computacion Cientıfica I
 Se generan a partir de las siguientes subrutinas:
 x1 = q
 x2 = 1x1
 x3 = p+ x2
 x4 =√x3
 x5 = p− x2
 x6 =√x5
 x7 = x4 − x5
 x8 = 1x7
 Como se presenta este algoritmo, no asegura un buen control de errores. Tomando encuenta que
 |p|, |q| � 1
 puede haber problemas para calcular x8 debido a que x7 es un numero muy pequeno sinun signo claramente definido, ya que x7 = x4 − x5, y ambos terminos son muy grandesy parecidos.
 Algoritmo Astuto: Este puede crearse utilizando la identidad que permita racionalizar az(p, q), quedando de la siguiente forma:
 z = z(p, q) :=1
 2
 √q(
 √
 pq + 1 −√
 pq − 1)
 Las subrutinas generadas serıan:
 y1 = q
 y2 = p
 y3 = y1 ∗ y2y4 = y3 + 1
 y5 =√y4
 y6 = y3 − 1
 y7 =√y6
 y8 = y5 + y7
 y9 =√y1
 y10 = y9 ∗ y8y11 = y10
 2
 Este algoritmo es mas robusto que el anterior ya que maneja de mejor manera los erroresque pudieran ocurrir en cada subrutina.
 (d) Los factores de amplificacion son precisamente los (valores absolutos de los) numeroscondicionantes obtenidos en (a). Aplicando aproximaciones estandar resulta entonces:
 κp ≈ 1
 2
 (
 1 +1
 2p2q2
 )
 =1
 2+
 1
 4p2q2,
 κq ≈ 1
 2+
 1
 2
 (
 1 +1
 2p2q2
 )
 = 1 +1
 4p2q2.
 2005 3
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Computacion Cientıfica I Tarea 3
 (e) En vista de los calculos precedentes, para p = 10−3 y q = 0, 18 × 10−2, κp y κq sonnumeros bastante grandes: κp ≈ κq ≈ 7, 7 × 1010, lo que indica que el problema estarıamuy mal condicionado. Por el contrario, cuando p = 106 y q = 0, 18×104, se puede decirque los factores de amplificacion son κp ≈ 1/2 y κq ≈ 1 con un error del orden de 10−12.
 2) (a) Para determinar los numeros condicionantes de z en terminos de p y q primero simplifi-caremos la expresion de z para poder trabajar mejor con ella:
 z = z(p, q) =
 √eq2
 2 (√ep2eq2 + 1 +
 √ep2eq2 − 1)
 Los numeros condicionantes se obtienen directamente a partir de sus definiciones me-diante transformaciones algebraicas elementales:
 kp := pz
 ∂p∂q = p2ep2
 eq2
 √ep2eq2 2−1
 = p2ep2eq2
 1− 1√ep2
 eq2 2
 kp :=q2(
 √ep2eq2+1+
 √ep2eq2−1+ ep2
 eq2√ep2
 eq2+1
 + ep2eq2√
 ep2eq2
 −1
 )
 √ep2eq2+1+
 √ep2eq2−1
 (b) En vista de la condicion sobre p y q se observa que los numeros condicionantes de ztienden a numeros muy grandes por lo que el problema esta (muy) mal condicionado conrespecto a perturbaciones en p y q, respectivamente.
 kp = p2ep2
 eq2 ≈ ∞
 kp ≈ ∞(c) Algoritmo Ingenuo:
 z = z(p, q) = (√ep2 + e−q2 −
 √ep2 − e−q2)
 −1
 Se generan a partir de el las siguientes subrutinas:
 x1 = px2 = x2
 1
 x3 = ex2
 x4 = qx5 = x2
 4
 x6 = ex5
 x7 = 1x6
 x8 = x3 + x7
 x9 =√x8
 x10 = x3 + x7
 x11 =√x10
 x12 = x9 + x11
 x13 = 1x12
 Como se presenta este algoritmo, no asegura un buen control de errores. Tomando encuenta que:
 | p |, | q |� 1
 puede haber problemas en ciertas divisiones de z, esto es: al elevarla al cuadrado re-sulta un numero muy grande que implica:
 4 Primer Semestre
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 1eq2 ≈ 0
 por lo que en el denominador de z puede quedar un numero muy cercano a cero yde signo indeterminado lo que provocarıa automaticamente un error en los calculos.
 Algoritmo Astuto:
 Este puede crearse utilizando la identidad que permite racionalizar a z(p, q), quedan-do de la siguiente forma:
 z = z(p, q) =
 √eq2
 2 (√ep2eq2 + 1 +
 √ep2eq2 − 1)
 Las subrutinas involucradas en este algoritmo son las siguientes:
 x1 = px2 = x2
 1
 x3 = ex2
 x4 = qx5 = x2
 4
 x6 = ex5
 x7 =√x6
 x8 = x7
 2x9 = x3x6
 x10 = x9 − 1x11 =
 √x10
 x12 = x9 − 1x13 =
 √x12
 x14 = x11 + x13
 x15 = x8x14
 En este algoritmo se manejan de mejor forma los errores. Tomando en cuenta que:
 | p |, | q |� 1
 y analizando las subrutinas que tendrıan problemas es posible ver que, la forma enque esta planteada la ecuacion reduce notablemente que la solucion arroje resultadoserroneos. Se maneja el problema de la raız, ya que esta se le saca a numeros positivoslo que no provoca un cambio en los resultados, ademas las divisiones que se realizan nocausan problemas. Este algoritmo es mas robusto que el anterior ya que maneja de mejormanera los errores que pudieran ocurrir en cada subrutina.
 (d) Con referencia al algoritmo ingenuo que genera:
 z1 = z1(p, q) = (√ep2 + e−q2 −
 √ep2 − e−q2)
 −1
 Se tiene que:
 εz1 = pz1
 ∂z1
 ∂p εp + qz1
 ∂z1
 ∂p εq
 donde:
 ∂z1
 ∂p = 12q
 (√
 (e(p2+q2))e−q2+√
 (e(p2+q2)+1)q−q2 )(e(2p2+2q2)−1+√
 (e(p2+q2)+1)q−q2e(p2+2q2)√
 ep2−e−q2 )eq2
 e(2p2+2q2)−1
 2005 5
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 y por consiguiente:
 k1,p = pz1
 ∂z1
 ∂p = − 12p
 2e(p2+2q2)∗
 (√
 (e(p2+q2) − 1)e−q2e(p2+q2)+
 √
 (e(p2+q2) − 1)e−q2+√ep2 − e−q2e(p
 2+q2)−√ep2 − e−q2)∗
 (−√
 (e(p2+q2)+1)e−q2+√
 (e(p2+q2)−1)e−q2 )
 e(2p2+2q2)−1
 k1,q = qz1
 ∂z1
 ∂q = q2(e(2p2+2q2)−1+
 √(e(p2+q2)+1)e−q2 e(p2+2q2)
 √ep2
 −e−q2)
 e(2p2+2q2)−1
 Con referencia al algoritmo astuto que genera:
 z2 = z2(p, q) =
 √eq2
 2 (√ep2eq2 + 1 +
 √ep2eq2 − 1)
 Se tiene que:
 εz2 = pz2
 ∂z2
 ∂p εp + qz2
 ∂z2
 ∂p εq
 donde:
 ∂z2
 ∂p = 12
 (eq2)32 pep2
 (√
 e(p2+q2)−1−√
 e(p2+q2)+1)√e(p2+q2)−1
 √e(p2+q2)+1
 ∂z2
 ∂p = 12
 √eq2 (
 √e(p2+q2)−1−
 √e(p2+q2)+1)q(
 √e(p2+q2)−1
 √e(p2+q2)+1−ep2+q2
 )
 e(2p2+2q2)−1
 y por consiguiente:
 k2,p = pz2
 ∂z2
 ∂p = p2ep2eq2
 √(ep2eq2 )−1
 = p2ep2eq2
 r
 1− 1
 (ep2eq2
 )2
 k2,q = qz2
 ∂z2
 ∂q =q2(
 √ep2eq2+1+
 √ep2eq2−1+ ep2
 eq2√ep2
 eq2+1
 + ep2eq2√
 ep2eq2
 −1
 )
 √ep2eq2+1+
 √ep2eq2−1
 (e) Primero tomando los valores de p y q:
 p = 10−3
 q = 0, 18 ∗ 10−3
 Con el algoritmo ingenuo se tiene:
 kp = 0, 003434032296
 kq = 0, 01115868267
 y con el algoritmo astuto se tiene:
 kp = 0, 003434032296
 kq = 0, 01115868267
 6 Primer Semestre
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 Ahora tomando los valores de p y q:
 p = 106
 q = 0, 18 ∗ a06
 Con el algoritmo ingenuo se tiene:
 kp ≈ ∞
 kq = 0
 y con el algoritmo astuto se tiene:
 kp ≈ ∞
 kq ≈ ∞
 Al tomar ambos ejemplos es posible ver que z es un problema mal condicionado. Cuandose toman valores de p y q pequenos ambos algoritmos se comportan de la misma manera,en cambio cuando estos valores son grandes, ambos algoritmos tienden a infinito.
 3)
 z = z(p, q) =
 (√
 p+1
 p−
 √
 p− 1
 p
 )−1
 (a) Para determinar los numeros condicionantes de z en terminos de p y q, primero desarro-llaremos la expresion de z para simplificar los calculos.
 =1
 √
 p+ 1q −
 √
 p− 1q
 =1
 √
 pq+1q −
 √
 pq−1q
 =
 √
 pq+1q +
 √
 pq−1q
 pq+1q − pq+1
 q
 =
 √
 pq+1q +
 √
 pq−1q
 2q
 =q
 2
 (√
 pq + 1
 q+
 √
 pq − 1
 q
 )
 =1
 2
 (
 √
 pq2 + q +√
 pq2 − q)
 =1
 2
 √q(
 √
 pq + 1 +√
 pq − 1)
 Ahora podemos obtener los numeros condicionantes mediante la siguiente formula
 κp =p
 z
 ∂z
 ∂p=
 1
 2
 pq√
 p2q2 + 1=
 1
 2
 1√
 1 + 1p2q2
 2005 7
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 κq =q
 z
 ∂z
 ∂q=
 1
 2+
 1
 2
 pq√
 p2q2 − 1=
 1
 2+
 1
 2
 1√
 1 − 1p2q2
 (b) Dado que p y q son mucho mayores que 1, se observa que κp ≈ 12 y κq ≈ 1. Luego, podemos
 asegurar que el calculo de z(p,q) esta bien condicionado con respecto a preturbacionesen p y q, respectivamente.
 (c) Algoritmo Ingenuo:
 z = z(p, q) =
 (√
 p+1
 p−
 √
 p− 1
 p
 )−1
 Se genera a partir de las siguientes subrutinas:
 x1 = qx2 = 1
 x1
 x3 = p+ x2
 x4 =√x3
 x5 = p− x2
 x6 =√x5
 x7 = x4 − x5
 x8 = 1x7
 Como se presenta este algoritmo, no asegura un buen control de errores. Tomando encuenta que
 p, q � 1
 puede haber problemas para calcular x8 debido a que x7 es un numero muy pequeno sinsigno claramente definido, ya que x7 = x4 − x5, y ambos terminos son muy grandes yparecidos.Algoritmo Astuto:
 Este puede crearse utilizando na identidad que permite racionalizar a z(p,q), quedandode la siguiente forma:
 =1
 2
 √q(
 √
 pq + 1 +√
 pq − 1)
 Las subrutinas generadas serıan de la siguiente forma:
 y1 = qy2 = py3 = y2 × y3y4 = y3 + 1y5 =
 √y4
 y6 = y3 − 1y7 =
 √y6
 y8 = y5 + y7y9 =
 √y1
 y10 = y9 × y8y11 = y10
 2
 Este algoritmo es mas robusto que el anterior debido a que maneja de mejor manera loserrores que pudiesen ocurrir en cada subrutina.
 8 Primer Semestre
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 (d) Los factores de amplificacion son precisamente los (valores absolutos de los) numeroscondicionantes obtenidos en (a). Aplicando aproximaciones estandar resulta entonces:
 κp ≈ 1
 2
 (
 1 +1
 2p2q2
 )
 =1
 2+
 1
 4p2q2
 κq ≈ 1
 2+
 1
 2
 (
 1 +1
 2p2q2
 )
 = 1 +1
 4p2q2
 (e) En vista de los calculos precedentes, para p = 10−3 y q = 0, 18 × 10−2, κp y κq sonnumeros bastante grandes: κp ≈ κq ≈ 7, 7 × 1010, lo que indica que el problema estarıamal condicionado.Por el contrario, si p = 106 y q = 0, 18× 108, se puede decir que los factores de amplifi-cacion son κp ≈ 1
 2 y κq ≈ 1, con un error del orden de 10−12
 6. La Formula de CARDANO (Geronimo Cardanus, 1501 − 1576) para determinar la raiz real x0
 de la ecuacion de tercer grado x3 + 3px + 2q = 0, p, q ∈ cuando la discriminante D := q2 + p3 esestrictamente positiva, viene dada por:
 X0 = u+ v, u = 3√−q + t, v = 3
 √−q − t, t = sqrtq2 + p3, (1)
 Suponga que p, q son dos numeros posistivos.(a)Determine los numeros condicionantes de x0 en terminos de p y q.
 (b)¿Esta bien condicionado el problema del calculo de x0 en terminos de p y q? Justifique.
 (c)Describa un algoritmo que permita calcular t en funcion de p & q, y luego x0 en terminos de q& t, manteniendo un buen control de los errores durante todo el calculo.
 (d)Suponga que el valor de q se conoce exactamente, i.e. con un erro relativo εq = 0, y que el calcu-lo de t involucra un error realtivo εt, lo que se traduce en un error relativo εx0 en el calculo de x0.Sobre la base de estos errores relativos se define el factor de amplificacion k = k(x0, t) = |εx0/Et|.obtenga una formula para estimar este factor de amplificacion k(x0, t) para su algoritmo.
 (e)Suponiendo que p = 103 y q = 0, 18x10−2 determine los valores aproximados de su factor deamplificacion k(x0, t).
 Respuesta.
 (a) Los numeros condicionantes se obtienen directamente a partir de sus definiciones:
 kp =p
 x0
 ∂x0
 ∂p=
 p3(−q − 3
 √
 −q +√
 p3 + q2 − 3
 √
 −q −√
 p3 + q2)
 2√
 p3 + q2( 3
 √
 −q −√
 p3 + q2)2( 3
 √
 −q +√
 p3 + q2)2
 y luego para kq tendremos:
 kq =q
 x0
 ∂x0
 ∂q=
 q
 3q − 3( 3
 √
 −q −√
 p3 + q2)2 3
 √
 −q +√
 p3 + q2 − 3 3
 √
 −q −√
 p3 + q2( 3
 √
 −q +√
 p3 + q2)2
 Los valores anteriormente determinados se obtuvieron con el software Matematica, ya que nosprovee la facilidad de trabajar con letras.
 2005 9
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 (b) Como p y q son numeros estrictamente positivos, se puede observar que kp ≈ 0,35 y kp ≈ 1,29.Por lo tanto, el caculo de x0(p, q) esta bien condicionado con respecto a las perturbaciones en p yq, respectivamente.
 (c) En este caso definiremos el siguiente algoritmo:
 t0 = q2, t1 = t0 + p3, t2 = 3√x0 + 3
 √x1
 Se puede decir que este algoritmo mantiene un buen control de los errores, ya que como p y q sonpositivos no existe ningun problema con la raız. Se puede notar que t ≥ p y q.
 Luego para x0 tendremos.
 x0 = −q, x1 = −q − t2, x2 = 3√x0 + 3
 √x1
 En este algoritmo tambien existe un buen control de los errores. En x0 se mantiene el signo positivoporque t2 es mayoe que q. En x1 se mantiene el signo negativo porque t2 y q son positivos. en x2
 se mantiene el signo negativo porque x1 es mayor que x0 y tiene signo negativo.
 (d) La siguiente es la formula para estimar el factor de amplificacion k(x0, t) para el algoritmorecien definido:
 εx0 = ktεt + kqεq, Conεq = 0.
 dondeεx0 = ktεt =⇒ kt = εxo
 /εt
 (3) Suponiendo que p = 103 y q = 0,18 ∗ 10−2 determinamos los valores aproximados del factor deamplificacion previamente determnado k(x0, t).
 t = 31622,7766, k(x0, t) = 4 ∗ 10−10
 11. (Considere el problema de calcular la raız de menor valor absoluto y = ϕ(p, q)de la ecuacioncuadratica:
 y2 + 2py − q = 0, p >> q > 0 (p >> q significa “p mucho mayor que q”).
 Como se sabe, y = ϕ(p, q) = −p+√
 p2 + q.
 Determine los numeros de condicion de y. ¿Esta bien condicionado este problema?
 Suponga que los errores relativos en los datos p y q son εpyεq, respectivamente, con |εp|, |εq | ≤eps, donde eps es el maximo error relativo admisible. Determine el error relativo εy y obtengacotas (inferior y superior) para este en terminos de eps.
 Considere los siguientes algoritmos:
 Algoritmo 1 : s := p2; t := s+ q; u :=√t; y := −p+ u;
 Algoritmo 2 : s := p2; t := s+ q; u :=√t; y := p+ u; v := p+ u; y = p/v
 ¿Conducen ambos algoritmos al mismo resultado? En particular, permite alguno de ellos (o,quizas, los dos) calcular y = ϕ(p, q) ?
 10 Primer Semestre
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 Discuta la propagacion de errores en ambos algoritmos aplicando operaciones de coma flo-tante. Obtenga las cotas de error relativo para y en funcion de los errores relativos de losdatos de entrada p y q. Sobre esta base, ¿cual de estos dos algoritmos es mejor?
 Programe ambos algoritmos en MATLAB y verifique experimentalmente todas sus aserciones.)
 Para saber si el problema se encuentra bien condicionado es necesario calcular:
 kp(y) =|p||y|
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 dy
 dp
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 y kq(y) =|q||y|
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 dy
 dq
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 kp(y) =p
 (
 −1 + 12√
 p+q
 )
 −p+√p+ q
 kq(y) =q
 −2p√p+ q + 2q + 2p
 Para saber si se encuentra bien condicionado los kp y kq deben encontrarse en el intervalo[10−3, 103], para esto calculamos los limites de los k’s encontrados.
 lımq→0
 kq(y) = 0
 lımq→∞
 kq(y) =1
 2
 lımp→0
 kp(y) = 0
 lımp→∞
 kp(y) = 1
 Por lo tanto podemos decir que el problema se encuentra bien condicionado.
 Los errores relativos εp y εq contribuyen al error relativo de y = ϕ(p, q), de la siguiente forma:
 −p√
 p2 + qεp +
 q
 2y√
 p2 + qεq =
 −p√
 p2 + qεp +
 p+√
 p2 + q
 2√
 p2 + qεq
 Entonces:∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 p√
 p2 + q
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ≤ 1 ,
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 p+√
 p2 + q
 2√
 p2 + q
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ∥
 ≤ 1 ,
 El error inherente ∆(0)y satisface:
 eps ≤ ε(0)i =
 ∆(0)y
 y≤ 3eps
 Considerando los algoritmos:
 Algoritmo 1:
 s := p2;
 t := s+ q;
 u :=√t;
 y := −p+ u;
 2005 11
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 Obviamente p >> q causa una cancelacion cuando la funcion y = −p+ u es evaluada, y estedebe, por lo tanto, esperarse que el error de redondeo
 ∆u = ε√t = ε
 √
 p2 + q
 Generado durante el calculo del punto flotante de la raız cuadrada
 fl(√t) =
 √t(1 + ε) , |ε| ≤ eps
 sera enormemente amplificado. De hecho, el error mostrado contribuye en los siguientes ter-minos al error de y:
 1
 y∆u =
 √
 p2 + q
 −p+√
 p2 + qε
 1
 y∆u =
 1
 p
 (
 p√
 p2 + q + p2 + q)
 ε = kε
 Como p, q > 0 el factor de amplificacion k admite el siguiente limite inferior:
 k >2p2
 q> 0
 el cual es grande, ya que p >> q por la hipotesis. Entonces, el algoritmo propuesto no esnumericamente estable, porque la influencia del redondeo de
 √
 p2 + q excede la del error in-
 herente ε(0)i por un orden de magnitud.
 Algoritmo 2 : s := p2; t := s+ q; u :=√t; y := p+ u; v := p+ u; y = p/v
 Este algoritmo no causa cancelacion cuando se calcula v = p+ u el error de redondeo ∆u =ε√
 p2 + q que se obtiene de redondear√
 p2 + q puede ser amplificado de acuerdo al mapeodel resto:
 u→ p+ u→ q
 p+ u= ψ(u)
 Este contribuye en los siguientes terminos al error relativo de y:
 1
 y
 dψ
 du∆u =
 −qy(p+ u)2
 ∆u
 =−q
 √
 p2 + q
 (−p+√
 p2 + q)(p+√
 p2 + q)2ε
 = −√
 p2 + q
 p+√
 p2 + qε = kε
 El factor de amplificacion se mantiene pequeno, de hecho el |k| < 1, y el algoritmo 2, porconsecuencia, es numericamente estable.
 Los siguientes resultado numericos ilustran la diferencia entre el algoritmo 1 y el algoritmo2. Ellos fueron obtenidos usando aritmetica de punto flotante de 40 posiciones binarias demantisa y 13 posiciones de decimales.
 p = 1000, q = 0, 018000000081
 Resultado de acuerdo al algoritmo 1:
 0, 90003013610810 − 5
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 Resultado de acuerdo al algoritmo 2:
 0, 89999999999910 − 5
 Valor exacto de la funcion y:0, 90000000000010 − 5
 16. En el sistema aritmetico IEEE, ¿Cuantos numeros de doble precision hay entre los numeros nonulos adyacentes de precision simple? Recuerde que el sistema idealizado de numeros de puntoflotante se define como:
 F = 0 ∪ ±(m/βt−1)βe ≤ m ≤ βt − 1, e ∈ Z,
 Donde la base β es tıpicamente 2 (en general, β ≥ 2) y la precision t, en el sistema aritmetico IEE,es 24 para presicion simple y 53 para presicion doble.Solucion:
 m1
 2242e = m12
 e−24 → (m1 + 1)2e−24
 m2
 2532e = m12
 e−53 → m12e−24 + 2e−24 + 2e−24
 17. El sistema de punto flotante F contiene muchos enteros pero no todos ellos.
 1) Obtenga una formula exacta para el menor entero positivo n que no pertenece a F.
 Si sabemos que el incremento que hay entre dos numeros consecutivos no nulos de F paraε = ε0 , tenemos que es: βε0−t
 Si suponemos que existe un intervalo en que el incremento es 1, o sea, βε0−t = 1 podriamosrepresentar todos los numeros en ese intervalo, despejando nos queda:
 βε0−t = 1/ ln()
 ln(βε0−t) = ln(1)
 (ε0 − t) ln(β) = ln(1)
 ε0 − t = 0
 ε0 = t
 Entonces cuando ε0 sea igual a t podremos representar todos los numeros enteros de eseintervalo que serıan los nuumeros que van de [βt−1, βt − 1], si sabemos que β ≥ 2 y elincremento para el intervalo que viene a continuacion serıa βt+1−t = β ≥ 2 , lo cual implicaque βt + 1 6∈ F , ya que el intervalo serıa [βt, βt+1 − β] con un incremento de β, si sabemosque β ≥ 2, encontramos el primer nuumero entero que no esta en F el cual serıa βt + 1
 2) Calcule n para las aritmeticas de precision IEEE simple y doble, respectivamente.
 Si sabemos que n en forma general es Bt + 1 y en las aritmeticas de IEEE β = 2, podemoscalcular n para la precision simple y doble.
 t Precision nβt + 1 numero en base 10
 24 simple 224+1 1677721753 doble 253+1 9007199254740993
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 3) Determine∑
 0<k∈F
 1k y
 ∑
 0<k∈Z/F1k
 Para∑
 0<k∈F
 1k :
 Si sabemos que k ∈ F se representan como (m/βt)βe, m ∈ N, βt−1 ≤ m ≤ βt−1, ko ≤ e ≤ k1
 Nota: se hace variar e entre [k0; k1] para poder trabajar de la manera mas simple
 Si el menor m serıa βe−1 el siguiente serıa(
 βt−1+1βt
 )
 βe, y el consecutivo(
 βt−1+2βt
 )
 βe
 se podrıa generalizar como(
 βt−1+iβt
 )
 βe varıa entre 0 e imax, el cual serıa:
 βt−1 + imax = βt − 1
 imax = βt − βt−1 − 1
 imax = βt(1 − 1/β) − 1
 (1)
 y como sabemos que k0 ≤ k1 nos darıa:
 k1∑
 e=−ko
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 (βt−1 + i)βe−t
 k1∑
 e=−ko
 1
 βe−t
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 βtk1∑
 e=−ko
 1
 βe
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 βt(
 k1∑
 e=0
 1
 βe+
 −1∑
 e=−ko
 1
 βe
 )
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 βt(
 k1∑
 e=0
 1
 βe+
 ko∑
 e=0
 βe − 1)
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 βt(
 1β
 k1+1 − 11β − 1
 +
 1β
 ko+1 − 1
 β − 1− 1
 )
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 βt( 1 − βk1+1
 βk1(1 − β)+β(βko − 1)
 β − 1
 )
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 si k1 = k0 + 1
 βt( β2ko+2 − 1
 βko+1(β − 1)
 )
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 o finalmente
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 ∑
 0<k∈F
 1
 k= βt
 ( β2k1 − 1
 βk1(β − 1)
 )
 βt(1−1/β)−1∑
 i=0
 1
 βt−1 + i
 Para∑
 0<k∈Z/F1k :
 Del analisis que hicimos en la parte (a) podemos concluir que en F existen numeros en-teros consecutivos hasta βt por lo tanto, de ahı en adelante solo algunos enteros pertenecena F, lo cual implica que desde 1 a βt − 1, los sumamos normalmente y el resto lo vamossumando saltandonos el 4 respectivo a cada intervalo.
 ∑
 0<k∈Z/F
 1
 k=
 βt−1∑
 f=1
 1
 f+
 k1∑
 e=1j=βt+e
 βt+1+e−βe−t
 ∑
 4=βe−t
 1
 j
 (1) primer intervalo con enteros consecutivos.(2) segundo intervalo en donde la separacion entre 2 enteros consecutivos es βe−t
 4) Sea {nk} k ∈ N la sucesion (estrictamente creciente) de todos los numeros naturales con laspropiedades nk−1 /∈ F . Determine
 ∑
 0<k∈N 1/nk Si F = {0}∪{
 = (m/βt)βe : m ∈ N, βt−1, e ∈ Z}
 Los nk son numeros que no perternecen a F y los nk−1 si pertenecen a F, por lo tanto sitenemos los nk−1 que pertenezcan a F y obtenemos su sucesor que no pertenece a F, tendremosla sucesion que se pedia en el punto (c), teniendo la sumatoria de los 1
 nk−1y la sumatoria que
 se pide, y es simplemente sumarle 1 en el denominador, lo cual queda de esta forma.∑
 0<k∈N 1/nk =∑k1
 e=1
 ∑βt+1+e−βe−t
 j=βt+e,∆=βe−t
 (
 1j+1
 )
 18. 18. [4, p. 101, exc. 13.3] (slightly modified!). Obtenga sendas estimaciones L y U para el infimum
 y el supremum de la expresion:
 A = (x − 2)9 − x9 + 18x8 − 144x7 + 672x6 − 2016x5 + 4032x3 + 46082 −2304x+ 512
 sobre el intervalo [ −1,920; 2,080] computando mediante un sistema aritmetico IEEE de precisionsimple.
 ¿Podra disminuir el valor de la diferencia. U − L si calcula el polinomio expandido mediante elesquema de Horner?
 Respuesta:
 Reemplazando los valores extremos del intervalo, se obtiene:
 U = 7,2760 ∗ 10−12
 L = 1,4562 ∗ 10−11
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 La diferencia es: 7,2819 ∗ 10−12
 En intervalo: [7,2760 ∗ 10−12; 7,2760 ∗ 10−12 + 2−23; 7,2760 ∗ 10−12 + 2−23 ∗ 2; .....; 1,4562 ∗ 10−11]
 Usando el metodo de Holder queda el polinomio factorizado por sus raices.
 A = (x+ r1)(x + r2)(x+ r3)....(x + r9)
 Tenemos:
 x = ± (m/βt) β∈
 β = 2
 t = 24
 223 ≤ m ≤ 224 − 1
 La diferencia es: 7,2760 ∗ 10−12 + (224 − 1) ∗ 2−22 − 7,2760 ∗ 10−12 + 2−22
 El error es: 2−12
 19. Los errores aritm eticos est an inevitablemente presentes en los calculos efectuados mediante com-putadores digitales. La llamada aritmetica de punto fotante es una de las formas estandar de lacomputacion num erica. Aunque los computadores digitales usualmente representan los numerosen forma binaria, (la mayor parte de) los humanos pensamos (hoy dıa) en terminos de una repre-sentacion decimal. Por esta razon, el presente ejercicio esta planteado en terminos ”decimales”.No obstante, el (la) estudiante despierto(a) no dejar a pasar la oportunidad de: (i) investigar quepasa si se sustituye la base decimal β = 10 por una base cualquiera 2 6 β ∈ N , (ii) investigarmas detenidamente la norma del IEEE relativa a la representaci on interna de numeros en loscomputadores digitales de la presente generacion, en particular lo concerniente a representacionesde precision simple (24 bits) y precision doble (53 bits).
 Si a 6= 0 tiene una representacion decimal exacta:
 a = ±0.d1d2d3....×10q q ∈ Z, di ∈ N0, 0 6 di 6 9, d1 6= 0 (30)
 entonces la representacion decimal de punto flotante de a con t dıgitos o, brevemente, el flotantedel a tiene la forma
 fl(a) = ±0.δ1δ2δ3....δt × 10q q ∈ Z, δi ∈ N0, 0 6 δi 6 9, δ1 6= 0 t ∈ N (31)
 El numero 0.δ1δ2δ3....δt se llama mantisa y q exponente de fl(a).En discusiones te oricas se suponea menudo que el exponente q puede adoptar cualquier valor entero, aunque esto, obviamente, noes muy realista. En la practica, usualmente, q satisface una restriccion de la forma:
 −N 6 q 6 M , N,M ∈ N ”grandes”. (32)
 Si para un numero a 6= 0 se tiene q /∈ [N,M ] ,entonces el flotante de a no esta definido. Si en elcurso de una computacion se obtiene q < −N ,se habla de ”underflow 2si q > M se dice que haocurrido un ”overflow”.Hay dos maneras populares de obtener los dıgitos flotantes δi a partir delos dıgitos exactos di: truncamiento y redondeo.para el truncamiento:
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 δi = di , i = 1, 2, ....t, (33)
 es decir, simplemente se omiten todos los dıgitos con ındice mayor que t. Para el redondeo se tiene:
 δ1δ2δ3....δt = [d1d2d3....dt . dt+1 + 0,5] (34)
 donde [x] denota la parte entera de x ∈ R (note la ubicacion del punto decimal en el miembroderecho de (34)). En ambos casos se puede obtener una cota para el error introducido. En efecto:
 Lema 1. El error (absoluto) en la representacion de punto flotante de un numero decimal a 6= 0con mantisa de t dıgitos viene acotado por:
 |a− fl(a)| 6 { 5 |a| 10−t, caso de redondeo|a| 10−t+1, caso de truncamiento
 (35)
 (a) Demuestre (o corrija) el Lema 1.
 Supongamos ahora que la unidad aritm etica del computador ideal con el que trabajamos, es capazde realizar internamente las operaciones basicas con 2t dıgitos correctos y luego los transfiere albuffer de salida como un n umero de punto flotante de t dıgitos, ya sea redondeando o bientruncando.
 Entonces se tiene:
 fl(a± b) = (a± b)(1 + η10−t)
 fl(ab) = ab(1+η10−t) , donde { 0 6 |η| 6 5 caso de redondeo0 6 |η| 6 10 caso de truncamiento
 (36)
 fl(ab ) = a
 b (1 + η10−t)
 (b) Demuestre (o corrija) (36).
 En muchos c alculos, particularmente en los concernientes a sistemas lineales se requiere la acumu-lacion de productos parciales (e.g., en el c alculo del producto interno de dos vectores). Si se suponeque tras cada multiplicacion ocurre redondeo o truncamiento, al igual que despuesucesiva, entoncesel flotante del producto interno de dos vectoress de cada suma a = (a1, ...., an), b = (b1, ...., bn) sepuede expresar recursivamente mediante la formula se puede expresar recursivamente mediante laformula:
 fl (∑n
 i=1 aibi) = fl[
 fl(
 ∑n−1i=1 aibi
 )
 + fl(anbn)]
 (37)
 El resultado de tales c alculos se puede representar como un producto interno exacto alterandolevemente, por ejemplo, ai:
 Lema 2. Supongase que la dimension n de los vectores y el numero t de dıgitos de las mantisas ennuestro computador ideal satisfacen: n101−t 6 1 (38)
 Entonces, para el producto interno de punto flotante (37) computado mediante redondeo sistematicoen todas las operaciones se tiene:
 fl (∑n
 i=1 aibi) =∑n
 i=1(ai+bi) (39)
 donde
 |δai| 6 n |ai| 101−t, |δai| 6 (n−i+2) |ai| 101−t, i = 2, 3, ....n (40)
 (c) Demuestre (o corrija) (39), (40). Investigue que ocurre si se en el Lema 2 se sustituye redondeo”
 por truncamiento”.
 20. (a) Obtenga una respresentacion (¡formula!) para fl(∑n
 i=1 ci) (en terminos de fl(ci)) Solucion:Desarrollando la sumatoria y utilizando:
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 fl(a± b) = (a± b)(1 + η10−t)
 , donde 0 ≤| η |≤ 5 para los casos de redondeo y 0 ≤| η |≤ 10 para los casos de truncamiento.Obtenemos lo siguiente:
 fl(n
 ∑
 i=1
 ci) = fl[
 fl(c1) + fl(n
 ∑
 i=2
 ci)]
 =[
 fl(c1) + fl(
 n∑
 i=2
 ci)]
 (1 + η110−t)
 =(
 fl(c1) + fl[
 fl(c2) + fl(n
 ∑
 i=3
 ci)]
 )(1 + η110−t)
 =(
 fl(c1) +(
 fl(c2) + fl(
 n∑
 i=3
 ci))
 (1 + η210−t))
 (1 + η110−t)
 =(
 fl(c1) + fl(c2)(1 + η210−t) + fl(
 n∑
 i=3
 ci)(1 + η210−t))
 (1 + η110−t)
 = (fl(c1)(1 + η110−t) + fl(c2)(1 + η210−t)(1 + η110−t) + fl(
 n∑
 i=3
 ci)(1 + η210−t)(1 + η110−t)
 =
 2∑
 i=1
 (
 fl(ci)
 i∏
 j=1
 (1 + ηj10−t))
 + fl(
 n∑
 i=3
 ci)
 2∏
 j=1
 (1 + ηj10−t)
 ...
 =
 n−2∑
 i=1
 (
 fl(ci)
 i∏
 j=1
 (1 + ηj10−t))
 + fl(
 n∑
 i=n−1
 ci)
 n−2∏
 j=1
 (1 + ηj10−t)
 fl(
 n∑
 i=1
 ci) =
 n−1∑
 i=1
 (
 fl(ci)
 i∏
 j=1
 (1 + ηj10−t))
 + fl(cn)
 n−1∏
 j=1
 (1 + ηj10−t)
 con ∀ηj , donde 0 ≤| η |≤ 5 para los casos de redondeo y 0 ≤| η |≤ 10 para los casos de truncamiento.
 (b) Si c1 > c2 > c3 . . . > cn > 0, ¿en que orden habrıa que calcular la fl(∑n
 i=1 ci) para minimizarlos efectos de redondeo (resp. truncamiento)?Solucion:Minimizar los efectos del redondeo, significa que la diferencia | a− fl(a) | es cercana a 0.
 Tomemos como ejemplo la sumatoria fl(∑3
 i=1 ci). Ahora resolvamos esto utilizando la formulacalculada anteriormente:
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 fl(
 3∑
 i=1
 ci) =
 2∑
 i=1
 (
 fl(ci)
 i∏
 j=1
 (1 + ηj10−t))
 + fl(c3)
 2∏
 j=1
 (1 + ηj10−t)
 = fl(c1)(1 + η110−t) + fl(c2)(1 + η110−t)(1 + η210−t) +
 fl(c3)(1 + η110−t)(1 + η210−t)
 = fl(c1) + η110−tfl(c1) + fl(c2) + η110−tfl(c2) + η210−tfl(c2) +
 η1η210−2tfl(c2) + fl(c3) + η110−tfl(c3) + η210−tfl(c3) + η1η210−2tfl(c3)
 = (fl(c1) + fl(c2) + fl(c3)) + η110−t(fl(c1) + fl(c2) + fl(c3))η210−t(fl(c2) + fl(c3)) +
 η1η210−2t(fl(c2) + fl(c3))
 En este caso el error esta representado por:
 e = η110−t3
 ∑
 i=1
 fl(ci) + η210−t3
 ∑
 i=2
 fl(ci) + η1η210−2t3
 ∑
 i=1
 fl(ci)
 Donde se puede observar que el termino que aparece menos veces es el c1, mientras que el que masaparece es el c3. Si generalizamos, podemos decir que c1 aparece mas veces y cn aparece pocasveces.Nos interesa que el mayor ci aparezca la menor cantidad de veces, entonces, el orden correcto es:c1 > c2 > c3 . . . > cn > 0
 22. Sea A una matriz de Hilbert de 5x5. Sea b =[
 1 −1/2 1/3 −1/41/5]T
 .
 (a) Calcule los numeros de condicion de A con respecto a las normas ‖.‖1, ‖.‖2 (norma espectral),‖.‖∞, ‖.‖F (norma de Frobenius-Hilbert-Schmidt-Schur).
 Sea δA, una perturbacion de la matriz A tal que ‖δA‖1 es menor que el 3% de ‖A‖1. Sea δb, unaperturbacion del vector b, tal que ‖δb‖1 es menor que el 7% de ‖A‖1.
 Mediante Matlab, se obtuvieron los siguientes numeros de condicion, mediante la formula
 K = ‖A‖x‖A−1‖x.
 Donde x representa la norma correspondiente.
 K‖A‖1 = 2,2833K‖A‖2 = 1,5671K‖A‖∞ = 2,2833K‖A‖F = 1,5809
 Ası, la norma de la perturbacion δA, que es el 3 % de la ‖A‖1, sera 0.0685. Y de la misma manera,la ‖δb‖1, siendo menor en un 7%, que la ‖A‖1, cumplira ‖δb‖1 ≤ 0,1598.
 (b) ¿Es B := A+ δA una matriz no singular?
 Para responder esto, haremos uso de un teorema que afirma que siendo una matriz A invertible,existira su espectro σ; si es ası, y esta matriz es perturbada mediante δA, de la forma A + δA,donde ‖A‖1 = 0,0685 << 1, para alguna norma en particular entonces existiran λ ∈ σ(A + δA),que diferiran en una cantidad inferior a ‖δA‖, de su correspondiente valor en el σ(A).
 Esto nos permite inferir que dado que la norma 1 de la matriz perturbacion es mucho menor queuno (i.e., ‖δA‖1 << 1), entonces existen los valores propios de (A + δA), senal inequıvoca de su
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 invertibilidad.
 (c) Si B := A+ δA es no singular, obtenga estimaciones para ‖B−1‖ y ‖B−1‖ y ‖A−1 −B−1‖.
 Para responder esta pregunta, haremos uso del siguiente enunciado:
 ‖A−B‖ ≤ 1
 ‖A−1‖
 donde A es una matriz no singular cuadrada (i.e., es invertible) y B es de las mismas dimensionesque A (en particular, B tambien sera invertible).
 Sabiendo que B = A+ (B −A) = A(I −A−1(B −A)), y haciendo uso del hecho que
 ‖A−1(B −A)‖1 ≤ ‖A−1‖1‖B −A‖1 ≤ ‖A−1‖1 ∗ 1/‖A−1‖1 = 1, estimamos que:
 ‖B−1‖1 ≤ ‖A−1‖1
 1 − ‖A−1‖1‖B −A‖1
 y que
 ‖A−1 −B−1‖1 ≤ ‖A−1‖1‖A−1‖1‖A−B‖1
 1 − ‖A−1‖1‖A−B‖1
 (d) Obtenga una estimacion (cota superior) para la razon ‖δx‖/‖x‖, donde x + δx es la soluciondel sistema lineal (A+ δA)u = b+ δb, esto es, x+ δx, satisface (A+ δA)(x + δx) = b+ δb.
 La relacion que satisface la ecuacion pedida, viene dada por
 ‖δx‖1
 ‖x‖1≤ K(A)
 1 −K(A)‖δA‖1/‖A‖1
 (‖δA‖1
 ‖A1‖+
 ‖δb‖1
 ‖b‖1
 )
 donde el termino K(A) alude al numero de condicion de la matriz calculado en el apartado (a) deeste problema, K‖A‖1 = 2,2833.
 Ası, reemplazando los valores adecuadamente (esto es, las normas entregadas al principio delenunciado), se tiene que una cuota superior, para la expresion dada, viene de la forma de:
 ‖δx‖1
 ‖x‖1≤ 2,2833
 1 − 2,2833 ∗ 0,0685/2,2833
 (
 0,0685
 2,2833+
 0,1598
 2,2833
 )
 donde se han reemplazado los valores obtenidos previamente, y ademas, se calculo ‖b‖1 = 2,2833y ‖δb‖1 = 0,1598 (obtenido en base al procentaje dado en el enunciado).
 ‖δx‖1
 ‖x‖1≤ 0,9069
 (e) Para responder las preguntas precedentes ¿Necesita Ud. conocer exactamente los coeficientesde la matriz de perturbacion δA?.
 No es necesario conocer los valores de la matriz δA, ya que se trabajo en base a los numeros decondicion, definidos para los casos planteados. Estos establecen relaciones cuantitativas bastan-te utiles e interesantes, de modo de obtener informacion sobre el efecto de las perturbaciones,basandose solamente en la norma de estas (i.e., importa el cuanto, no el como). De esta manerano interesa realmente cual es la estructura de la matriz de perturbacion, ni cual es la posicion(es),especıfica que perturba, solo interesa saber la norma de dicha perturbacion.
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 23. [4, p,96, exc,12,1] Suponga que A es una matriz de 200 x 200 con ‖A‖2 = 100 y ‖A‖F = 101. Deter-mine la mejor cota inferior para el numero de condicion k(A) ≡ k2(A) con respecto a la norma ‖.‖2.
 Solucion:
 Sabemos que:
 ‖A‖2 = σ1 y ‖A‖F =√
 σ21 + σ2
 2 + ...+ σ2n
 Por lo tanto:
 ‖A‖F =√
 ‖A‖22 + ...+ σ2
 n
 Reemplazando los valores obtenemos:
 ‖A‖F =√
 1002 + σ22 + ...+ σ2
 202
 ⇔ ‖A‖F =√
 10000 + σ22 + ...+ σ2
 202
 ⇔ 101 =√
 10000 + σ22 + ...+ σ2
 202
 ⇔ 10201 = 10000 + σ22 + ...+ σ2
 202
 ⇔ 201 = σ22 + ...+ σ2
 202
 Como se cumple que: σ2 ≥ σ3 ≥ ... ≥ σ202, se deduce que el mayor valor posible para σ202
 es 1.
 ⇒ k(A) = σ1/σ202 ≡ k2(A) ≥ 100
 2005 21
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