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Introduccion
 El texto que sigue es una elaboracion y ampliacion por los dos ultimos autores
 de las notas de clase presentadas por el primero a estudiantes de los cursos
 de Algebra Abstracta (I y II) del Programa de Pregrado en Matematicas de
 la Universidad Sergio Arboleda de Bogota durante el perıodo 2001/2002.
 Los Capıtulos 1 a 12 del presente volumen corresponden al material publica-
 do por los autores en [9], corregido y actualizado, esta basicamente dedicado
 a la teorıa elemental de los grupos.
 De hecho, solo la segunda parte, Capıtulos 2 a 8, fue presentada detallada-
 mente en las clases del curso Algebra Abstracta I. La primera parte, Capıtulo
 1, fue redactada para los propositos de referencia, y contiene las nociones basi-
 cas indispensables para el resto del trabajo sobre la teorıa de los conjuntos y
 los sistemas numericos clasicos (numeros naturales, enteros, racionales, reales
 y complejos), incluyendo nociones elementales de aritmetica. Esta primera
 parte suministra, ademas de instrumentos, ejemplos concretos del material
 mas abstracto de las segunda y tercera partes, y puede constituir de por si
 la base para un curso de un semestre sobre los temas citados arriba y sobre
 la generacion de estructuras abstractas. Es razonable suponer, sin embargo,
 que su contenido es suficientemente bien conocido por los estudiantes del pri-
 mer curso de Algebra. La tercera parte, Capıtulos 9 a 12, dedicada a grupos
 y resultados especiales, es de un nivel mas elevado que el de las otras dos y
 fue incluida para beneficio de los estudiantes mas sobresalientes del curso,
 que pueden encontrar en ella tecnicas y resultados relativamente avanzados
 que, sin embargo, constituyen aun material indispensable para una compren-
 iii
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iv CAPITULO 0. INTRODUCCION
 sion aceptable de los metodos de la teorıa moderna de los grupos, y que, de
 ser cubierto totalmente en un curso, harıa de este un primer curso al nivel
 de posgrado.
 La segunda parte pretende familiarizar al estudiante con las nociones y desa-
 rrollos basicos de la teorıa de los grupos (grupos, subgrupos, subgrupos nor-
 males, grupos producto y grupos cociente, homomorfıa e isomorfıa), con al-
 gunas consideraciones sobre el problema de la existencia y las propiedades
 estructurales de los grupos abelianos finitos, y con un examen mas o menos
 detallado de los grupos finitos de permutaciones, que no solo suministran
 ejemplos significativos de grupos no abelianos, sino que son indispensables
 en cualquier estudio serio tanto de estos ultimos objetos como de muchas
 otras partes del algebra moderna. Tambien incursionamos en esta parte en
 la teorıa de Sylow en el caso conmutativo, mas accesible de lo que lo es en
 el caso general. La exposicion de esta segunda parte es, dados sus objeti-
 vos, pausada, detallada y rigurosa: todos los resultados que se mencionan,
 y sobre todo aquellos que son indispensables en desarrollos posteriores, se
 demuestran cuidadosamente. Hemos procurado que cada capıtulo conten-
 ga al menos un resultado significativo y no del todo trivial, pues un primer
 curso de algebra, y especialmente uno dedicado a la teorıa de los grupos, es
 un marco excelente para ir familiarizando a los estudiantes con el poder y
 omnipresencia del metodo deductivo en matematicas y con algunas de sus
 caracterısticas mas relevantes. Asimilar las nociones y resultados basicos
 de esta parte es, como lo hemos mencionado, indispensable para cualquier
 estudio posterior de la teorıa de los grupos y, de hecho, para el de muchas
 otras partes del algebra. En particular, es indispensable para una buena
 comprension de la tercera parte.
 Debemos advertir al lector que hemos dejado por fuera de nuestras consi-
 deraciones al menos dos capıtulos notables de la teorıa de los grupos. El
 concerniente a las llamadas Series de Composicion y los importantes resulta-
 dos de Schreier, Zassenhaus y Jordan-Holder sobre las mismas (aunque algo
 mencionamos de ellas en el Capıtulo 12), y el relacionado con los denomi-
 nados Grupos Libres (sobre los cuales algo decimos en el Capıtulo 11). La
 razon para excluir estos temas tiene que ver con el grado de exigencia de los
 mismos. Del primero, no tanto en su desarrollo (al fin y al cabo, aplicaciones
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 ingeniosas de los teoremas de isomorfıa) como en su significado y objetivos
 (describir en forma precisa cualquier grupo en terminos de los llamados gru-
 pos simples, algo que los principiantes pueden no estar listos para apreciar
 en toda su dimension), y del segundo, no tanto en su significado y objetivos
 (construir, o lo que es equivalente, establecer la existencia de grupos sobre
 medidas), como en su desarrollo (notablemente abstracto: alfabetos, pala-
 bras, generadores y relaciones, etc.). De usarse el presente documento como
 base para un curso de posgrado, algo habrıa que hacer con respecto a estas
 omisiones.
 La cuarta parte contiene una presentacion clasica de la teorıa de cuerpos,
 por lo que se hace en el contexto de los cuerpos numericos y se omite, en lo
 posible, el uso del Algebra Lineal. En la quinta parte se estudian las estructu-
 ras abstractas basicas, anillos y cuerpos generales, ası como sus propiedades
 aritmeticas, generalizando y unificando temas ya explorados para las estruc-
 turas numericas. Se introducen los espacios vectoriales y se muestra como su
 uso permite simplificar notablemente la demostracion de muchos de los re-
 sultados precedentes. Se termina con la teorıa de Galois de los cuerpos finitos.
 Como iniciativa del segundo y tercer autores, siguiendo los lineamientos del
 texto, se incluye un apendice sobre la teorıa de Galois diferencial desde un
 punto de vista basico, el cual puede ser entendido por los lectores sin recurrir
 a otro texto.
 Cada capıtulo contiene un numero apreciable de ejercicios, la mayor parte
 de los cuales se resuelve por aplicacion directa de los desarrollos del capıtulo
 que los incluye y de los resultados mas basicos de los capıtulos previos. Al-
 gunos contienen ejemplos y contraejemplos que es conveniente conocer. Es
 razonable esperar que el lector intente resolver algunos de ellos, con el fın de
 poner a prueba su comprension del material tratado. Los mas difıciles (en el
 criterio de los autores, lo cual no deja de ser subjetivo) estan marcados con
 un asterisco (*) y, a veces, con dos (**). En opinion de los autores, estos
 ejercicios pueden omitirse en un curso de pregrado, pero serıa aconsejable
 que se los considerara siempre en uno de posgrado. (En general, un asterisco
 previo a un lema, teorema, corolario, etc., indica que este presenta alguna
 caracterıstica que puede hacer conflictiva su comprension o asimilacion en
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vi CAPITULO 0. INTRODUCCION
 un primer contacto con tal material.)
 La presentacion que hacemos (y que esperamos que ocupe un justo medio
 entre un texto divulgativo y un tratado sobre las estructuras algebraicas
 abstractas, compartiendo las virtudes pero no los defectos de tal tipo de do-
 cumentos) ha sido altamente influida por la de los excelentes libros de I. N.
 Herstein [18] y[19]. De hecho, puede decirse que la nuestra es en esencia una
 elaboracion del material de estas obras, presentandolo en forma algo mas de-
 tallada, con el fın de adaptarlo a las necesidades de nuestros estudiantes y al
 estilo de los cursos en nuestras universidades. Esperamos ası haber comunica-
 do suficientes conocimientos tecnicos sobre el tema para permitir autonomıa
 de pensamiento en el mismo sin pretender crear un erudito. Otros textos
 han tenido tambien influencia, como es facilmente detectable, aunque de una
 manera mas local. Esto es evidente de los magnıficos libros de T. W. Hun-
 gerford [20], S. Lang [24], J. Rotman [27] y [28], E. Artin [4], I. Kaplansky
 [22] y B. L. Van der Waerden [32], aunque todos ellos son de un nivel mas
 avanzado que el nuestro. Tambien se han consultado, con gran beneficio, el
 texto de J. F. Caycedo [8] y las notas del curso que sobre la teorıa de los gru-
 pos imparte el Profesor V. S. Albis en la Universidad Nacional en Bogota [3],
 a quien agradecemos habernos puesto a nuestra disposicion el contenido total
 de las mismas, incluyendo material aun no publicado.
 Hemos procurado que tanto la notacion como la terminologıa sean las mas
 usuales. En cuanto a la primera, tal vez solo las expresiones A := B o
 B =: A, que indican que A se define en terminos de B, son algo exoticas.
 En cuanto a la segunda, hemos preferido el lenguaje clasico, tal vez un poco
 anticuado, de los anos 30 y 40 del Siglo XX, antes de la Teorıa de las Cate-
 gorıas y el Algebra Homologica hicieran su impacto (a comienzos de los anos
 50).
 Los dos ultimos autores terminaron de escribir este libro como homenaje a
 su maestro Jairo Charris Castaneda, despues de su muerte, y agradecen a
 los profesores Vıctor Albis y Xavier Caicedo por la lectura del material y sus
 valiosos aportes, correcciones y sugerencias.
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CAPITULO 1
 Conjuntos, funciones y sistemas numericos
 En este capıtulo fijaremos el lenguaje fundamental, el de los conjuntos, y
 revisaremos las propiedades basicas de los sistemas numericos clasicos. Tra-
 taremos de ser breves, pues suponemos que las nociones aquı introducidas
 son en alguna medida conocidas por los lectores, pero no sacrificaremos la
 precision necesaria.
 La presentacion que daremos se inspira en diversas fuentes, que no excluyen
 el Libro I del tratado de Bourbaki [7] (vease tambien [14]), pero es mucho
 mas informal y muy cercana a la dada en [10], aunque mas elaborada en
 ciertos puntos.
 1.1. Conjuntos y funciones
 La nocion matematica basica es la de conjunto. Los conjuntos son agru-
 paciones o colecciones de objetos que deseamos considerar a su vez como
 objetos autonomos. Los representaremos usualmente con letras mayusculas
 A, B, C, D, E, F, G, X, Y, Z, etc. Es tambien frecuente referirse a ellos
 como clases. Si X es un conjunto, a ∈ X significara que a es un objeto, un
 elemento, o un miembro de X, y se dice que a pertenece a X. Si a no es
 un objeto de X, escribiremos a /∈ X. Si X, Y son conjuntos, X ⊆ Y, que se
 3

Page 16
                        

4 CAPITULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMERICOS
 lee X esta contenido en Y, significara que todo objeto de X es tambien un
 objeto de Y. Se dice entonces que X es un subconjunto de Y, es usual escribir
 tambien Y ⊇ X, y expresarlo diciendo que Y contiene a X. La notacion
 X * Y, o lo que es lo mismo, la Y + X, indicara que X no es un subconjunto
 de Y, y sera equivalente a afirmar que existe a ∈ X tal que a /∈ Y .
 Aunque a veces se les da un significado diferente (vease, al respecto, [23],
 Apendice), y aunque preferiremos el termino conjunto, nosotros considera-
 remos que los terminos clase y conjunto son sinonimos. Solo usaremos es-
 poradicamente el termino clase y usualmente en el contexto de conjunto de
 conjuntos (parece mas elegante hablar de una clase de conjuntos).
 Dos conjuntos X, Y son iguales, X = Y , si tienen los mismos elementos, es
 decir, si X ⊆ Y y Y ⊆ X. Si X y Y no son iguales, es decir, si X * Y o
 Y * X, se dice que X y Y son diferentes, y se escribe X 6= Y .
 Si a es un objeto, {a} denotara el conjunto cuyo unico elemento es a. Ası,
 si A = {a} , x ∈ A si y solo si x = a. Debe distinguirse entre el objeto a
 y el conjunto {a} . Si a, b son objetos, denotaremos con {a, b} el conjunto
 cuyos unicos elementos son a y b, ası que B = {a, b} significara que x ∈ B
 si y solo si x = a o x = b. Si a = b y solo en este caso sera {a, b} = {a} .De la misma manera, si a1, a2, ..., an son objetos, A = {a1, a2, ..., an} deno-
 tara el conjunto cuyos elementos son a1, a2, ..., an. Entonces x ∈ A si y solo si
 x = ai para algun i = 1, 2, ..., n. Si P (x) es una condicion sobre una variable
 x y existe un conjunto A tal que a ∈ A si y solo si P (a) es una afirma-
 cion verdadera, usaremos las notaciones A = {x : P (x)} o A = {x : P (x)}para representar tal conjunto. Se dice que A es el conjunto de los objetos
 que verifican P (x) y que P (x) es una relacion colectivizante, es decir, que
 forma conjunto. Vease, al respecto, la nota relacion colectivizante 1.5. Ası,
 {a} = {x : x = a} , {a, b} = {x : x = a o x = b} , de tal manera que “x = a”
 y “x = a o x = b” son colectivizantes. Si P (x) es una condicion en x y X
 es un conjunto, admitiremos que el conjunto A de los objetos que verifican
 la condicion “ x ∈ X y P (x)” siempre existe y es un subconjunto de X; es
 decir, admitiremos que “x ∈ X y P (x)” es siempre colectivizante. En lugar
 de A = {x : x ∈ X y P (x)} es corriente escribir A = {x ∈ X : P (x)}.
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 Denotaremos con ∅ el conjunto vacıo, el cual es un conjunto sin elementos.
 La razon de introducir un conjunto vacıo es en muchos aspectos analoga a
 la de introducir el numero 0 en la aritmetica elemental. Permite ademas in-
 terpretar 0, en forma semejante a 1, 2, 3, etc., como el numero de elementos
 (cardinal) de un conjunto: 0 es el numero de elementos de ∅. Evidentemente
 ∅ es un subconjunto de cualquier conjunto A (pues de no ser ası, existirıa
 a ∈ ∅ tal que a /∈ A, lo cual es absurdo). Esto asegura que existe un unico
 conjunto vacıo (pues si hay dos, ∅ y ∅′, con el mismo argumento anterior se
 verifica que∅ ⊆ ∅′ y∅′ ⊆ ∅). Decir que A = ∅ es equivalente a decir que no
 existe ningun objeto a tal que a ∈ A. A su vez, A 6= ∅ garantiza la existencia
 de un a ∈ A. Claramente A = ∅ si y solo si A ⊆ ∅. Si no existe un objeto
 a tal que P (a) sea verdadera, admitiremos que P (x) es colectivizante y que
 {x : P (x)} = ∅. Por ejemplo, {x : x 6= x} = ∅. Si A y B son conjuntos,
 A∪B (la union de A y B) sera el conjunto de los objetos que estan al menos
 en uno de A o B, esto es A∪B = {x : x ∈ A o x ∈ B} , y x ∈ A∪B si y solo
 si x ∈ A o x ∈ B. A su vez, A∩B (la interseccion de A y B) sera el conjunto
 de los elementos comunes a A y B, esto es A ∩B = {x : x ∈ A y x ∈ B} , yx ∈ A ∩B si y solo si x ∈ A y x ∈ B. Si A ∩B = ∅, se dice que A y B son
 conjuntos disyuntos . Claramente A ⊆ A ∪ B y B ⊆ A ∪ B, A ∩ B ⊆ A y
 A ∩ B ⊆ B.
 Otras propiedades son:
 1. A ∪ A = A, A ∩ A = A, A ∪ B = B ∪ A,A ∩B = B ∩ A, A ∪∅ = A, A ∩∅ = ∅,
 2. A ∪ B = A si y solo si B ⊆ A,
 A ∩B = B si y solo si B ⊆ A,
 3. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C,A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C,
 4. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ,A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) .
 (1.1)
 Si A y B son conjuntos, ArB, la diferencia de A y B, el conjunto A menos
 B, o el complemento de B en A, sera el conjunto de los elementos de A que
 no estan en B, esto es A r B = {x ∈ A : x /∈ B} , y x ∈ A r B si y solo si
 x ∈ A y x /∈ B. Claramente ArA = ∅, Ar∅ = A, ArB = Ar (A ∩ B) ,
 ArB = ∅ si y solo si A ⊆ B. Si A y B son subconjuntos de X, A∩B = ∅
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6 CAPITULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMERICOS
 si y solo si A ⊆ X rB. Ademas,
 1. X r (A ∪ B) = (X r A) ∩ (X rB) ,
 2. X r (A ∩ B) = (X r A) ∪ (X rB) .(1.2)
 Verificaremos la segunda de tales igualdades: si x ∈ X r (A ∩ B) enton-
 ces x ∈ X y x /∈ (A ∩B) , ası que x ∈ X y x /∈ A o x /∈ B; esto es
 x ∈ X rA o x ∈ X rB, y entonces x ∈ (X r A)∪ (X rB) ; recıprocamen-
 te, si x ∈ (X r A) ∪ (X rB) , se tendra que x ∈ X rA o x ∈ X rB, de lo
 cual x ∈ X y x /∈ A o x /∈ B; esto implica que x ∈ X y x /∈ (A ∩ B) , de lo
 cual x ∈ X r (A ∩ B).
 Definicion 1.1. Si a y b son objetos,
 (a, b) := {{a}, {a, b}} (1.3)
 sera la pareja ordenada de primera coordenada a y segunda coordenada b.
 Teorema 1.1. (a, b) = (c, d) si y solo si a = c y b = d.
 Demostracion. La condicion es obviamente suficiente. Para ver que es nece-
 saria, supongamos primero a = b, ası que (a, b)={{a}}. Como {c, d} ∈ (a, b),
 sera {c, d} = {a}, ası que c = d = a. Esto implica a = c y b = d. Supon-
 gamos ahora a 6= b. Claramente {a} = {c}, ası que a = c. Por otra parte
 {a, b} = {c, d}, ası que d = a o d = b. Pero, si fuera d = a se tendrıa que
 d = c, de lo cual, por el argumento anterior, serıa a = b = c = d. Entonces
 d 6= a, y debera ser d = b. �
 Se deduce que, en general, (a, b) 6= (b, a). De hecho, (a, b) = (b, a) si y solo
 si a = b.
 Definicion 1.2. Si X y Y son conjuntos, el conjunto
 X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } (1.4)
 se denomina el producto cartesiano de X y Y .
 Evidentemente ∅× Y = X ×∅ = ∅. En general X × Y 6= Y ×X.
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 Si a1,a2, ..., an son objetos, n > 2, se define “inductivamente”
 (a1, a2, ..., an) = ((a1, a2, ..., an−1) , an) . (1.5)
 El conjunto (a1, a2, ..., an) se denomina la n − pla ordenada de coordenadas
 a1, a2, ..., an. En particular, (a, b, c) = ((a, b) , c) sera la tripla ordenada de
 coordenadas a, b, c. Como es natural, diremos que la pareja (a, b) sera la du-
 pla ordenada de coordenadas a, b. Se tiene que (a1, a2, ..., an) = (b1, b2, ..., bn)
 si y solo si a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn. Si X1, X2, ..., Xn, n ≥ 2, son
 conjuntos, X1 × X2 × ... × Xn sera el conjunto de las n−plas ordenadas
 (x1, x2, ..., xn) donde xi ∈ Xi, i = 1, 2, ..., n. Si n > 2, podemos considerar
 que X1 ×X2 × ...×Xn = (X1 ×X2 × ...×Xn−1)×Xn.
 Definicion 1.3. Un subconjunto G de X × Y se denomina una grafica. Si
 G ⊆ X × Y es una grafica y x ∈ X, el corte de G con x, G (x) , es
 G (x) := {y ∈ Y : (x, y) ∈ G} . (1.6)
 Definicion 1.4. Si G ⊆ X × Y es una grafica, se dice que la tripla
 R = (X,G, Y ) es una relacion entre elementos de X y de Y. Se dice en-
 tonces que G es la grafica de R. El conjunto X se denomina el conjunto
 de definicion o de partida de R y Y, el de llegada. Si (x, y) ∈ G, es usual
 escribir xRy y decir que x y y estan relacionados por R.
 Los conjuntos
 Dom (R) := {x ∈ X : G (x) 6= ∅}, Cod (R) :=⋃
 x∈XG (x) (1.7)
 (ası que Dom(R) = {x ∈ X : existe y ∈ Y con (x, y) ∈ G } y Cod(R) = {y ∈Y : existe x ∈ X con (x, y) ∈ G}), se denominan respectivamente el dominio
 y el codominio de R. Si para todo x ∈ X, G (x) es vacıo o se reduce a un
 punto, se dice que G es una grafica funcional y que R es una relacion fun-
 cional . Esto equivale a decir que no existen en G dos parejas distintas con la
 misma primera coordenada, o, lo que es lo mismo, que si xRy y xRy′ entonces
 y = y′. Puede suceder, sin embargo, que exista x ∈ X que no figure en ningu-
 na pareja de G, es decir, que G (x) = ∅, ası que es posible que Dom(R) 6= X.
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 Definicion 1.5. Si f = (X,G, Y ) es una relacion funcional y Dom (f) = X,
 se dice que f es una aplicacion o una funcion de X en Y .
 Si f = (X,G, Y ) es una funcion de X en Y, es usual escribir simplemente
 f : X −→ Y, sin mencionar a G. La razon para esto radica en que G puede
 describirse facilmente en terminos de f . En efecto, para todo x ∈ X, G (x)
 tiene un unico elemento, el cual se denomina la imagen de x por f y se deno-
 ta con f (x) , ası que G (x) = {f (x)} , y entonces G = {(x, f (x)) : x ∈ X}.Intuitivamente, una funcion f : X −→ Y es una ley que a cada x ∈ X asigna
 un unico elemento f (x) ∈ Y (una maquina que transforma a x en f (x)). La
 nocion de funcion que hemos dado, aunque menos “dinamica” que esta in-
 terpretacion intuitiva, contiene, sin embargo, toda la informacion pertinente
 acerca de esta: conjunto de definicion, conjunto de llegada, grafica, dominio,
 codominio, etc. De hecho, cuando a una persona se le pide que hable de una
 funcion, su primer impulso es generalmente el de fijar su dominio y dibujar
 su grafica.
 Si A ⊆ X, B ⊆ Y y f : X → Y es una funcion,
 f (A) := {f (x) ∈ Y : x ∈ A} , f−1 (B) := {x ∈ X : f (x) ∈ B}
 se denominan respectivamente la imagen directa de A y la imagen recıproca
 de B por f. Obviamente y ∈ f (A) si y solo si existe x ∈ A tal que y = f (x)
 (lo cual no excluye que exista x′ /∈ A tal que y = f (x′) , ası que f (x) ∈ f (A)
 no garantiza que x ∈ A), y x ∈ f−1 (B) si y solo si f (x) ∈ B.
 Es claro que Dom (f) = f−1 (Y ) y Cod (f) = f (X) . Es costumbre en este
 ultimo caso denominar tambien a f (X) la imagen o el recorrido de f y
 denotarlos con Im (f). Si Im (f) = Y , se dice que f es sobreyectiva. Decir
 que f es sobreyectiva equivale entonces a decir que todo elemento de Y es la
 imagen de algun elemento de X, es decir, que para todo y ∈ Y existe x ∈ X
 tal que y = f (x).
 Si B = {b}, es frecuente escribir simplemente f−1 (b) en lugar de f−1 (B) (o
 sea, de f−1 ({b})). Esto puede ser causa de confusion y lo evitaremos, pero
 es una practica usual.
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 Si a ∈Dom(f), se dice que f esta definida en a; si A ⊆ Dom (f), que f
 esta definida en A o sobre A.
 Si f : X −→ Y y g : Y −→ Z, g ◦ f : X −→ Z es la funcion dada por
 g ◦ f (x) := g (f (x)) , x ∈ X. (1.8)
 Si f = (X,G, Y ) y g = (Y,G′, Z), la grafica de g ◦ f se denota con G′ ◦ G.Notese que
 G′ ◦G = {(x, g (f (x))) : x ∈ X}y g ◦ f = (X,G′ ◦G,Z). Se dice que g ◦ f es la funcion compuesta de g y
 f y que G′ ◦G es la grafica compuesta de sus respectivas graficas.
 Si G ⊆ X × Y es una grafica,
 G−1 := {(y, x) : (x, y) ∈ G} ⊆ Y ×X (1.9)
 es tambien una grafica, denominada la grafica inversa deG. SiR = (X,G, Y ) ,
 R−1 := (Y,G−1, X) se denomina la relacion inversa de R. Si f = (X,G, Y )
 es una funcion y G−1 es una grafica funcional, o sea, si (y, x) , (y, x′) ∈ G−1
 implican x = x′, o, lo que es lo mismo, si f (x) = f (x′) implica x = x′, se
 dice que f es una aplicacion o una funcion inyectiva de X en Y. Aun si f es
 inyectiva, puede ser que f−1 = (Y,G−1, X) no sea una funcion, pues puede
 suceder que Dom (f−1) = f (X) 6= Y .
 Si tanto f como f−1 son funciones, lo cual ocurre si y solo si f es tanto
 sobreyectiva como inyectiva, en cuyo caso se dice que f es biyectiva, f−1 se
 denomina la funcion inversa de f . Notese que entonces y = f (x) es equiva-
 lente a f−1 (y) = x. Ademas, f−1◦ f (x) = x y f◦ f−1 (y) = y, cualesquiera
 que sean x ∈ X, y ∈ Y .
 Si Z es un conjunto, ∆Z = {(z, z) : z ∈ Z} se denomina la diagonal de Z (o,
 mas precisamente, de Z × Z). Evidentemente ∆Z es un grafica funcional,
 e iZ = (Z,∆Z , Z) es una funcion, que se denomina la funcion identica de
 Z. Notese que iZ (x) = x para todo x ∈ Z. Como es claro, ∆−1Z = ∆Z e
 i−1Z = iZ . Si f : X −→ Y es biyectiva, ası que f−1 : Y −→ X es tambien
 una funcion, se tiene entonces que f−1 ◦ f = iX y f ◦ f−1 = iY . En tal caso,
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 f−1 es tambien biyectiva y (f−1)−1
 = f .
 Nota 1.1. Al definirlos, hemos admitido implıcitamente que garantizada la
 existencia de los conjuntos X, Y y de los objetos a, b, podemos garantizar
 la existencia de los conjuntos X ∪ Y , X ∩ Y , X r Y , {a}, {a, b}, (a, b),X × Y, etc. Tambien hemos admitido, menos evidentemente, que si X y Y
 son conjuntos no vacıos y existe alguna regla que a cada elemento x ∈ X
 asocia un unico elemento τ (x) de Y , existe entonces f : X −→ Y tal
 que f (x) = τ (x). En efecto, podemos formar, segun lo dicho en el cuar-
 to paragrafo de esta seccion, el conjunto G = {(x, y) : (x, y) ∈ X × Y y
 y = τ (x)} = {(x, y) ∈ X × Y : y = τ (x)} y la tripla (X,G, Y ).
 Nota 1.2. La notacion f−1 para la funcion inversa de f puede ser cau-
 sa de alguna confusion. Por ejemplo, de acuerdo con la practica usual, si
 b ∈ Y , f−1 (b) denota a la vez el conjunto f−1 (b) y a su unico elemento.
 Espe-ramos que el contexto evite siempre esta posible confusion. Analoga-
 mente, es quiza mas natural llamar corte de una grafica G ⊆ X × Y con
 un punto x ∈ X al conjunto {x} × G (x) que al G (x) (hagase un dibujo),
 pero las convenciones de lenguaje son difıciles de cambiar. Ademas, G (x)
 es mas util que {x} × G (x) . Si X es un conjunto, f = (∅,∅, X) es una
 aplicacion inyectiva de ∅ en X (pues no existen x, x′ ∈ ∅, x 6= x′ tales que
 f (x) = f (x′)). Si X = ∅, f = f−1 = i∅ es la unica aplicacion de ∅ sobre
 sı mismo, y es biyectiva.
 Nota 1.3. Si R = (X,G, Y ) es una relacion y R−1 = (Y,G−1, X) es su rela-
 cion inversa, es claro que Dom (R−1) =Cod (R) y que Cod (R−1) =Dom (R).
 Para una relacion R = (X,G, Y ) puede suceder que G (x) = ∅ para algun
 x ∈ X (en cuyo caso x /∈ Dom(R) y Dom (R) 6= X) o que G (x) contenga
 mas de un punto. En general Cod (R) 6= Y , aun si R es una funcion. Si R
 es una relacion funcional, (Dom (R), G, Y ) es una funcion.
 Nota 1.4. Sean X, Y conjuntos, X 6= ∅ 6= Y. Entonces podemos garantizar,
 segun lo dicho en la nota 1.1, que existen a ∈ X y b ∈ Y, de lo cual, tambien
 (a, b) ∈ X × Y, ası que X × Y 6= ∅. Recıprocamente, si X × Y 6= ∅, existe
 (a, b) ∈ X × Y , de lo cual a ∈ X, b ∈ Y , y entonces X 6= ∅ 6= Y . Induc-
 tivamente se verifica tambien que si n > 2, X1 × · · · × Xn = ∅ si y solo si
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 Xi = ∅ para algun i = 1, 2, ..., n.
 Nota 1.5. La nocion intuitiva de conjunto, tal como la hemos presentado
 hasta el momento (vease [17] para un tratamiento similar) puede conducir
 a inconsistencias (contradicciones) desagradables . Por ejemplo, el suponer
 descuidadamente que cualquier relacion es colectivizante implica en particu-
 lar que la relacion x /∈ x lo es, lo cual nos lleva a hablar del “conjunto”
 A = {x : x /∈ x}, el cual conduce a la contradiccion A ∈ A sı y solo si A /∈ A.
 Naturalmente, podemos salir del impase diciendo simplemente que x /∈ x no
 es colectivizante, ası que no existe un conjunto A tal que a ∈ A si y solo si
 a /∈ a. Pero entonces ¿es colectivizante la relacion x = x? Es decir, ¿existe
 un conjunto A tal que A = {x : x = x}? El admitirlo, de hecho, nos lleva
 tambien a contradicciones. Para evitar esta incertidumbre, lo mas convenien-
 te es imponer ciertas limitaciones a la nocion intuitiva de conjunto, lo cual se
 hace exigiendo que estos satisfagan ciertas restricciones, llamadas axiomas
 o postulados de los conjuntos . Uno de estos axiomas es el siguiente, que no
 solo evita ciertas contradicciones, sino que tiene otras consecuencias utiles
 (vease el Ejercicio 1.11):
 Axioma de los conjuntos (A.C.). Si X es un conjunto, X 6= ∅, existe
 A ∈ X tal que A ∩X = ∅.
 Por ejemplo, del axioma (A.C.) se deduce que si A es un conjunto entonces
 A /∈ A. En efecto, si A ∈ A y X = {A}, no podrıa existir B ∈ X tal que
 B ∩ X = ∅, pues necesariamente serıan B = A y B ∩ X = {A} 6= ∅. Tal
 axioma implica de paso que dado un conjunto A siempre existe un objeto a
 tal que a /∈ A (tomese a = A), lo cual puede ser importante. Del Axioma
 (A.C.) se deduce que la relacion x /∈ x no es colectivizante. En efecto, si
 A = {x : x /∈ x} fuera un conjunto, dado que A /∈ A, se tendrıa que A ∈ A,
 lo cual es absurdo. De la misma manera se verifica (Ejercicio 1.11) que x = x
 no es colectivizante. Nosotros no proseguiremos esta discusion, la cual es el
 objeto de las teorıas axiomaticas de los conjuntos (veanse [7], [12], [23], [30].
 Definicion 1.6. Si X es un conjunto, el conjunto de los subconjuntos de X
 es
 ℘ (X) := {A : A ⊆ X} . (1.10)
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 Claramente ∅, X ∈ ℘ (X) , con ℘ (∅) = {∅}. El conjunto ℘ (X) se conoce
 tambien como el conjunto de las partes de X.
 Definicion 1.7. Una familia de conjuntos con ındices en el conjunto I es
 un aplicacion f : I → C, donde C es un conjunto (clase) de conjuntos. Si
 Ai = f (i), es usual escribir f = (Ai)i∈I .
 Si (Ai)i∈I es una familia de conjuntos,⋃i∈I Ai (la union de los Ai) sera el
 conjunto de los elementos que estan al menos en uno de los Ai (con⋃i∈I Ai =
 ∅ si I = ∅). Decir entonces que x ∈ ⋃i∈I Ai es equivalente a decir que existe
 i ∈ I tal que x ∈ Ai. A su vez, si I 6= ∅,⋂i∈I Ai (la interseccion de los
 Ai) sera el conjunto de aquellos objetos que estan en todos los Ai, y decir
 que x ∈ ⋂i∈I Ai es equivalente a afirmar que x ∈ Ai para todo i ∈ I. Las
 relaciones
 1. X r⋃i∈I Ai =
 ⋂i∈I (X r Ai) ,
 2. X r⋂i∈I Ai =
 ⋃i∈I (X r Ai) ,
 (1.11)
 validas si I 6= ∅, y conocidas como leyes de De Morgan, seran utiles en
 el futuro. Verificaremos la primera de ellas. El argumento es tıpico de
 los usados para este tipo de comprobacion: sea x ∈ X r⋃i∈I Ai; entonces
 x ∈ X y x /∈ ⋃i∈I Ai, ası que x ∈ X y, para todo i ∈ I, x /∈ Ai; entonces
 x ∈ X r Ai para todo i ∈ I, y sera x ∈ ⋂i∈I (X r Ai); recıprocamente, si
 x ∈ ⋂i∈I (X r Ai) , sera x ∈ X r Ai para todo i ∈ I, y, por lo tanto, x ∈ X
 y, para todo i ∈ I, x /∈ Ai; se concluye que x ∈ X y x /∈ ⋃i∈I Ai, ası que
 x ∈ X r⋃i∈I Ai.
 Nota 1.6. Tal como en la Nota 1.1, admitimos que al definir un conjunto a
 partir de ciertos objetos o de otros conjuntos, este conjunto existe (aunque
 puede ser vacıo). Ası, si X es un conjunto, ℘ (X) existe y es un conjunto, y
 si I y los Ai, i ∈ I, son conjuntos, tambien⋃i∈I Ai y
 ⋂i∈I Ai son conjuntos,
 este ultimo si I 6= ∅. Si I = ∅,⋂i∈I Ai no esta definido; sin embargo,
 frecuentemente se conviene en darle cierto significado: por ejemplo, si todos
 los Ai son subconjuntos de un mismo conjunto X, es usual (y en cierta forma
 natural) tomar⋂i∈∅Ai = X (pues si x ∈ X, no existe i ∈ I tal que x /∈ Xi).
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 1.2. Los numeros reales
 Supondremos que el lector esta familiarizado en alguna medida con las pro-
 piedades basicas del sistema (R ,+, ·,R+) de los numeros reales . Este sistema
 se define pidiendo en primer lugar que la adicion (+) y la multiplicacion (·)sean leyes de composicion interna en R, el llamado conjunto de los numeros
 reales (es decir, que sean aplicaciones de R× R en R). Ası que x+ y y x · y(es tambien costumbre escribir xy en lugar de x · y) son numeros reales si
 x y y lo son. Se pide ademas que existan en R dos elementos privilegiados
 distintos 0 y 1 tales que
 x+ 0 = x, x · 1 = x, x ∈ R; (1.12)
 que para todo x ∈ R exista (−x) ∈ R tal que
 x+ (−x) = 0 (1.13)
 y tambien, cuando x 6= 0, exista x−1 tal que
 x · x−1 = 1. (1.14)
 Se pide finalmente que tales leyes satisfagan las relaciones
 1. x+ (y + z) = (x+ y) + z,
 2. x+ y = y + x,(1.15)
 3. x · (y · z) = (x · y) · z,4. x · y = y · x, (1.16)
 5. x · (y + z) = x · y + x · z. (1.17)
 Se dice entonces que 0 es el elemento neutro aditivo y que (−x) es el inver-so aditivo de x. La ecuacion a + x = b tendra entonces la unica solucion
 x = b + (−a) (la cual se denota tambien con b − a), pues a + (b+ (−a)) =(a+ (−a)) + b = 0 + b = b, de lo cual c = b − a es solucion. La unicidad
 resulta de observar que si tambien a + c = a + c′, entonces c = c′, ya que
 c = (−a) + (a+ c) = ((−a) + a) + c′ = 0 + c′ = c′, lo cual se conoce como
 ley de cancelacion de la adicion. Se deduce que si a+x = a, necesariamente
 x = 0, y si a + x = 0 entonces x = (−a). En particular, − (−a) = a, pues
 ambos, a y − (−a), son soluciones de (−a) + x = 0.
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 De a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0 = a · 0 se deduce que a · 0 = 0 cualquiera que sea
 a ∈ R (pues ambos, a · 0 y 0 resuelven la ecuacion a · 0+x = a · 0). Entonces
 (−a) b = −ab, ya que ambos (−a) b y −ab son soluciones de ab+ x = 0. De
 la misma manera a (−b) = −ab, y tambien (−a) (−b) = ab, ya que ambos re-
 suelven (−a) b+x = 0. Por otra parte, x·y 6= 0 si x 6= 0 y y 6= 0, pues x·y = 0
 implica, si y 6= 0, que (x · y) · y−1 = 0 · y−1 = 0 = x · (y · y−1) = x · 1 = x.
 Esto garantiza que (·) es una ley de composicion interna en R∗ = Rr {0}(es decir, una aplicacion de R∗ × R∗ en R∗). Si a ∈ R∗, la ecuacion ax = b
 tendra entonces la solucion unica x = ba−1 = a−1b (escrita tambien c =b
 ao c = b/a). En efecto, a (a−1b) = (aa−1) b = 1b = b, y si tambien ac = ac′
 entonces c = a−1 (ac′) = (a−1a) c′ = c′ (propiedad cancelativa de la multipli-
 cacion). Notese que si a 6= 0 entonces a/a = 1 y 1/a = a−1. Ademas, si
 a 6= 0 entonces a−1 6= 0 (pues a · a−1 = 1 6= 0) y (a−1)−1
 = a, pues ambos re-
 suelven a−1x = 1; y si tambien b 6= 0, entonces (ab)−1 = b−1a−1, pues b−1a−1
 y (ab)−1 son ambos solucion de (ab) x = 1. Se dice que 1 es el elemento
 neutro multiplicativo y, si a 6= 0, que a−1 es el inverso multiplicativo de a.
 Las relaciones (1.12) a (1.17) se conocen como los axiomas algebraicos de
 R. La estructura de orden de R esta determinada por el conjunto R+ de los
 numeros reales positivos. Si para A,B ⊆ R definimos
 A+ B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} ,AB := {xy : x ∈ A, y ∈ B} ,− A := {−x : x ∈ A} ,
 se pide que el conjunto R+ tenga las propiedades fundamentales siguientes:
 1. R+ ∩ (−R+) = {0} ,2. R = R+ ∪ (−R+) ,
 3. R+ + R+ ⊆ R+,
 4. R+R+ ⊆ R+.
 (1.18)
 Estas relaciones se conocen como los axiomas algebraicos del orden de R(posteriormente daremos otro axioma de orden, de naturaleza mas compleja).
 Si a, b ∈ R, la notacion a ≤ b (lease a es menor o igual que b) significara que
 b− a ∈ R+, y la a ≥ b (lease a es mayor o igual que b), que b ≤ a. Como es
 claro, a ≥ 0 equivale a que a ∈ R+. Decir que a ∈ (−R+) es equivalente a
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 decir que a = −b, b ∈ R+, o, lo que es lo mismo, a que −a ∈ R+; esto ultimo
 equivale, dado que −a = 0− a, a que a ≤ 0, y se dice en tal caso que a es un
 numero real negativo. R− := (−R+) se denomina el conjunto de los numeros
 reales negativos. Es util recordar que si a ∈ R entonces a ∈ R+ o a ∈ R−, y
 que a ∈ R− si y solo si (−a) ∈ R+, a ∈ R+ si y solo si (−a) ∈ R−. Las dos
 primeras propiedades en (1.18) se traducen en
 1. Si a ≤ 0 y a ≥ 0, entonces a = 0.
 2. Si a ∈ R, entonces a ≤ 0 o a ≥ 0.(1.19)
 Las dos ultimas se sintetizan en
 Si a ≥ 0 y b ≥ 0, entonces a+ b ≥ 0, ab ≥ 0. (1.20)
 Las afirmaciones en (1.19) son aun respectivamente equivalentes a las
 Si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b, (1.21)
 y
 Dados a, b ∈ R, a ≤ b o b ≤ a, (1.22)
 lo cual se verifica inmediatamente.
 Teorema 1.2. La relacion ≤ tiene ademas las siguientes propiedades:
 1. a ≤ a,
 2. Si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c,(1.23)
 cualesquiera que sean a, b, c en R.
 Demostracion. (1) es clara, pues a − a = 0 ∈ R+. Ahora, las hipotesis de
 (2) garantizan que b−a y c− b estan en R+, y como c−a = (c− b)+(b− a),
 (1.20) asegura que c− a ∈ R+. �
 Nota 1.7. Las afirmaciones (1.21) y (1.23) expresan que ≤ es una relacion
 de orden. Si se anade (1.22), esta relacion es lo que se conoce como una rela-
 cion de orden total o un orden lineal (dos elementos cualesquiera de R estan
 siempre relacionados o son siempre comparables). La relacion (1.20) expresa
 que ≤ es en cierta forma compatible con la adicion y la multiplicacion.
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 Nota 1.8. Para un numero real a se tiene que a ∈ R+ o (−a) ∈ R+. Esto
 implica que a2 = a · a ∈ R+, pues a2 = a · a = (−a) (−a). En particular,
 1 = 1 · 1 ∈ R+. Notese que si a ∈ (−R+) y b ∈ R+ entonces a ≤ b (pues
 a ≤ 0 y 0 ≤ b).
 Nota 1.9. Si a, b ∈ R, a < b (lease a es estrictamente menor que b) significa
 que a ≤ b y a 6= b. Como es claro, a ≤ b si y solo si a < b o a = b. En lugar
 de a < b es tambien corriente escribir b > a (lease b es estrictamente mayor
 que a). Si a > 0, se dice que a es estrictamente positivo. Si a < 0, que a es
 estrictamente negativo.
 Si A es un subconjunto de R, un elemento a de R tal que a ≥ x para todo
 x ∈ A se denomina una cota superior de A (si a ≤ x para todo x ∈ A, a es
 una cota inferior de A). Si a ∈ A y es cota superior de A, se dice que a es
 un maximo de A (un mınimo si a ∈ A y es cota inferior de A). Si a, b son
 ambos maximos o mınimos de A, a ≤ b y b ≤ a, ası que a = b. Es decir, un
 conjunto A tiene, si lo tiene, un unico maximo: maxA (y, tambien un unico
 mınimo: mınA). Si a, b ∈ R, es claro que max{a, b} = a o max{a, b} = b.
 De igual manera, mın{a, b} = a o mın{a, b} = b.
 Si A ⊆ R, A+ denotara el conjunto de las cotas superiores de A y A− el de
 sus cotas inferiores. Decir que a ∈ A+ (respectivamente, a ∈ A−) es equi-
 valente a decir que no existe b ∈ A tal que a < b (respectivamente, b < a).
 Por ejemplo, R+ = R++ = ∅ (si a ∈ R, no puede ser a ≥ x para todo x ∈ R+,
 pues serıan a ∈ R+, a + 1 ∈ R+ y a + 1 ≤ a, lo cual es absurdo). Tambien
 R− = ∅, y ∅+ = ∅− = R (pues dado a ∈ R, no existe b ∈ ∅ tal que a < b o
 b < a). Por otra parte, (−R+)+ = R+, R−
 + = −R+, y 0 es maximo de (−R+)
 y mınimo de R+.
 Definicion 1.8. Si A ⊆ R y A+ 6= ∅, se dice que A es acotado superior-
 mente (respectivamente, inferiormente, si A− 6= ∅). Si A+ 6= ∅ 6= A−, se
 dice que A es acotado.
 Teorema 1.3. Un subconjunto A de R es acotado si y solo si existe a ≥ 0
 tal que −a ≤ x ≤ a para todo x ∈ A
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 Demostracion. Supongase que A es acotado. Si A = ∅, sea a = 1 (como
 no existe x ∈ A tal que x > 1 o que x < −1, entonces −1 ≤ x ≤ 1 para
 todo x ∈ A). Si existe x ∈ A, sean c ∈ A+, d ∈ A−. Como d ≤ x y c ≥ x
 entonces d ≤ c. Sea entonces a el maximo de {−d, c} : a = max{−d, c}.Como c ≤ a, es claro que x ≤ a para todo x ∈ A. A su vez, −x ≤ −d ≤ a
 para todo x ∈ A, ası que x ≥ −a para tales x. Lo recıproco es trivial. �
 Definicion 1.9. Si a ∈ R, el valor absoluto de a es |a| := max {a,−a}.
 Notese que si a ∈ R, a ≤ max {a, b} , b ≤ max {a, b} . Como |a| = max {a,−a} ,es claro entonces que a ≤ |a| y −a ≤ |a| . Por lo tanto,
 1. − |a| ≤ a ≤ |a| .
 De 1, se deduce que |a| ≥ − |a| , de modo que
 2. |a| ≥ 0.
 Evidentemente |0| = max {0, 0} = 0. Por otra parte, de 1, se tiene que si
 |a| = 0 entonces 0 ≤ a ≤ 0, de modo que que a = 0. En resumen,
 3. |a| = 0 si y solo si a = 0.
 Como max {− (−a) ,−a} = max {a,−a} , se tiene que
 4. |−a| = |a| .
 Si |a| ≤ b entonces max {−a, a} ≤ b, ası que −a ≤ b y a ≤ b, o sea −b ≤a ≤ b. Por otra parte, si −b ≤ a ≤ b entonces −a ≤ b y a ≤ b, de lo cual
 |a| = max {−a, a} ≤ b. Luego
 5. |a| ≤ b si y solo si −b ≤ a ≤ b.
 Como evidentemente, de (1), − (|a|+ |b|) ≤ a+ b ≤ |a|+ |b| , se obtiene que
 6. |a+ b| ≤ |a|+ |b| ,
 y de 6, se deduce |a| = |(a− b) + b| ≤ |a− b|+ |b| , ası que |a|− |b| ≤ |a− b| .Igualmente |b| − |a| ≤ |b− a| = |a− b| , de lo cual se obtiene que |a− b| ≤|a| − |b| ≤ |a− b|. De modo que 5, implica que
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 7. ||a| − |b|| ≤ |a− b| .
 Como es obvio, a ≥ 0 si a = |a| . Por otra parte, si a ≥ 0 entonces −a ≤ 0,
 ası que −a ≤ a y |a| = max {−a, a} = a. Es decir,
 8. |a| = a si y solo si a ≥ 0.
 De 8, se deduce, en particular, que ||a|| = a. Como |−a| = |a| , se tiene
 tambien que
 9. |a| = −a si y solo si a ≤ 0.
 Teniendo en cuenta entonces que (−a) (−b) = ab, se concluye que si ab ≥ 0
 entonces |ab| = ab = (−a) (−b) = |a| |b| . Y si ab < 0, de (−a) b > 0 se
 obtiene tambien que |ab| = |(−a) b| = |−a| |b| = |a| |b|. En consecuencia,
 10. |ab| = |a| |b| .
 Notese finalmente que |a|2 = |a| |a| = a · a = a2 y que |a+ b| = |a| + |b| si ysolo si |a+ b|2 = (|a|+ |b|)2 , lo cual ocurre si y solo si ab = |a| |b| , es decir, siy solo si ab ≥ 0. Tambien se comprueba facilmente que, |a− b| = ||a| − |b||si y solo si ab ≥ 0.
 Es claro que A ⊆ R es acotado si y solo si existe b ∈ R tal que |a| ≤ b para
 todo a ∈ A
 Las propiedades (axiomas) tanto algebraicas como de orden que hemos su-
 puesto hasta ahora para R son intuitivas y muy razonables para describir un
 sistema del cual se espera que sea tan rico como los numeros reales de nues-
 tra experiencia cotidiana. Hay, sin embargo, muchos sistemas numericos que
 satisfacen todas las propiedades anteriores y que pueden ser muy distintos
 de R. El sistema (R, +, ·, R+) tiene, sin embargo, una ultima propiedad que
 lo caracteriza (vease, al respecto, el Ejercicio 1.32), y cuya naturaleza es algo
 mas sutil que la de las otras.
 Axioma de caracterizacion de los reales (A.C.R.). Si A es un subcon-
 junto no vacıo de R y A+ 6= ∅, A+ tiene un mınimo.
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 El axioma (A.C.R.) se conoce tambien como el axioma de completez del orden
 de los reales. No es un axioma algebraico, pues no es una afirmacion sobre
 una operacion binaria, ni sobre el resultado de efectuar una tal operacion
 sobre los elementos de R. Sus implicaciones, incluyendo las algebraicas, son,
 sin embargo, multiples.
 Si A+ tiene un mınimo y a = mınA+, se dice que a es el extremo superior
 de A : a = supA := mınA+. Claramente a ≥ x para todo x ∈ A, es decir,
 a es cota superior de A; y si b < a, debe existir x ∈ A tal que b < x. Estas
 dos propiedades caracterizan completamente a supA. Analogamente si A−
 tiene un maximo a, se dice que tal maximo es el extremo inferior de A :
 a = ınf A := maxA−.
 Nota 1.10. Si A 6= ∅ y A− 6= ∅, de A− = − (−A)+ se deduce que
 (−A)+ 6= ∅. Tambien (−A) 6= ∅, y como −mın (−A)+ = max (A−), se de-
 duce que si A y A− son no vacıos, A− tiene un maximo. Es decir, A tiene un
 extremo inferior. Se tiene ademas que ınf (A) = max (A−) = −mın (−A)+ =
 − sup (−A).
 Nota 1.11. En el axioma de caracterizacion de los reales es necesario hacer
 dos hipotesis sobre A, A 6= ∅, A+ 6= ∅, para poder asegurar la existencia
 de supA Por ejemplo, ∅+ = R y R no tiene un mınimo, ası que sup∅ no
 existe. Tampoco existen supR y supR+, pues R+ = R++ = ∅. A su vez,
 para asegurar la existencia de ınf A hay que suponer que A 6= ∅ y A− 6= ∅.Para garantizar la existencia simultanea de ınf A y supA se debe entonces
 suponer que A es acotado y no vacıo.
 1.3. Los numeros naturales
 Definicion 1.10. Un subconjunto A de R es (finitamente) inductivo si
 1. 0 ∈ A, y
 2. Si a ∈ A, entonces a+ 1 ∈ A.(1.24)
 Los conjuntos R y R+ son inductivos. Si (Ai)i∈I es una familia de subcon-
 juntos inductivos de R con I 6= ∅, obviamente A =⋂i∈I Ai es inductivo.
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 Definicion 1.11. El conjunto interseccion de todos los subconjuntos induc-
 tivos de R se denomina el conjunto de los numeros naturales y se denota con
 N.
 Evidentemente N⊆R+. De hecho N ⊆A si A es inductivo, y si A es induc-
 tivo y A ⊆ N, necesariamente A = N. Como N contiene, por ejemplo, el
 conjunto N′ formado por 0 y por los numeros de la forma n + 1 con n ∈ N,y este conjunto es inductivo (0 ∈ N′, y si n ∈ N y m = n + 1 ∈ N′ entonces
 m + 1 = (n+ 1) + 1 ∈ N′, pues n + 1 ∈ N), se deduce que N = N′. Es
 decir, N = {0} ∪ {n + 1 : n ∈ N}, y como n + 1 = 0, n ∈ N, implica que
 1 ∈ (−N) ⊆ R−, de lo cual 1 ∈ R+∩R−, y ası 1 = 0, que es absurdo, se deduce
 que la union es disyunta. Esta observacion se debe a G. Peano, y se expresa
 usualmente diciendo que todo numero natural m 6= 0 es el sucesor de algun
 otro (m = n+ 1) , pero 0 no es el sucesor de ningun otro natural. Algunos ele-
 mentos de N son entonces 0, 1 = 0+1, 2 := 1+1, 3 := 2+1, 4 := 3+1, ...,etc.
 Se obtiene entonces el siguiente teorema.
 Teorema 1.4. Si m es un numero natural entonces m ≥ 0 y si m > 0,
 necesariamente m ≥ 1. Es decir, no existen numeros naturales m tales que
 0 < m < 1.
 Demostracion. La primera afirmacion es clara, pues N ⊆ R+. Si m > 0
 entonces m 6= 0, ası que m = n+ 1, n ∈ N, de lo cual m− 1 ∈ R+ y m ≥ 1.
 �
 Teorema 1.5. Si m y n son numeros naturales, m+n es un numero natural .
 Demostracion. Sea N′′ el conjunto de los numeros naturales m tales que
 m + n ∈ N para todo n ∈ N. Evidentemente 0 ∈ N′′, y si m ∈ N′′, tambien
 m+1 ∈ N′′, pues (m+ 1)+n = (m+ n)+1 ∈ N para todo n ∈ N. Entonces
 N′′ ⊆ N y N′′ es inductivo, ası que N = N′′. �
 Teorema 1.6. Si m ≥ n son naturales, m− n es un natural.
 Demostracion. Sea N′′′ el conjunto de los naturales n tales que si m ∈ N y
 n ≤ m, existe p ∈ N con n + p = m. Evidentemente 0 ∈ N′′′ y si n ∈ N′′′ y
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 n + 1 ≤ m, m ∈ N, dado que m = p + 1, p ∈ N (pues m 6= 0), se tiene que
 n ≤ p. Existira entonces q ∈ N tal que n+ q = p, de lo cual (n+ 1)+ q = m.
 Entonces N′′′ = N, pues N′′′ es inductivo. �
 Corolario 1.1. Si m < n son naturales entonces m+1 ≤ n. Lo mismo, si
 m < n+ 1, entonces m ≤ n.
 Demostracion. Si fuera n < m+ 1, serıa 0 < n−m < 1, lo cual es absurdo,
 pues n−m ∈ N. �
 Teorema 1.7. (Principio de buena ordenacion de N). Si A ⊆ N es no
 vacıo, A tiene un mınimo. De hecho, ınf A = mınA.
 Demostracion. Como 0 ∈ A−, A− 6= ∅. Sean a = ınf A y m ∈ A tal que
 m < a+1. Entonces m− 1 < a, de lo cual m− 1 < n para todo n ∈ A, osea
 m ≤ n para todo n ∈ A, ası que m = mınA. Ademas m = a, pues a ≤ m ya
 que m ∈ A, y m ≤ a, pues m ∈ A− y a = maxA−. �
 Teorema 1.8. (Arquımedes). El conjunto N no es acotado superiormente.
 Si a, b son reales y a > 0, existe n ∈ N tal que na > b.
 Demostracion. Si fuera N+ 6= ∅, existirıa a = supN. Esto es absurdo, pues
 existirıa n ∈ N tal que a− 1 < n, de lo cual a < n+ 1 ∈ N. Ahora, si fuera
 na ≤ b para todo n ∈ N, se tendrıa que b/a ∈ N+. �
 Nota 1.12. Del Teorema 1.8 se deduce que si a ∈ R y a > 0, existe n ∈ N,n > 0, tal que 1/n < a. Si A ⊆ N es superiormente acotado y no vacıo, y
 si a = supA, necesariamente a ∈ A; es decir, a = maxA. En efecto, exis-
 tira n ∈ A, n > a−1, ası que n ≥ m para todom ∈ A. Entonces, n = maxA,
 y como n ∈ A, n ≤ a. Por otra parte, como n ∈ A+ y a = mınA+, tambien
 a ≤ n.
 Un metodo frecuente de demostracion esta basado en el siguiente teorema.
 Teorema 1.9. (Principio de induccion). Si P (x) es una afirmacion sobre
 una variable x, y si
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 1. P (0) es verdadera, y
 2. P (n+ 1) se deduce de P (n) para todo n ∈ N,
 entonces P (n) es verdadera para todo n en N.
 Demostracion. Sea N = {n ∈ N : P (n)} . Claramente 0 ∈ N, y si n ∈ N,de modo que P (n) es verdadera, tambien P (n+ 1), al deducirse de P (n),
 lo sera. Entonces n+ 1 ∈ N, y sera N = N. �
 Ejemplo 1.1. Como aplicacion del teorema anterior demostraremos que
 si m ∈ N entonces mn ∈ N para todo n ∈ N. Sea m ∈ N arbitrario pe-
 ro fijo, y sea P (x) la condicion “mx ∈ N”. Entonces P (0) es verdadera
 (pues m0 = 0 ∈ N), y si suponemos que P (n) es verdadera tambien lo
 sera P (n+ 1), puesto que m (n+ 1) = mn +m ∈ N se deduce del Teorema
 1.5.
 La siguiente forma del Teorema 1.9 sera tambien usada en lo que sigue.
 Corolario 1.2. Sean P (x) una afirmacion sobre una variable x, m ∈ N.Supongase que
 1. P (m) es verdadera.
 2. De la validez de P (k) para todo los k ∈ N, m ≤ k < n, se deduce la
 validez de P (n) .
 Entonces, P (n) es valida para todo n ∈ N, n ≥ m.
 Demostracion. Sea X el conjunto de los k ∈ N, k ≥ m, tales que P (k) es
 falsa (es decir, que “no P (k)” es verdadera). Demostraremos que X = ∅.
 En efecto, si fuera X 6= ∅, existirıa n = mınX (pues X ⊆ N). Como n ∈ X,
 P (n) es falsa. Ademas m < n, pues P (m) es verdadera. De hecho, P (k) es
 verdadera para todo m ≤ k < n. Pero esto implica que P (n) es verdadera,
 lo cual es absurdo. Entonces X = ∅, y P (k) es verdadera para todo k ∈ N,k ≥ m. �
 Usaremos el Teorema 1.9 y el Colorario 1.1 sin mencionarlos explıcitamente.
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 1.4. Numeros enteros y aritmetica elemental
 Definicion 1.12. El conjunto Z = N∪ (−N) se denomina el conjunto de los
 numeros enteros . Si a ∈ Z, se dice que a es un numero entero.
 Como es claro, decir que m ∈ Z es equivalente a decir que m ∈ N o −m ∈ N.Por lo tanto, m ∈ Z si y solo si m ∈ R y |m| ∈ N.
 Una de las propiedades mas notables e importantes del conjunto Z de los
 enteros se establece en el siguiente teorema, conocido como el Algoritmo de
 la division que se atribuye a Euclides, quien lo establecio en el caso de los
 enteros positivos.
 Teorema 1.10. (Euclides). Si m,n ∈ Z, n 6= 0, existen q, r ∈ Z, 0 ≤ r <
 |n|, unicos, tales que m = nq + r.
 Demostracion. Notese que r es siempre un numero natural. Podemos su-
 poner tambien que n es un natural, pues si m = nq + r, tambien m =
 (−n) (−q) + r. Supongamos primero que m es un natural y razonemos por
 induccion. Si m = 0, la afirmacion es evidente con q = r = 0. Supongamos
 entonces que m = nq + r, 0 ≤ r < n, ası que 0 < r + 1 ≤ n. Si r + 1 < n,
 la afirmacion en m + 1 es clara, pues m + 1 = nq + (r + 1) . Si r + 1 = n,
 entonces m + 1 = n (q + 1) + 0, es tambien de la forma deseada. Esto de-
 muestra la afirmacion para todo m ∈ N. Ahora, si m < 0 y (−m) = nq + r,
 0 ≤ r < n, sera m = n (−q) si r = 0 y m = n (−q − 1) + (n− r) si r > 0.
 Esto completa la demostracion de existencia, pues 0 < n− r < n. La unici-
 dad resulta de observar que si m,n > 0 son enteros entonces nm ≥ n, de lo
 cual nq + r = nq′ + r′, que equivale a n (q − q′) = r′ − r < n, es imposible
 con q > q′. �.
 Se concluye que todo numero entero m es de una y solo una de las formas
 m = 2k o m = 2k+1, donde k ∈ Z. En el primer caso se dice que m es par ;
 en el segundo, que es impar.
 Si m,n ∈ Z y q, r ∈ Z son tales que m = qn+ r con 0 ≤ r < m, se dice que q
 es el cociente de dividir m por n y que r es el resto de tal division. Es usual
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 escribir q = q (m,n) y r = r (m,n). Notese que si m,n ∈ N, tambien q ∈ N.
 Si a, b ∈ Z entonces a+ b ∈ Z. Esto es claro si a, b ∈ N; y si a, b ∈ (−N) en-tonces − (a+ b) = (−a)+ (−b) ∈ N, de lo cual a+ b ∈ (−N) . Por ultimo, si
 a, b ∈ N entonces a+(−b) = a− b ∈ N si a ≥ b y a+(−b) = − (b+ (−a)) =− (b− a) ∈ (−N) si a < b. Tambien ab ∈ Z si a, b ∈ Z, como resulta de las
 relaciones ab = (−a) (−b) y −ab = (−a) b = a (−b) . Como es claro, 0, 1 ∈ Z.
 Definicion 1.13. Sean a, b ∈ Z. Se dice que a divide b, que a es un divisor
 de b, o que a es un factor de b, y se escribe a | b, si
 1. a 6= 0.
 2. Existe c ∈ Z tal que b = ac.
 Se dice tambien que b es un multiplo de a.
 Como se verifica inmediatamente, a∣∣b es equivalente a cualquiera de las afir-
 maciones siguientes: a∣∣ |b|, |a|
 ∣∣ |b|, |a|∣∣ b, a
 ∣∣(−b), (−a)∣∣b, (−a)
 ∣∣(−b).
 Si a = 0 o si a no es un divisor de b, escribiremos a ∤ b (a no divide b). Es cla-
 ro que si a 6= 0 entonces a | 0 (pues a·0 = 0) y que a | b si y solo si r (b, a) = 0.
 Es evidente que si a, b, c ∈ Z, entonces
 1. a | a (si a 6= 0).
 2. Si a | b y b 6= 0 entonces |a| ≤ |b| .3. Si a | b y b | a entonces |a| = |b| .4. Si a | b y b | c entonces a | c.
 Definicion 1.14. Sean a, b ∈ Z tales que a2 + b2 > 0. Se dice que d es el
 maximo comun divisor de a y b, si
 1. d > 0,
 2. d | a y d | b,3. c | a y c | b implica c | d.
 La propiedad 2. expresa que d es un divisor comun de a y b. La propiedad
 3. implica que cualquier divisor de a y b debe ser menor o igual que d, de lo
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 cual el nombre dado a d.
 Si a, b ∈ Z, no es evidente que exista un d ∈ Z, maximo comun divisor d de
 a y b. Sin embargo, de lo dicho anteriormente se deduce que, si existe, es
 unico. En efecto, si d′ es otro, entonces d | d′ y d′ | d, de lo cual d = d′.
 Teorema 1.11. (Bezout). Si a, b ∈ Z y a2 + b2 > 0, existe d ∈ Z, el cual esmaximo comun divisor de a y b. Mas aun
 d = ma+ nb, (1.25)
 donde m,n ∈ Z.
 Demostracion. Sea A = {xa + yb > 0 : x, y ∈ Z}. Es claro que A ⊆ N,y tomando x = a, y = b se deduce que A 6= ∅ (pues a2 + b2 > 0). Sea
 d = mınA (Teorema 1.7). Como d ∈ A, es claro que d > 0, y existen ademas
 m,n ∈ Z tales que d = ma + nb, relacion que asegura que si c | a y c | bentonces c | d. Veamos que d | a y d | b, lo cual completara la demostracion.
 Si suponemos, por ejemplo, d ∤ a, se tiene que a = qd + r con 0 < r < d,
 ası que r = (1− qm) a+(−qn) b, lo cual es absurdo, pues implica que r ∈ A.
 De la misma manera se razona si d ∤ b. Esto demuestra el teorema. �
 En vista de su existencia y unicidad, denotaremos con mcd(a, b) el maximo
 comun divisor de a y b (cuando a2 + b2 > 0). La relacion
 mcd(a, b) = ma+ nb
 dada en el Teorema 1.11 se denomina una relacion de Bezout para mcd(a, b) .
 En general m y n no son unicos (vease el Ejercicio 1.28).
 Notese que si a, b, q, r ∈ Z, a = bq + r, b 6= 0 y r 6= 0 entonces mcd(a, b) =
 mcd(b, r). En efecto, consideremos c = mcd(a, b), como a − bq = r tene-
 mos que c | r. Si c′ | b y c′ | r entonces c′ | a y por lo tanto c′ | c,ası c = mcd(b, r). Tomemos ahora a, b ∈ Z, b 6= 0, por el Teorema 1.10
 existen q, r ∈ Z tales que a = bq + r, 0 ≤ r < |b|. Pongamos a = r0, |b| = r1y r = r2, de esta forma se tiene que r0 = q1r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1 y por
 lo demostrado antes mcd(r0, r1) = mcd(r1, r2). Haciendo repetidamente al
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 mismo proceso tenemos que rk−1 = qkrk + rk+1, 0 ≤ rk+1 < rk y si rk+1 6= 0,
 mcd(rk−1, rk) = mcd(rk, rk+1). Como 0 ≤ rk+1 < rk < · · · < r2 < r1 se tiene
 que rk+1 = 0 para algun k, teniendo ası que mcd(rk−1, rk) = rk y por lo tanto
 mcd(a, b) = rk. El procedimiento anteriormente descrito se conoce como el
 Algoritmo de Euclides y es un metodo efectivo para calcular el mcd de dos
 numeros enteros.
 Corolario 1.3. Si a, b ∈ Z, a2 + b2 > 0 y d > 0, d = mcd (a, b) si y solo si
 d es un divisor comun de a y b y existen m,n ∈ Z tales que d = ma+ nb.
 Demostracion. Del Teorema 1.11 sabemos que si d =mcd(a, b) entonces
 d > 0, d es un divisor comun de a y b y existen m,n ∈ Z que verifican
 (1.25). Solo resta por demostrar que si d > 0 es un divisor comun de a y b,
 y d = ma+ nb, m, n ∈ Z, entonces d = mcd (a, b) . Pero esto es obvio, pues
 si c | a y c | b, de d = ma+ nb se deduce que c | d. �
 Nota 1.13. Si a, b ∈ Z, el solo hecho de que d = ma + nb > 0, m, n ∈ Z,
 no asegura que d = mcd (a, b) . Se necesita que d | a y d | b. Por ejem-
 plo, 2 = 3 · 5 + (−1) · 13, pero 2 6=mcd(5, 13) = 1. Mas generalmente, si
 mcd(a, b) = 1, en cuyo caso 1 = ma+nb, m, n ∈ Z, para todo d > 0 se tiene
 que d = (md) a+(nd) b, y ningun real d > 1 puede ser mcd(a, b) . Observese,
 sin embargo, que si 1 = ma + nb, m, n ∈ Z, entonces 1 = mcd (a, b), pues
 1 | a y 1 | b.
 Nota 1.14. Si a2 + b2 > 0 y d > 0 es un divisor comun de a y b, entonces
 d ≥ c para todo divisor comun c de a y b si y solo si d = mcd(a, b) (pues si
 d ≥ c para todo divisor c, entonces mcd(a, b) ≤ d, y como d | mcd (a, b) , por
 ser un divisor, tambien d ≤ mcd (a, b). Por otra parte, ya hemos visto que
 si d = mcd (a, b) entonces d ≥ c para todo divisor c de a y b).
 Evidentemente, 5 = mcd (10, 15) y 5 = (−1) 10 + 15; 2 = mcd (14, 22) y
 2 = 2 · 22 + (−3) · 14; 1 = mcd (3, 5) y 1 = 2 · 3 + (−1) · 5. Sin em-
 bargo, 7 = 14 · 3 + (−7) · 5, pero 7 6= mcd (3, 5) . Notese tambien que
 mcd (a, b) = mcd (a, |b|) = mcd (|a| , b) = mcd (|a| , |b|) = mcd (−a, b) =
 mcd (a,−b) = mcd (−a,−b) .
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 Teorema 1.12. Si d = mcd(a, b) y c > 0, entonces mcd(ca, cb) = cd. Si
 ademas c | a y c | b, entonces d/c = mcd(a/c, b/c).
 Demostracion. En efecto, d = ma + nb, m, n ∈ Z, y cd = m(ca) + n(cb).
 Como obviamente cd | ca y cd | cb, entonces cd = mcd(ca, cb). Tambien
 d/c = m(a/c) + n(b/c), y como d/c ∈ Z, d/c | a/c y d/c | b/c, entoncesd/c = mcd(a/c, b/c). �
 Corolario 1.4. Si a2+b2 > 0 y d = mcd(a, b), entonces mcd(a/d, b/d) = 1.
 Definicion 1.15. Si mcd(a, b) = 1, se dice que a y b son numeros primos
 relativos .
 Nota 1.15. Como es claro, a y b son primos relativos si y solo si existen m,
 n ∈ Z tales que 1 = ma + nb. En tal caso se deduce que si c | a, tambien
 mcd(c, b) = 1 (pues 1 = (mq)c+ nb para algun q ∈ Z).
 Por ejemplo, 3 y 5 son primos relativos, y lo mismo es cierto de 8 y 21,
 pues 2 · 3 + (−1) · 5 = 1 y 8 · 8 + (−3) · 21 = 1. Tambien 4 y 21 son
 primos relativos, pues 16 · 4 + (−3) · 21 = 1. Notese que 7 | 21 y que
 1 = 16 · 4 + (−9) · 7 = 2 · 4 + (−1) · 7.
 Nota 1.16. Es claro que si d 6= 0 entonces d | a si y solo si mcd(d, a) = |d| .En particular, mcd(1, a) = 1.
 Los siguientes resultados son de gran importancia en la teorıa elemental de
 los numeros, y a lo largo de todo este curso.
 Teorema 1.13. Si a | bc y mcd(a, b) = 1, entonces a | c.
 Demostracion. Evidentemente existen m,n, q ∈ Z tales que 1 = ma +
 nb y bc = qa, de lo cual c = (mc) a+ n (bc) = (mc+ nq) a. �
 Corolario 1.5. Si mcd(a, b) = mcd (a, c) = 1, entonces mcd(a, bc) = 1. En
 particular, si |a| > 1, entonces a ∤ bc.
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 Demostracion. Si d = mcd (a, bc) entonces d | bc, y como tambien
 d | a, entonces mcd(d, b) = 1 (Nota 1.15). Se concluye que d | c, ası qued =mcd(d, c) = 1 (pues d | a y mcd(a, c) = 1). �
 El corolario anterior se puede generalizar.
 Corolario 1.6. Si mcd(a, ai) = 1, i = 1, ..., n, entonces mcd(a1, a2, . . . , an)
 = 1. Si |a| > 1, entonces a ∤ a1a2 · · · an.
 Demostracion. La afirmacion es evidente si n = 1, 2. Y si n > 2, resulta de
 un argumento inductivo, observando que a1 · · · an = (a1 · · · an−1) an. �
 Nota 1.17. Se deduce que si a | (a1 · · · an) an+1, y mcd (a, ai) = 1,
 i = 1, 2, ..., n, entonces a | an+1 (pues mcd(a, a1a2 · · · an) = 1, y basta
 aplicar el Teorema 1.13).
 Teorema 1.14. Si a | c, b | c y mcd(a, b) = 1, entonces ab | c.
 Demostracion. Sean a′, b′ tales que c = aa′, c = bb′ y m,n ∈ Z tales que
 1 = ma+ nb. Entonces c = mac+ nbc = (mb′ + na′) (ab) . �
 Definicion 1.16. Sea p ∈ Z tal que
 1. p > 1.
 2. Si q | p entonces |q| = p o |q| = 1.
 Se dice entonces que p es un numero primo. Es decir, p es un primo si y solo
 si p > 1 y sus unicos divisores son ±1 y ±p.
 Teorema 1.15. Si p > 1, entonces p es un primo si y solo si para todo
 entero a, p | a o mcd(p, a) = 1, y las dos posibilidades son mutuamente ex-
 cluyentes. Por otra parte, si p > 1 no es primo, existen m > 1 y n > 1 en
 Z tales que p = mn.
 Demostracion. Si p > 1 es primo y a ∈ Z entonces p | a o p ∤ a. Si p ∤ aentonces d = mcd (p, a) 6= p, y como d | p, necesariamente d = 1. Supongase
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 recıprocamente que p no es primo. Entonces existe a ∈ Z, 1 < a < p, tal que
 a | p. Como es claro, p ∤ a, y sin embargo, mcd(a, p) = a 6= 1. La ultima
 afirmacion es trivial. �
 Nota 1.18. Evidentemente 2 y 3 son primos, y no es difıcil verificar que
 tambien 5 y 7 lo son.
 Corolario 1.7. Sean p un primo y a, b enteros. Si p | ab, entonces p | ao p | b. Mas generalmente, si a1, ..., an son enteros y p | a1 · · · an, entoncesp | ai para algun i, 1 ≤ i ≤ n.
 Demostracion. Si p ∤ ai para i = 1, 2, ..., n, entonces mcd(p, ai) = 1, ası que
 (Corolario 1.5) mcd(p, a1 · · · an) = 1. Entonces, p ∤ a1 · · · an. �
 Nota 1.19. Es claro que si p y q son primos, p | q si y solo si p = q.
 Lema 1.1. Sea a ∈ Z, a > 1. Entonces, existen numeros primos p1 ≤ ... ≤pn, n ≥ 1, tales que
 a = p1 · · · pn. (1.26)
 En particular, existe al menos un primo p tal que p | a.
 Demostracion. Sea X el conjunto de los a > 1 en Z para los cuales no
 existen primos p1 ≤ ... ≤ pn, n ≥ 1, tales que a = p1 · · · pn. Si X 6= ∅,existe a = mınX. Claramente a > 1 y no es primo, ası que existen b > 1,
 c > 1 tales que a = bc. Como b, c < a, entonces b, c /∈ X, y existiran primos
 que dividen b y primos que dividen c. Sea p1 el mınimo de tales primos
 (tal mınimo existe, pues el conjunto de los primos es un subconjunto de N).Claramente p1 | a y a/p1 /∈ X, pues a/p1 < a. Existiran entonces primos
 p2 ≤ ... ≤ pn, n ≥ 2, tales que a/p1 = p2 · · · pm, y como p2 | a, p2 dividira b
 o c, ası que p1 ≤ p2. Entonces a = p1 · · · pn y a ∈ X, lo cual es absurdo.
 Entonces X = ∅, y el lema queda demostrado. �
 Teorema 1.16. Si a ∈ Z y a > 1, existen primos p1 < ... < pn, n ≥ 1, y
 enteros α1, ..., αn, αi > 0 para todo i, tales que
 a = pα11 · · · pαn
 n . (1.27)
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 Tal factorizacion de a es ademas unica, en el sentido de que si q1 < ... < qm,
 m ≥ 1, son primos, β1, ..., βm son enteros, βi > 0 para todo i, y tambien
 a = qβ11 · · · qβmm , entonces m = n y pi = qi, αi = βi, i = 1, 2, ..., n.
 Demostracion. Agrupando primos iguales, la existencia de una factorizacion
 (1.27) es consecuencia obvia de (1.26). Demostraremos la unicidad, haciendo
 induccion sobre a. Ahora, si a = p1 es primo y tambien a = qβ11 · · · qβmm , en-
 tonces p1 | qi para algun i (Corolario 1.6), ası que p1 = qi, de lo cual p1 ≥ q1,
 y si fuera p1 > q1 se tendrıa que q1 6= 1, q1 6= p1 y q1 | p1, lo cual es absurdo.
 Entonces p1 = q1. Esto implica ademas que 1 = qβ1−11 qβ22 · · · qβmm , lo cual es
 tambien absurdo si m ≥ 2 o β1 > 1. Entonces m = 1 y β1 = 1. Supongamos
 ahora que la afirmacion es cierta para todo 1 < b < a, y demostremosla para
 a. Supongamos a = pα11 · · · pαn
 n = qβ11 · · · qβmm . De nuevo p1 | qβ11 · · · qβmm(pues p1 | a), ası que p1 = qi para algun 1 ≤ i ≤ m, de lo cual p1 ≥ q1.
 Analogamente q1 = pj para algun 1 ≤ j ≤ n, de lo cual q1 ≥ p1. Entonces
 i = j = 1 y q1 = p1, ası que b = pα1−11 pα2
 2 · · · pαnn = qβ1−1
 1 qβ22 · · · qβmm . Como
 1 < b < a, esto implica que m = n, que α1 − 1 = β1 − 1, α2 = β2, ..., αn = βny que p1 = q1, ..., pn = qn. Entonces m = n, pi = qi y αi = βi, i = 1, 2, ..., n.
 �
 Dada su importancia, el teorema anterior se conoce como el Teorema Fun-
 damental de la Aritmetica.
 Nota 1.20. Es claro que del Teorema 1.16 se deduce la unicidad de la fac-
 torizacion (1.26), pues agrupando terminos iguales, una factorizacion (1.26)
 es obviamente equivalente a una (1.27).
 Nota 1.21. Si a 6= 0, 1, |a| admite una factorizacion unica de la forma
 |a| = pα11 · · · pαn
 n , n ≥ 1, p1 < ... < pn, αi > 0 para todo i. Se dice que tal
 descomposicion es la factorizacion de a en potencias de primos o, tambien, la
 descomposicion primaria de a (si a 6= 0, un factor primario de a es un divisor
 m de a de la forma m = pn, donde p es un primo y n ≥ 1 es un entero). A
 su vez, la factorizacion |a| = p1 · · · pm, donde m ≥ 1 y p1 ≤ ... ≤ pm son pri-
 mos, se denomina su descomposicion en factores primos o, simplemente, su
 descomposicion prima. Notese que si a < −1, a = −pα11 ···pαn
 n y a = −p1···pm.
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 Nota 1.22. Si |a| > 1 y el conjunto {p1, ..., pn} contiene los factores primos
 de a, |a| puede escribirse en la forma
 |a| = pα11 · · · pαn
 n , αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n. (1.28)
 Como es claro, αi > 0 en (1.28) si y solo si pi es un factor primo de a.
 Del Teorema 1.16 se deduce el siguiente corolario.
 Corolario 1.8. Si |a| = pα11 · · ·pαn
 n y |b| = pβ11 · · ·pβnn , donde los pi son primos
 y αi ≥ 0, βi ≥ 0 para todo i = 1, 2, ..., n, entonces
 mcd (a, b) = pγ11 · · · pγnn (1.29)
 donde γi = mın{αi, βi}, i = 1, 2, ..., n.
 Demostracion. Si c = pγ11 ···pγnn , es claro que c | a y c | b, y si a′ = a/c, b′ = b/c,
 es tambien claro que si pi | a′ entonces pi ∤ b′, y recıprocamente, ası que ningun
 primo p divide simultaneamente a a′ y b′. Esto implica que mcd(a′, b′) = 1
 y ası mcd(a, b) = c. �
 Si a, b ∈ Z y ab 6= 0, se define el mınimo comun multiplo mcm(a, b) de a y b
 por
 mcm (a, b) =|ab|
 mcd (a, b), (1.30)
 ası que si |a| = pα11 · · · pαn
 n y |b| = pβ11 · · · pβnn , donde los pi son primos y
 αi ≥ 0, βi ≥ 0, entonces
 mcm (a, b) = pµ11 · · · pµnn , µi = max{αi, βi}, 1 ≤ i ≤ n, (1.31)
 como resulta inmediatamente de observar que max{αi, βi} + mın{αi, βi}= αi + βi, i = 1, 2, ..., n.
 Teorema 1.17. Si a, b ∈ Z y ab 6= 0, m =mcm(a, b) es un multiplo tanto
 de a como de b; y si n es un multiplo tanto de a como de b, n es un multiplo
 de m. En particular, m ≤ |n|.
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 Demostracion. Evidentemente m =mcm(a, b) es un multiplo de a y de b,
 pues si d = mcd (a, b) , entonces m = a (±b/d) = (±a/d) b. Ademas, si n > 0
 es un multiplo tanto de a como de b entonces d | n, y tanto (a/d) como (b/d)
 dividen a (n/d) . Como ademas mcd(a/d, b/d) = 1, tambien|ab|d2
 =m
 ddivide
 a (n/d) (Teorema 1.14). Entonces m | n, y ası m ≤ n. �
 El teorema anterior explica la razon del nombre mınimo comun multiplo. Es
 frecuente convenir en que mcm(a, 0) =mcm(0, 0) = 0 para todo a ∈ Z.
 Es de esperar que el lector este familiarizado desde sus estudios basicos con
 los procedimientos para obtener las descomposiciones prima y primaria de
 un entero y para calcular los maximos divisores y los mınimos multi-plos co-
 munes. Para finalizar esta seccion, presentamos el siguiente famoso Teorema
 de Euclides.
 Teorema 1.18 (Euclides). El conjunto de los numeros primos es infinito.
 Demostracion. Supongase, por el contrario, que solo existen finitos primos
 p1, ..., pn, y sea a = (p1 · · · pn)+ 1. Debe existir al menos un primo p tal que
 p | a (Lema 1.1). Pero evidentemente p 6= pi, i = 1, 2, ..., n, pues p ∤ 1. Esto
 es absurdo. Entonces, deben existir infinitos primos. �
 Para las nociones precisas de conjunto finito e infinito, vease la Seccion 1.9.
 Para un tratamiento de los enteros, analogo al que hemos dado, vease [18].
 1.5. Los numeros racionales
 El subconjunto Q = {a/b : a, b ∈ Z, b 6= 0} de R se denomina el sistema
 de los numeros racionales . Si r ∈ Q, diremos que r es un numero racional .
 Recordamos que a/b =a
 b= ab−1. Supongase un momento que a, b, c, d
 son numeros enteros. Notese que a/b = (−a) / (−b) , lo cual implica que
 todo numero racional se escribe en la forma a/b con b > 0. Como es claro,
 a/b = c/d si y solo si ad = bc (con bd 6= 0). Como
 a
 b+c
 d=ad+ bc
 bd(1.32)
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 ya
 b· cd=ac
 bd, (1.33)
 se deduce que (+) y (·) son clausurativas en Q, es decir, que r + r′ y rr′
 estan en Q si r y r′ lo estan. Notese que 1 = 1/1 ∈ Q y 0 = 0/1 ∈ Q.Como − (a/b) = (−a) /b, se deduce que si r ∈ Q entonces (−r) ∈ Q. Como
 tambien (a/b)−1 = b/a si a/b 6= 0, o sea, si a 6= 0, entonces r−1 ∈ Q si r ∈ Qy r 6= 0. Finalmente como ac/bc = a/b si c 6= 0, se tiene que si mcd(a, b) = d
 entonces a/b = ad−1/bd−1 y, como es claro, mcd(ad−1, bd−1) = 1. Es decir,
 todo numero racional r se escribe en la forma a/b con b > 0 y mcd(a, b) = 1.
 Se dice en tal caso que a/b es la forma reducida de r.
 Lema 1.2. Si A ⊆ Z es superiormente acotado y no vacıo, y si a = supA,
 entonces a ∈ A; es decir a = maxA.
 Demostracion. En efecto, a−1 no es cota superior de A, ası que existe n ∈ A
 con a − 1 < n, de lo cual a < n + 1. Esto implica que m < n + 1, o sea
 que m ≤ n, para todo m ∈ A, ası que n = maxA. Pero a ≤ n, pues n es
 cota superior de A; y tambien n ≤ a, pues n ∈ A. Entonces a = n ∈ A y
 a = maxA. �
 Definicion 1.17. Si a ∈ R, definimos
 ⌊a⌋ := sup{m ∈ Z : m ≤ a}. (1.34)
 Se dice que ⌊a⌋ es el mayor entero en a. Tambien, que ⌊a⌋ es la parte entera
 de a.
 Nota 1.23. Notese que como no es posible que a < m para todo m ∈ Z(pues serıa −a > −m para todo m ∈ Z y, por lo tanto, −a serıa, en par-
 ticular, una cota superior de N), siempre existira m ∈ Z, m ≤ a, ası que
 el conjunto en (1.34) es no vacıo. Como ademas a es cota superior de tal
 conjunto, ⌊a⌋ esta bien definido y, en virtud de Lema 1.2, ⌊a⌋ pertenece al
 conjunto de la derecha en (1.34). Se tiene entonces que ⌊a⌋ ∈ Z, y que
 ⌊a⌋ ≤ a < ⌊a⌋ + 1, o sea que a − 1 < ⌊a⌋ ≤ a. De hecho, m = ⌊a⌋ si y
 solo si m ∈ Z y m ≤ a < m + 1 o, lo que es lo mismo, si y solo si m ∈ Zy a − 1 < m ≤ a. En efecto, esta ultima relacion implica obviamente que
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 ⌊a⌋ − 1 < m ≤ ⌊a⌋, o sea, que ⌊a⌋ ≤ m ≤ ⌊a⌋.
 Teorema 1.19. Si a, b ∈ R y a < b, existe r ∈ Q tal que a < r < b.
 Demostracion. Sea m ∈ N tal que m (b− a) > 1. Entonces ⌊ma⌋ ≤ ma ≤mb− 1, de lo cual ma < ⌊ma⌋+ 1 < mb, y ası a < (⌊ma⌋+ 1) /m < b. �
 El Teorema 1.19 tiene implicaciones importantes en diversas areas de la ma-
 tematica (especialmente en el denominado analisis matematico).
 1.6. Dos notaciones utiles
 Sean a1, a2, ..., an numeros reales, n ≥ 1. Escribiremos
 n∑
 k=1
 ak = a1 + a2 + ...+ an. (1.35)
 En particular,∑1
 k=1 ak = a1,∑2
 k=1 ak = a1 + a2.
 Convendremos en que1∑
 k=n
 ak =n∑
 k=1
 ak. (1.36)
 Si 1 ≤ l ≤ m ≤ n, entoncesm∑k=l
 ak = al + al+1 + ...+ am.
 De igual manera definimos
 n∏
 k=1
 ak = a1 · a2 · · · an. (1.37)
 En particular,1∏
 k=1
 ak = a1,2∏
 k=1
 ak = a1 · a2 y convendremos en que
 1∏
 k=n
 ak =n∏
 k=1
 ak. (1.38)
 Si 1 ≤ l ≤ m, entoncesm∏k=l
 ak = al · al+1 · · · am.
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 1.7. Los numeros irracionales
 Si a ∈ R, definimos inductivamente
 a0 := 1, (a 6= 0); an := an−1a, n = 1, 2, ... (1.39)
 Notese que entonces an+1 = ana y an−1 = ana−1, n ≥ 0.
 Tambien definimos, si a 6= 0,
 an :=(a−1)−n
 , n = −1,−2, ... (1.40)
 Notese que (a−1)−n
 en (1.40) esta ya definido en (1.39), y se deduce que
 an+1 = ana, n < 0. En efecto, esto es claro si n = −1; y si n < −1,
 entonces an+1 = (a−1)−n−1
 = (a−1)−n
 (a−1)−1
 = ana (pues −n > 0). Si m,n
 son enteros, es facil verificar (por induccion sobre n si n ≥ 0, y usando la
 relacion (1.40) si n < 0) que para a ∈ R,
 1. ana−1 = an−1, a 6= 0,
 2. am+n = am · an,3. (an)−1 = (a−1)
 n= a−n,
 4. (am)n = amn = (an)m .
 (1.41)
 Se supone que si alguno de los numeros m,n es menor que 0 entonces a 6= 0.
 Demostraremos 1. y 2. Supongamos primero n ≥ 0 en 1. La afirmacion es
 clara si n = 0. Supongamosla para n. Como entonces an+1a−1 = (ana) a−1 =
 an = a(n+1)−1, la afirmacion queda demostrada en este caso. Supongamos
 ahora n < 0. Entonces ana−1 = (a−1)−na−1 = (a−1)
 −n+1= an−1 (pues
 −n > 0). Veamos la demostracion de 2. Supongamos primero m ≥ 0
 o n ≥ 0. Digamos n ≥ 0. La afirmacion es evidente si n = 0. Suponien-
 do entonces la validez de 2. para n, se deduce que am+(n+1) = a(m+n)+1 =
 am+na = am (ana) = aman+1. Si m ≥ 0, se procede de la misma manera.
 Queda entonces por considerar el caso m < 0, n < 0, de modo que m+n < 0.
 Se tiene que am+n = (a−1)−(m+n)
 = (a−1)−m
 (a−1)−n
 = aman (pues −m > 0
 y −n > 0).
 Tambien
 (ab)m = ambm, (1.42)
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 donde a, b 6= 0 si m < 0. Obviamente a−1 6= 0 y (a−1)−1
 = a si a 6= 0. Es
 tambien facil verificar (por induccion) que cuando 0 ≤ a ≤ b, entonces
 an ≤ bn, n = 0, 1, 2, .... (1.43)
 En esta ultima circunstancia se tiene tambien que si a 6= 0 entonces
 b−n ≤ a−n, n = 0, 1, 2, ..., (1.44)
 pues si a ≤ b, obviamente b−1 ≤ a−1.
 Demostraremos ahora un resultado aritmetico util, con una consecuencia sor-
 prendente (por lo menos fue sorprendente para Pitagoras). La demostracion
 requiere sin embargo el axioma (A.C.R.) y no es, por lo tanto, puramente al-
 gebraica. Requiere, ademas, de las dos observaciones preliminares siguientes.
 En primer lugar, si x, y ∈ R, entonces
 xn − yn = (x− y)n∑
 k=1
 xn−kyk−1, n ≥ 1. (1.45)
 Esto resulta inmediatamente de un argumento inductivo basado en la igual-
 dad xn+1 − yn+1 = xn (x− y) + y (xn − yn) . Se deduce que si 0 ≤ y ≤ x
 entonces
 nyn−1 (x− y) ≤ xn − yn ≤ nxn−1 (x− y) , (1.46)
 pues xn−kyk−1 ≤ xn−kxk−1 = xn−1, xn−kyk−1 ≥ yn−1
 Teorema 1.20. Si b > 0 y n ∈ N, n ≥ 1, existe a ∈ R, a > 0, tal que
 an = b. Tal a es ademas unico.
 Demostracion. Supongase primero que b ≥ 1, y sea A = {x ∈ R : x > 0 y
 xn ≤ b}. Como 1 ∈ A, A es no vacıo. Por otra parte b+ 1 es cota superior
 de A, pues si x ≥ b + 1 entonces xn ≥ (b+ 1)n ≥ b + 1 > b, ası que si
 x ∈ A, necesariamente x < b + 1. Sea entonces a = supA. Claramente
 a > 0. Si fuera an < b, podrıamos tomar 0 < ε ≤ a tal que ε <b− an
 2n−1nan−1,
 ası que, de (1.46), (a+ ε)n ≤ n (a+ ε)n−1 ε + an ≤ (2n−1nan−1) ε + an < b,
 lo cual implica que a + ε ∈ A, que es absurdo. Tampoco puede ser b < an,
 pues tomando 0 < ε ≤ a y ε <an − b
 nan−1se obtiene, mediante (1.46), que
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 an − (a− ε)n ≤ nan−1ε < an − b, lo cual asegura que (a− ε)n > b, que es
 tambien absurdo, pues obviamente a − ε ∈ A. Se concluye que an = b en
 este caso. Si ahora suponemos 0 < b < 1 entonces b−1 > 1, y si c ∈ R, c > 0,
 es tal que cn = b−1, entonces (c−1)n= (cn)−1 = (b−1)
 −1= b, y basta tomar
 a = c−1. Esto completa la demostracion de la existencia de a. Ahora, si
 an = cn = b y 0 < c ≤ a entonces, de (1.46), 0 ≤ n (a− c) cn−1 ≤ 0, de
 lo cual n (a− c) cn−1 = 0, ası que c = a. Esto establece la unicidad de a y
 completa la demostracion. �
 Definicion 1.18. Si b > 0 y n ≥ 1 es un numero natural, el unico a > 0 tal
 que an = b se denomina la raız n-esima positiva de b y se denota con b1/n o
 con n√b.
 Nota 1.25. Es costumbre escribir simplemente√b en lugar de 2
 √b. Como
 es claro, 11/n = 1 para todo natural n ≥ 1. Es tambien usual convenir en
 que 01/n = 0 (pues 0n = 0). Cuando n = 2, se dice que b1/n = b1/2 es la raız
 cuadrada positiva de b. Cuando n = 3, que b1/n = b1/3 es la raız cubica de b.
 Notese que cuando n es par, tambien(−b1/n
 )n= b. Por otra parte, si n es
 impar y b < 0,(− |b|1/n
 )n= b.
 El siguiente resultado justifica el haber desviado la atencion del lector hacia
 las anteriores consideraciones sobre las raıces de numeros reales. Para otras
 justificaciones, vease la Seccion 1.8, formulas (1.54) y (1.85).
 Teorema 1.21. Si p es un numero primo y n ≥ 2, p1/n no es un numero
 racional.
 Demostracion. Supongase que p1/n = a/b, donde a, b ∈ N con mcd(a, b) = 1.
 Entonces p = an/bn, ası que p | an, de lo cual p | a y a = pc para algun c ∈ N.Se deduce que pn−1cn = bn, ası que p | bn, y entonces p | b. Esto es absurdo,
 pues mcd(a, b) = 1. �
 Se deduce que RrQ 6= ∅. Si x ∈ RrQ, se dice que x es un numero irra-
 cional. Tal vez el mas famoso de los numeros irracionales, por ser el primero
 conocido (Pitagoras), es√2 (aunque π y e puedan ser mas importantes).
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 Los numeros irracionales son, en un sentido preciso, mas abundantes que los
 numeros racionales (vease la Seccion 1.9). Que no son tan escasos, se puede
 apreciar en el siguiente teorema.
 Teorema 1.22. Si a, b son numeros reales, con a < b, existe un numero
 irracional x tal que a < x < b.
 Demostracion. En virtud del Teorema 1.18, podemos suponer que a es racio-
 nal. Sea entonces n ∈ N tal que n (b− a) >√2, de lo cual b > a+
 √2/n > a.
 Como a +√2/n es irracional (si fuera a +
 √2/n = r ∈ Q, se tendrıa que√
 2 = n (r − a) ∈ Q), el teorema queda demostrado. �
 Nota 1.26. Si b > 0 y n ∈ N, n > 0, entonces, por definicion,(b1/n
 )n= b.
 Por otra parte bn > 0, y si (bn)1/n = a entonces a > 0 y bn = an, de lo cual
 a = b, y tambien (bn)1/n = b. Es decir, si b > 0 entonces(b1/n
 )n= (bn)1/n = b
 para todo n ∈ N, n > 0.
 Nota 1.27. Las consideraciones anteriores sobre las raıces permiten dar
 sentido a br para todo b > 0 y todo r ∈ Q. Basta, en efecto, definir
 bm/n := (bm)1/n (1.47)
 para todo par m,n ∈ Z, n > 0. Como se verifica inmediatamente, tambien
 bm/n =(b1/n
 )m(si(b1/n
 )m= a entonces a > 0 y
 [(b1/n
 )m]n=[(b1/n
 )n]m=
 bm = an, de lo cual a = (bm)1/n). De esto se deduce sin mas, que si b > 0
 entonces (br)r′
 = brr′=(br
 ′)ry brbr
 ′= br+r
 ′, cualesquiera que sean r, r′ ∈ Q.
 Si tambien a > 0, entonces (ab)r = arbrpara todo r ∈ Q. Para una definicion
 de ar, a > 0, r arbitrario en R, vease [12], Capıtulo 5, Nota 5.10, o el Ejercicio1.37 mas adelante. No haremos uso de este concepto.
 1.8. Los numeros complejos
 El sistema (C,+, ·) de los numeros complejos se obtiene al dotar C = R× Rde las leyes de composicion interna
 1. (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) ,
 2. (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) .
 (1.48)
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 En lugar de (a, b) · (c, d) es usual escribir simplemente (a, b) (c, d) .
 Usaremos preferencialmente las letras z, ξ, ζ para denotar los elementos de
 C, especialmente cuando aparecen como variables. Si z = (a, b) ∈ C, a se
 denomina la parte real de z : a = ℜ (z) . A su vez, b es la parte imaginaria de
 z : b = ℑ (z) . El numero complejo z := (a,−b) se conoce como el conjugado
 de z.
 Es costumbre identificar el numero complejo (a, 0) con el numero real a :
 (a, 0) = a. (1.49)
 Esta identificacion permite considerar a R como un subconjunto de C.
 Tambien se definen
 − (a, b) := (−a,−b) ,(a, b)− (c, d) := (a, b) + (− (c, d)) = (a− c, b− d) .
 (1.50)
 El numero complejo
 i := (0, 1) , (1.51)
 que juega un papel importante en la teorıa de numeros complejos, se denomi-
 na la unidad imaginaria. De hecho, un numero complejo de la forma (0, b) se
 denomina un numero imaginario. Dado que (0, b) = (b, 0) (0, 1) = bi, como
 resulta inmediatamente de (1.48) y (1.49), los numeros imaginarios son los
 multiplos reales de i. Se tiene que
 i2 = (0, 1) (0, 1) = (−1, 0) = −1. (1.52)
 El tener la Relacion (1.52) es lo que hace interesante el sistema (C,+, ·) .Como
 (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a+ bi,
 todo numero complejo z se escribe
 z = ℜ (z) + ℑ (z) i. (1.53)
 Si z = (a, b) es un numero complejo, (1.48) y (1.49) implican que zz = a2+b2,
 y el numero real
 |z| :=√zz =
 √a2 + b2 (1.54)
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 se denomina valor absoluto de z (para la nocion de raız cuadrada de un
 numero positivo, vease la Seccion 1.7). Claramente |z| ≥ 0. Notese que
 |z| =√z2 si z ∈ R (pues b = 0 y z = a en 1.53).
 Sean z, ξ numeros complejos. Las siguientes afirmaciones se verifican facil-
 mente a partir de las Definiciones (1.48), (1.50), (1.51) y (1.54), y las de
 ℜ (z) , ℑ (z) y z (algunas, como (8) y (9), con algo de paciencia):
 1. |i| = 1,
 2. ℜ (z + ξ) = ℜ (z) + ℜ (ξ) ,ℑ (z + ξ) = ℑ (z) + ℑ (ξ) ,
 3. z es real si y solo siℑ (z) = 0, si y solo si z = ℜ (z) ,
 4. z + z = 2ℜ (z) , z − z = 2ℑ (z) i,
 5. z es real si y solo si z = z,
 6. z = z,
 7. z + ξ = z + ξ,
 8. zξ = zξ,
 9. zz = |z|2 ,10. |z| = 0 si y solo si z = 0,
 11. |z| = |z| = |−z| ,12. |ℜz| ≤ |z| , |ℑz| ≤ |z| , |z| =
 √(ℜz)2 + (ℑz)2,
 13. |z| ≤ |ℜz|+ |ℑz| ≤√2 |z|
 14. |zξ| = |z| |ξ| ,15. zξ = 0 si y solo si z = 0 o ξ = 0 (de (10) y (14)),
 16. ℜz = |z| si y solo si z = |z| .
 (1.55)
 Es tambien claro que ℜ (z) = ℜ (z) , ℑ (z) = −ℑ (z) , ℜ (z) = ℑ (iz) y que
 ℑ (z) = −ℜ (iz) .
 Si z, ξ y ζ son numeros complejos, se verifica inmediatamente a partir de
 (1.48) y (1.50) que
 1. (z + ξ) + ζ = z + (ξ + ζ) ,
 2. z + ξ = ξ + z,
 3. z + 0 = z,
 4. z + (−z) = 0.
 (1.56)
 Para a 6= 0 real y z complejo, escribiremos
 a−1z =z
 a= z/a =
 (ℜ (z)
 a,ℑ (z)
 a
 ).
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 Definimos ahora, para z ∈ C, z 6= 0,
 z−1 :=z
 |z|2. (1.57)
 Es tambien usual escribir z−1 =1
 z= 1/z y z−1ξ =
 ξ
 z= ξ/z. Notese que
 ξ
 z=
 ξz
 |z|2, (1.58)
 formula que suministra la manera mas comoda de efectuar la division de
 numeros complejos.
 Con un poco de paciencia se verifica, a partir de (1.48) y (1.57), que
 1. (zξ)ζ = z (ξζ) ,
 2. zξ = ξz,
 3. z · 1 = z,
 4. zz−1 = 1, z 6= 0.
 (1.59)
 Ademas
 z · 0 = 0 (1.60)
 y
 z (ξ + ζ) = zξ + zζ. (1.61)
 Tal como en el caso de los numeros reales, si a, b ∈ C, la ecuacion a+ x = b
 tiene la solucion unica x = b + (−a) = b − a. De igual manera, si a 6= 0,
 tambien ax = b tiene la solucion unica x = ba−1 = b/a. Las propiedades
 algebraicas de (C,+, ·) son enteramente similares a las de (R,+, ·) . En Cno existe, sin embargo, una relacion de orden semejante a la que existe en R,es decir, que sea compatible con (+) y (·) . Vease al respecto el Ejercicio 1.33.
 La siguiente relacion es muy importante en la teorıa de los numeros comple-
 jos:
 |z + ξ| ≤ |z|+ |ξ| . (1.62)
 En efecto,
 |z + ξ|2 = (z + ξ) (z + ξ) = |z|2 + zξ + zξ + |ξ|2
 = |z|2 + 2ℜ(zξ)+ |ξ|2 ≤ |z|2 + 2 |z| |ξ|+ |ξ|2
 = (|z|+ |ξ|)2 ,
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 como se deduce de (4), (6), (8), (9), (11), (12) y (14) de (1.55). Notese que
 de la demostracion, la igualdad en (1.62) es cierta si y solo si ℜ(zξ)=∣∣zξ∣∣
 o, lo que es lo mismo (de (1.55), (16)), si y solo si zξ =∣∣zξ∣∣ , que se da si y
 solo si ξ = 0, o ξ 6= 0 y z = aξ, a ∈ R, a ≥ 0 (tomese a = |z| / |ξ|). En total,
 (1.62) es una igualdad si y solo si z, ξ estan sobre una misma semi-recta que
 parta del origen (es decir, sobre un conjunto de la forma {az : a ∈ R+},z ∈ C, z 6= 0). De (1.62) se deduce inmediatamente, teniendo en cuenta que
 si a y x son reales entonces |x| ≤ a si y solo si −a ≤ x ≤ a, que
 ||z| − |ξ|| ≤ |z − ξ| . (1.63)
 En efecto, |z| ≤ |z − ξ| + |ξ| y |ξ| ≤ |z − ξ| + |z| , de lo cual − |z − ξ| ≤|z| − |ξ| ≤ |z − ξ| .
 Tal como lo hicimos para los numeros reales, definimos inductivamente, para
 z ∈ C,1. z0 = 1,
 2. zn = zn−1z, n = 1, 2, 3, ....(1.64)
 Tambien,
 zn =(z−1)−n
 , z 6= 0, n = −1,−2,−3, .... (1.65)
 Observese que (zξ)−1 = z−1ξ−1 cuando zξ 6= 0. Si m,n son enteros, es facil
 verificar (por induccion sobre n si n ≥ 0, y usando la relacion (1.65) si n < 0)
 que1. znz−1 = zn−1,
 2. zm+n = zmzn,
 3. (zn)−1 = z−n,
 4. (zm)n = zmn
 (1.66)
 para todo z ∈ C (z 6= 0, si alguno de los numeros m o n es menor que cero).
 Demostraremos (3) y (4) suponiendo que (1) y (2) ya han sido demostrados
 (vease al respecto la Seccion 1.7). Para (3) observese que, de (2), znz−n =
 zn+(−n) = z0 = 1, de lo cual z−n = (zn)−1 . Para demostrar (4), supongamos
 primero que n ≥ 0. La afirmacion es clara si n = 0. Supongamosla para n.
 Entonces (zm)n+1 = (zm)n zm = zmnzm = zmn+m = zm(n+1), y la afirmacion
 es valida para todo n ≥ 0. Ahora, si n < 0, entonces (zm)n =[(zm)−1]−n =
 (z−m)−n
 = z(−m)(−n) = zmn (pues −n > 0). Se tiene tambien, que
 (zξ)m = zmξm (1.67)
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 donde zξ 6= 0 si m < 0. Esto es obvio, por induccion, si m ≥ 0. Y si m < 0
 entonces (zξ)m =[(zξ)−1]−m = (ξ−1z−1)
 −m= (ξ−1)
 −m(z−1)
 −m= zmξm,
 pues −m > 0. Obviamente z−1 6= 0 si z 6= 0, y
 (z−1)−1
 = z, (zξ)−1 = ξ−1z−1, z, ξ 6= 0, (1.68)
 lo cual usamos en la demostracion de (1.67). Si m = 2q + r, r = 0, 1, la
 relacion
 im = (−1)q ir (1.69)
 es ocasionalmente util.
 Las siguientes relaciones obvias son frecuentemente utiles:
 1. |z−1| = |z|−1 ,
 2.
 ∣∣∣∣ξ
 z
 ∣∣∣∣ =|ξ||z| , z 6= 0. (1.70)
 La primera resulta de observar que |z−1| |z| = |z−1z| = |1| = 1. La segunda,
 de |ξz−1| = |ξ| |z|−1 . Tambien,
 |zm| = |z|m , m ∈ Z (z 6= 0 si m < 0), (1.71)
 cuya verificacion es inmediata (por induccion si m ≥ 0 y usando la relacion
 (1.65) si m < 0).
 Si z = (a, b) es un numero complejo, |z| =√a2 + b2; y si z 6= 0, z/ |z| =
 (a/√a2 + b2, b/
 √a2 + b2), el cual es un punto sobre el cırculo unidad x2+y2 =
 1. Por lo tanto, existe 0 ≤ θ < 2π tal que
 z
 |z| = (cosθ, senθ) = cosθ + isenθ, 0 ≤ θ < 2π. (1.72)
 Este es un hecho aceptado como obvio, pero la demostracion formal requiere
 conocimientos basicos de trigonometrıa, los cuales, por definicion, “trascien-
 den” los dominios del algebra (para una presentacion rigurosa, vease [12],
 Capıtulo 1, Seccion 1.5), pero una cierta familiaridad con las nociones in-
 tuitivas usuales puede ser suficiente para nuestros propositos. La exclusion
 del valor 2π en (1.72) se hace con el fin de tener unicidad para θ (pues

Page 56
                        

44 CAPITULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMERICOS
 cos2π =cos0, sen2π =sen0). El numero θ se denomina el argumento (natu-
 ral) de z y se denota con Arg(z) . Notese que, por definicion, 0 ≤Arg(z) < 2π.
 Si para θ ∈ R definimos
 eiθ := cosθ + isenθ, (1.73)
 es claro entonces que
 z = |z| eiArg(z), (1.74)
 lo cual se conoce como la forma polar de z. El termino de la izquierda en
 (1.73), a pesar de sugerir la presencia del numero e (lo cual a la larga es
 cierto), es en principio solamente una notacion abreviada, muy convenien-
 te, del termino de la derecha. Como veremos a continuacion, esta notacion
 es plenamente justificable desde un punto de vista estrictamente matematico.
 Ejemplo 1.2. Si z es real y z > 0, es claro que Arg(z) = 0. A su vez,
 Arg(−1) = π, como se deduce de la evidente pero curiosa formula
 eπi + 1 = 0, (1.75)
 debida a Euler, la cual involucra los numeros mas notables de la matematica:
 0, 1, e, π, i. Tambien Arg(i) = π/2, mientras que Arg(−i) = 3π/2.
 Observese que si z 6= 0,
 Arg (z) = Arg
 (z
 |z|
 ). (1.76)
 Las relaciones
 1.∣∣eiθ∣∣ = 1,
 2. e−iθ := cosθ − isenθ = eiθ =(eiθ)−1
 3. eiθeiθ′= ei(θ+θ
 ′)
 (1.77)
 son consecuencia de identidades trigonometricas elementales. En este caso,
 de sen2θ+cos2θ = 1, cos(−θ) =cosθ, sen(−θ) = −senθ, cos(θ + θ′) =cosθcosθ′−senθsenθ′, y sen(θ + θ′) =senθcosθ′+cosθsenθ′. Las Relaciones (1.77) justi-
 fican la notacion eiθ para el numero complejo cosθ + isenθ (pues implican
 que eiθ se comporta en gran medida como lo harıa eθ, el numero e elevado
 a la potencia θ, cuando θ ∈ R. Debe entenderse, sin embargo, que aunque

Page 57
                        

1.8. LOS NUMEROS COMPLEJOS 45
 (1.73) define bien eiθ, θ ∈ R, en ninguna forma permite definir el numero
 real e ni dar sentido a lo que puede significar eθ, cuando θ ∈ R (sobre todo,
 si θ /∈ Q). Este no es un problema facil. De hecho, una definicion razonable
 de e (o de ex, x ∈ R) es imposible dentro del ambito restringido del alge-
 bra, requiriendo, en una forma u otra, la ayuda de procesos infinitos: lımites,
 derivadas, integrales, series o semejantes). Vease, al respecto de todo esto,
 [12], Capıtulo 1, Seccion 1.5 y Capıtulo 5, Nota 5.10). Notese, en particular,
 que (1.77), 3. implica inductivamente que
 (eiθ)n
 = einθ, n ∈ N. (1.78)
 De hecho, (1.77), 1. 2. y 3. implican conjuntamente, por vıa de (1.65) que
 esta relacion vale para todo n ∈ Z. Notese que (1.78) dice en realidad que
 (cosθ + isenθ)n = cosnθ + isennθ (1.79)
 para todo n ∈ N (de hecho, para todo n ∈ Z), lo cual tiene una apariencia
 menos trivial que (1.78), a la cual es, sin embargo, equivalente.
 De (1.73) es claro que
 eiθ = 1 si y solo si θ = 2kπ, k ∈ Z, (1.80)
 pues cosθ = 1 implica que θ = 2kπ, k ∈ Z, en cuyo caso, senθ = 0. Esto
 implica que eiθ = eiθ′si y solo si θ = θ′ + 2kπ, k ∈ Z. En particular, si
 z 6= 0, z = |z| eiθ si y solo si θ =Arg(z) + 2kπ, k ∈ Z, ası que si z = |z| eiθ,θ =Arg(z) si y solo si 0 ≤ θ < 2π.
 Las siguientes relaciones son frecuentemente utiles. Si Arg(z) = θ y Arg(z′) =
 θ′, entonces
 Arg(zz′) =
 {θ + θ′, 0 ≤ θ + θ′ < 2π,
 θ + θ′ − 2π, 2π ≤ θ + θ′.(1.81)
 Arg(z−1) = Arg(z) =
 {0, Arg(z) = 0,
 2π − Arg(z), Arg(z) 6= 0.(1.82)
 Finalmente,
 Arg(−z) ={
 Arg(z) + π, Arg(z) 6= π,
 0, Arg(z) = π.(1.83)
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 Notese tambien que si n ∈ Z, y que si z = reiθ, r 6= 0, entonces
 zn = rneinθ, n ∈ Z. (1.84)
 Las Relaciones (1.78) (1.79) y (1.84) se conocen como las formulas de De
 Moivre.
 Nota 1.28. Usando las propiedades ya establecidas de los numeros comple-
 jos, y en particular la relacion i2 = −1, se obtiene que
 (a+ bi) (c+ di) = a (c+ di) + bi (c+ di)
 = ac+ adi+ bci+ bdi2
 = (ac− bd) + (ad+ bc) i
 = (ac− bd, ad+ bc) = (a.b) (c, d) ,
 que es la segunda de las formulas en la Definicion 1.48. Es decir, las pro-
 piedades de la adicion y la multiplicacion de numeros complejos, una vez
 establecidas, permiten recuperar la definicion de esta ultima operacion, ha-
 ciendo innecesario el tener que memorizarla.
 Sean finalmente n > 0 un entero y z 6= 0 un numero complejo. Supongase
 que z = reiθ, r > 0. Si para k = 0, 1, 2, ..., n− 1, definimos
 zk = r1/neiθ+2kπ
 n (1.85)
 (r1/n ha sido definido en la Seccion 1.7), entonces znk = rei(θ+2kπ) = reiθe2kπi
 = reiθ = z, ası que los zk son raıces n-esimas de z. Tales raıces son distintas,
 pues si zk = zj, 0 ≤ k, j ≤ n − 1, k 6= j, entonces zkz−1j = e
 2(k−j)πn
 i 6= 1, ya
 que (k − j) /n no es un entero. Sea ahora
 wn = e2πni. (1.86)
 Es claro que wkn = e2πkni, k = 0, 1, 2, ..., n− 1, y que wnn = 1, ası que tambien(
 wkn)n
 = (wnn)k = 1, 1 ≤ k ≤ n−1. Por lo tanto, las wkn son n raıces n-esimas
 de 1, distintas entre si. Notese que
 zk = r1/neiθnwkn, k = 0, 1, ..., n− 1, (1.87)
 ası que las raıces zk de z pueden obtenerse a partir de la raız particular
 r1/neiθn de z y de las wkn, (sin embargo, el calculo de las zk es en general mas
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 facil a partir de (1.85) que de (1.87).
 Queremos demostrar que las zk son las unicas raıces n-esimas posibles de z,
 lo cual implicara que las wkn, k = 0, 1, ..., n− 1, son las unicas raıces n-esimas
 posibles de 1. Ahora, si ξn = z y ξ = seiϕ, donde s = |ξ| , entonces sn = r,
 ası que s = r1/n y eiθ = ei(nϕ), o sea que nϕ − θ = 2mπ, m ∈ Z, de lo cual
 ϕ = θ/n + 2 (l + k/n) π, donde m =ln+k, l, k ∈ Z, 0 ≤ k < n (Teorema
 1.10). Entonces ξ = zk, como se querıa establecer. Hemos demostrado en-
 tonces el siguiente teorema.
 Teorema 1.23. Si para n = 1, 2, ..., wn esta dada por (1.86), las wkn, 0 ≤k ≤ n−1, son n raıces n-esimas distintas de la unidad, y las unicas posibles.
 Si ademas z = reiθ, donde z 6= 0 y r = |z| , y
 zk = r1/nei(θ+2kπ
 n ) = r1/neiθnwkn, k = 0, 1, ..., n− 1, (1.88)
 las zk son n raıces n-esimas distintas de z, y las unicas posibles.
 Ejemplo 1.3. Ası, w3 = w13 = e2πi/3 = −1/2 +
 √3i/2, w0
 3 = 1 y w23 =
 e4πi/3 = −1/2 −√3i/2 son todas las raıces cubicas de 1. Como i = eiπ/2, y
 eiπ/6 =√3/2+ i/2, las raıces cubicas de z = i seran z0 = eiπ/6 =
 √3/2+ i/2,
 z1 = eiπ/6(−1/2 +
 √3i/2
 )=(√
 3/2 + i/2) (
 −1/2 +√3i/2
 )= −
 √3/2+ i/2,
 z2 =(√
 3/2 + i/2) (
 −1/2−√3i/2
 )= −i. Naturalmente, es mas comodo
 calcular directamente eiπ/6, e5πi/6, e3πi/6.
 Nota 1.29. Si n ≥ 1 es un entero y wn = e2πi/n es como en el Teorema
 1.23, no sobra recalcar que si k ∈ Z entonces wkn = 1 si y solo si n | k, pueswrn 6= 1 para r = 1, 2, ..., n − 1 (Teorema 1.23), y si n ∤ k entonces k =ln+r
 con l, r ∈ Z, 1 ≤ r ≤ n− 1, de lo cual wkn = 1 = wrn, que es absurdo.
 Nota 1.30. Si n ≥ 1, la raız wn genera al conjunto de todas las raıces
 n-esimas de 1, en el sentido de que cualquier otra raız n-esima de 1 es de
 la forma wkn, k ∈ Z (Teorema 1.23). Mas generalmente, si w es una raız
 n-esima de 1 tal que {wk : k ∈ Z} es el conjunto de todas las posibles raıces
 n-esimas de 1, se dice que w es una raız primitiva n-esima de la unidad.
 Evidentemente 1 es una raız primitiva n-esima de la unidad si y solo si
 n = 1, y si n > 1 y w es una tal raız, del Teorema 1.23 se deduce que w = wkn,
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 1 ≤ k ≤ n − 1(wn = e2πi/n
 ). Como entonces wn = wl = wkln para algun
 l ∈ Z, debera tenerse que kl−1 = mn para algun m ∈ Z (Nota 1.29), ası que
 1= kl+(−m)n, de lo cual 1 = mcd (k, n) . Recıprocamente, si 1 ≤ k ≤ n−1
 y 1 = mcd (k, n) = kl +mn, l, k ∈ Z, entonces(wkn)l
 = wn · (wnn)(−m) = wn,
 lo cual implica que w = wkn es una raız primitiva n-esima de la unidad. Es
 decir, si wn = e2πi/n, w es una raız primitiva n-esima de la unidad si y solo
 si w = wkn, donde 1 ≤ k ≤ n − 1 y mcd(k, n) = 1. Notese, por ejemplo,
 que i es una raız cuarta primitiva de 1, mientras que (−1) no lo es; pero
 i no es una raız octava primitiva de 1 (sin embargo w =(√
 2 + i√2)/2 y
 w =(√
 2− i√2)/2 si lo son).
 1.9. Conjuntos finitos e infinitos
 Para terminar este ya largo capıtulo, revisaremos brevemente las nociones de
 conjunto finito e infinito, y estableceremos algunas de sus propiedades mas
 elementales, las cuales seran, sin embargo, utiles en el futuro (y de hecho,
 suficientes para casi todas las necesidades basicas de la matematica). Algo
 diremos tambien sobre la nocion de cardinal y sobre la interpretacion cardi-
 nal del numero natural. Los argumentos de esta seccion son simples, pero a
 veces engorrosos. Aconsejamos al lector asimilar las definiciones y compren-
 der los enunciados de los teoremas, y luego recurrir mas a su intuicion que a
 las demostraciones.
 Definicion 1.19. Se dice que un conjunto X es infinito, si existe una apli-
 cacion inyectiva y no sobreyectiva de X en sı mismo. En caso contrario se
 dice que X es finito.
 La anterior caracterıstica de la infinitud parece ser la unica importante en
 matematicas (Cantor). Si existe otra, no entraremos a investigarla.
 Ejemplo 1.4. El conjunto N de los numeros naturales es infinito. La apli-
 cacion f (n) = n+ 1 de N en sı mismo es inyectiva pero no sobreyectiva (no
 existe n ∈ N tal que f (n) = 0). El conjunto vacıo y el conjunto reducido a
 un unico elemento son finitos.
 Para poder establecer algunas propiedades basicas de los conjuntos infinitos
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 necesitaremos el siguiente axioma de la teorıa de conjuntos.
 Axioma de eleccion (A.E.) Si(Ai)i∈I es una familia de conjuntos no vacıos
 tales que Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j, y si I 6= ∅, existe una aplicacion f : I −→⋃i∈IAi tal que f (i) ∈ Ai para todo i ∈ I.
 Se dice que f es una funcion de eleccion. El enunciado anterior es equiva-
 lente al siguiente: existe un conjunto A que tiene con cada Ai exactamente
 un elemento en comun. En efecto, si (A.E.) es valido y f es una funcion de
 eleccion, sea A = f (I) . Recıprocamente, si el enunciado anterior es valido,
 sea f : I −→ ⋃i∈IAi dada por f (i) igual al unico elemento en Ai ∩ A (Nota
 1.1). Si I 6= ∅ y Ai 6= ∅ para todo i ∈ I, el axioma (A.E.) asegura, aun si
 los Ai no son dos a dos disyuntos (no necesariamente Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j),
 la existencia de una funcion de eleccion (f (i) ∈ Ai para todo i ∈ I). Basta,
 en efecto, tomar f = p◦g, donde g : I −→ ⋃i∈IAi×{i} tal que g (i) ∈ Ai×{i}
 para todo i ∈ I esta dada por (A.E.), y p : X × I −→ X, X =⋃i∈IAi, es
 p ((a, i)) = a.
 El axioma (A.E.) asegura la existencia de un mecanismo que permite elegir
 un punto de cada conjunto de una familia no vacıa (I 6= ∅) de conjuntos no
 vacıos, sea esta finita o infinita. Frecuentemente este mecanismo esta in-
 volucrado en la descripcion misma de la familia (por ejemplo, si (Ai)i∈I es
 una familia de subconjuntos no vacıos de N, una funcion de eleccion esta au-
 tomaticamente dada por f (i) = mınAi), pero el axioma (A.E.) asegura que
 aun si este no es el caso, la eleccion es posible. El axioma (A.E.) tiene
 implicaciones importantes en todas las areas de la matematica. Las que es-
 tudiaremos en este capıtulo tienen que ver con la distincion entre conjuntos
 finitos e infinitos.
 Lema 1.3. Sean X, Y conjuntos. Entonces:
 (a) Si X 6= ∅ y f : X −→ Y, para que exista g : Y −→ X tal que g◦f = iXes necesario y suficiente que f sea inyectiva.
 (b) Si f : X −→ Y, para que exista g : Y −→ X tal que f ◦ g = iY es
 necesario y suficiente que f sea sobreyectiva.
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 Demostracion. a. Si existe g : Y −→ X tal que g ◦ f = iX , necesariamente
 f es inyectiva, pues si f (x) = f (x′) entonces x = g (f (x)) = g (f (x′)) = x′.
 Supongamos ahora que f sea inyectiva. Si f (X) = Y, sea g : Y −→ X dada
 por g (y) igual al unico elemento de f−1 ({y}) para todo y ∈ Y. Si f (X) 6= Y,
 sean a ∈ X y f : Y −→ X dada por
 g (y) =
 {a, si y ∈ Y r f (X) ,
 unico elemento de f−1 ({y}) , si y ∈ f (X) .
 Evidentemente g (f (x)) = x para todo x ∈ X. b. Si f ◦ g = iY , necesaria-
 mente f es sobreyectiva, pues si y ∈ Y entonces f (g (y)) = y. Supongamos,
 recıprocamente, que f es sobreyectiva. La afirmacion es obvia si Y = ∅, puestambien debera ser X = ∅, y bastara tomar f = g = (∅,∅,∅) . Suponga-
 mos entonces que Y 6= ∅, ası que tambien X 6= ∅, y sea g : Y −→ X tal que
 g (y) ∈ f−1 ({y}) para todo y ∈ Y. La funcion g esta dada por el axioma
 (A.E.), es decir, es una funcion de eleccion para la familia (f−1 ({y}))y∈Y .Evidentemente f (g (y)) = y para todo y ∈ Y. �
 Corolario 1.9. Las afirmaciones siguientes para un conjunto X son equi-
 valentes:
 (a) Existe f : X −→ X, inyectiva y no sobreyectiva.
 (b) Existe g : X −→ X, sobreyectiva y no inyectiva.
 Demostracion. Notese que ambas condiciones aseguran que X 6= ∅. La
 demostracion resulta entonces del Lema 1.3. En efecto, si f es inyectiva y
 no sobreyectiva, existe g : X −→ X tal que g ◦ f = iX , ası que g es sobreyec-
 tiva; y no es inyectiva, pues si lo fuera, serıa f = g−1, y f serıa sobreyectiva.
 Recıprocamente, si g es sobreyectiva y no inyectiva, y si g ◦ f = iX , f es
 inyectiva y no sobreyectiva. �
 Nota 1.31. Por lo tanto, si toda aplicacion inyectiva de X en sı mismo es
 sobreyectiva, toda aplicacion sobreyectiva g : X −→ X sera automaticamen-
 te inyectiva.
 Corolario 1.10. Un conjunto X es infinito si y solo si existe g : X −→ X,
 sobreyectiva y no inyectiva.
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 Corolario 1.11. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
 (1) X es finito.
 (2) Toda aplicacion inyectiva f : X −→ X es sobreyectiva.
 (3) Toda aplicacion sobreyectiva f : X −→ X es inyectiva.
 Definicion 1.20. Si m,n ∈ N, m ≤ n, se define
 〈m,n〉 = {q ∈ N : m ≤ q ≤ n}. (1.89)
 Ası, 〈m,m〉 = {m}, 〈m,m+ 1〉 = {m,m+ 1}, etc.
 Lema 1.4. Si existe f : 〈0, n〉 −→ 〈0,m〉 , inyectiva, entonces n ≤ m. Si
 ademas f no es sobreyectiva, n < m.
 Demostracion. Todo es claro si n = 0. Haremos induccion sobre n. Supon-
 gamos que f : 〈0, n+ 1〉 −→ 〈0,m〉 es inyectiva. Entonces f (〈0, n+ 1〉) ⊆〈0,m〉 , ası que f (〈0, n+ 1〉) es no vacıo y superiormente acotado. Entonces
 (Nota 1.23), existe 0 ≤ p ≤ n + 1, unico, tal que f (p) = max f (〈0, n+ 1〉) .Sea i : 〈0, n〉 −→ 〈0, n+ 1〉 dada por i (k) = k, k < p, i (k) = k + 1, k ≥ p.
 Claramente f ◦i es inyectiva, y aplica 〈0, n〉 en 〈0,m− 1〉 , puesto que f (k) <f (p) ≤ m si k 6= p y f ◦ i (〈0, n〉) = f (〈0, n+ 1〉 − {p}) ⊆ 〈0, f (p)− 1〉 . En-
 tonces n ≤ m−1, y n+1 ≤ m. Supongamos ahora que f no es sobreyectiva.
 Si f ◦ i lo fuera, se tendrıa que f (p) = m y f (〈0, n+ 1〉) = 〈0,m〉 , lo cual
 es absurdo. Entonces n < m− 1, y n+ 1 < m. �
 Corolario 1.12. Si f : 〈0, n〉 −→ 〈0,m〉 es sobreyectiva entonces m ≤ n.
 Si ademas f no es inyectiva, m < n.
 Demostracion. Consecuencia de los Lemas 1.3 y 1.4. �
 Corolario 1.13. Los conjuntos 〈0, n〉 , n ∈ N, son finitos. Para que exista
 una aplicacion biyectiva f : 〈0, n〉 −→ 〈0,m〉 es necesario y suficiente que
 m = n.
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 Corolario 1.14. Si X es infinito y n ∈ N, no existe ninguna aplicacion
 sobreyectiva f : 〈0, n〉 −→ X.
 Demostracion. Supongase lo contrario y sea n mınimo para el cual existe
 tal f. Entonces n ≥ 1 y f es inyectiva (pues si f (i) = f (j) , 0 ≤ i < j ≤ n
 y ϕ : 〈0, n− 1〉 −→ 〈0, n〉 se define por ϕ (k) = k, k < i, ϕ (k) = k + 1,
 k ≥ i, es claro que f ◦ϕ es aun sobreyectiva). Sean entonces g : X −→ 〈0, n〉inyectiva y h : X −→ X inyectiva y no sobreyectiva. Claramente g ◦ h ◦ f :
 〈0, n〉 −→ 〈0, n〉 es inyectiva y no sobreyectiva. �
 Corolario 1.15. Si X es infinito, existe f : N −→ X, inyectiva.
 Demostracion. Como X 6= ∅, existe f0 : 〈0, 0〉 −→ X, y como X es infinito,
 f0 no es sobreyectiva. Sean x1 ∈ X r f0 (〈0, 0〉) y f1 : 〈0, 1〉 −→ X dada por
 f1 (0) = f0 (0) , f1 (1) = x1. Haremos induccion sobre n ≥ 1, suponiendo que
 existe fn : 〈0, n〉 −→ X, inyectiva, tal que fn (k) = fn−1 (k) si k ∈ 〈0, n− 1〉 .Como fn no es sobreyectiva, podemos definir entonces fn+1 : 〈0, n+ 1〉 −→ X
 tal que fn+1 (k) = fn (k) , k ∈ 〈0, n〉 , fn+1 (n+ 1) ∈ X r fn (〈0, n〉) . Clara-
 mente fn+1 es inyectiva. Sea ahora f : N −→ X definida por f (n) = fn (n) ,
 n = 0, 1, 2, .... Es facil verificar que f es inyectiva. �
 Corolario 1.16. Si X es infinito, existe g : X −→ N, sobreyectiva.
 Si un conjunto X tiene un subconjunto infinito Y, X mismo es infinito, pues
 si g : Y −→ Y es inyectiva y no sobreyectiva, f : X −→ X, definida por
 f (x) = x, x ∈ X r Y ; f (x) = g (x) , x ∈ Y, es inyectiva y no sobreyectiva.
 Se concluye que si X es finito y Y ⊆ X, tambien Y es finito. Es tambien
 evidente que si X es infinito y f : X −→ Y es inyectiva, f (X) es infinito.
 Por lo tanto, si existe f inyectiva de N en X, o g sobreyectiva de X en N, Xes necesariamente infinito. Esto implica el siguiente teorema.
 Teorema 1.24. Si X es finito y f : X −→ N entonces f (X) es acotado.
 Demostracion. Si no, existirıan n0 < n1 < · · · < nk · · · en f (X) y
 h : N −→ f (X) , definida por h (k) = nk, serıa inyectiva. Esto suministrarıa
 una aplicacion sobreyectiva g de f (X) en N y g ◦ f : X −→ N serıa tambien
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 sobreyectiva. �
 Corolario 1.17. Si X es finito y no vacıo, existen n ∈ N y f : 〈0, n〉 −→ X,
 sobreyectiva.
 Demostracion. Si no, razonando como en el Corolario 1.13, se podrıa cons-
 truir f : N −→ X, inyectiva. �
 Corolario 1.18. Si X es finito y no vacıo, existen un unico n y una apli-
 cacion biyectiva f : 〈0, n〉 −→ X.
 Demostracion. Sea n, mınimo, para el cual existe f : 〈0, n〉 −→ X, sobre-
 yectiva. Entonces f es inyectiva. �
 Definicion 1.21. Si X es finito y no vacıo y n es como en el Corolario 1.16,
 se dice que X tiene n + 1 elementos, o que el cardinal de X es n + 1. Se
 escribe Card(X) = n + 1. Se dice tambien que ∅ tiene 0 elementos y que
 su cardinal es 0 : Card(∅) = 0.
 Si X es finito, existe un unico n ∈ N tal que n =Card(X) . Si existe f
 biyectiva de 〈0, n〉 sobre X, X es finito con n + 1 elementos. En efecto, si
 existe ϕ : X −→ X inyectiva y no sobreyectiva, f−1 ◦ϕ ◦ f : 〈0, n〉 −→ 〈0, n〉serıa inyectiva y no sobreyectiva.
 El siguiente concepto precisa la nocion de enumerar un conjunto: asignar un
 numero natural distinto a cada uno de sus elementos.
 Definicion 1.22. Si existe f : X −→ N, inyectiva, se dice que X es enume-
 rable.
 Todo conjunto finito es enumerable, pues si f 〈0, n〉 −→ X, n ∈ N, es biyec-tiva, f−1 puede verse como una aplicacion inyectiva de X en N. Decir que
 X 6= ∅ es enumerable equivale a decir que existe una aplicacion sobreyectiva
 g : N −→ X.
 Nota 1.32. Si X, Y son enumerables, tambien lo es X × Y. En efecto,
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 si φ : X −→ N, ϕ : Y −→ N son inyectivas, f : X × Y −→ N, dadapor f (x, y) = 2φ(x)3ϕ(y), es inyectiva. En particular N× N es enumerable,
 y existira φ : N −→ N× N, sobreyectiva. El anterior resultado implica que
 si (An)n∈N es una familia de conjuntos enumerables, A = ∪n∈NAn es enu-
 merable. En efecto, si para todo m ∈ N, fm : N −→ Am es sobreyectiva,
 f : N× N −→ A dada por f (m,n) = fm (n) es sobreyectiva, y tambien lo
 sera f ◦ φ : N −→ A.
 Ejemplo 1.5. El conjunto Z de los numeros enteros es enumerable, pues la
 aplicacion φ : Z −→ N dada por
 φ (k) =
 {2k + 1, k ≥ 0
 −2 (k + 1) , k < 0(1.90)
 es inyectiva (y obviamente, tambien sobreyectiva). Tambien es enumerable
 el conjunto Q de los numeros racionales, pues la aplicacion ϕ : Z× Z∗ −→ Q,ϕ (m,n) = m/n, es sobreyectiva.
 Nota 1.33. En realidad, X es enumerable infinito si y solo si existe
 f : N −→ X, biyectiva. En efecto, si X es enumerable, existe una fun-
 cion sobreyectiva g : N −→ X. Para cada x ∈ X, sea n (x) = mın g−1 (x) . Si
 el conjunto A = {n (x) : x ∈ X} fuera finito y m fuera su maximo, serıa evi-
 dente como definir X −→ 〈0,m〉 inyectiva y 〈0,m〉 −→ X sobreyectiva. Por
 lo tanto, si X es infinito, tambien lo es A. Si ahora definimos n0 = mınA,
 e inductivamente nm+1 = mın (Ar {n0, ..., nm}) ,y si φ : A −→ X esta dada
 por φ (n (x)) = x y ϕ : N −→ A lo esta por ϕ (m) = nm, es claro que φ y ϕ
 son ambas biyectivas, y basta tomar f = φ ◦ ϕ. Lo recıproco es trivial.
 Un numero real a ∈ [0, 1) = {t ∈ R : 0 ≤ t < 1} tiene una expresion decimal
 de la forma
 a = 0.a1a2a3 · · · (1.91)
 donde 0 ≤ ak ≤ 9, k = 1, 2, ... . Ademas, existe k ≥ 1 tal que ak 6= 0 y
 ai = 0 para todo i > k si y solo si a tiene tambien la expresion decimal
 0.b1b2b3 · · · , donde bi = ai, i = 1, 2, ..., k − 1, bk = ak − 1 ≥ 0 y bi = 9,
 i > k. En efecto, ambas expresiones decimales representan el mismo nume-
 ro racional a = (a1a2a3 · · · ak) /10k =(10k−1a1 + 10k−2a2 + · · ·+ ak
 )/10k.
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 Esto es obvio en el primer caso, y en el segundo resulta de observar que
 10ka = b1b2 · · · bk + 0,999 · · · y que 0,999 · · · = 1 (pues si b = 0,999 · · · ,entonces 10b − b = 9b = (9,999 · · · ) − (0,999 · · · ) = 9). Denominaremos
 desarrollo decimal de a aquel que no contiene solo nueves a partir de un
 cierto k ≥ 1. Todo desarrollo decimal 0.a1a2a3 · · · es el desarrollo decimal
 de un numero a ∈ [0, 1). Ası 0,44999... = 0,45, pero el desarrollo decimal es
 0,45.
 Teorema 1.25. El intervalo [0, 1) de R, es no enumerable.
 Demostracion. Sea ϕ : N −→[0, 1), y escribamos ϕ (n) = 0.a1na2na3n · · · ,donde 0.a1na2na3n · · · es el desarrollo decimal de ϕ (n) . No hay perdida de
 generalidad al suponer que ϕ (0) = 0. Sea entonces a = 0.b1b2b3 · · · , dondebn 6= ann y bn 6= 0, 9, n ≥ 1. Claramente a 6= 0 y difiere de ϕ (n) , n ≥ 1, al
 menos en bn 6= ann, lo cual implica que a /∈ ϕ (N) . Entonces ϕ no puede ser
 sobreyectiva. �
 Corolario 1.19. Los conjuntos R y C son no enumerables.
 Demostracion. Ya sabemos que [0, 1) no es enumerable. Como ψ : R −→[0, 1) dada por
 ψ (a) =|a|
 1 + |a| (1.92)
 es obviamente sobreyectiva, si R fuera enumerable y f : N−→ R fuera so-
 breyectiva, ψ ◦ f : N−→[0, 1) serıa sobreyectiva, lo cual es absurdo. En-
 tonces, R no es enumerable. Tampoco C es enumerable, pues g : C −→ R,g (a) = ℜ (a) , es sobreyectiva. �
 Definicion 1.23. Si X y Y son conjuntos y existe f : X −→ Y, inyectiva,
 se dice que el cardinal de X es inferior al cardinal de Y, y se escribe
 Card (X) ≤ Card (Y ) . (1.93)
 Nota 1.34. La Relacion (1.93) es valida si X = ∅ (Nota 1.2). Y si X 6= ∅,es valida si y solo si existe g : Y −→ X sobreyectiva (Lema 1.3).
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 Si Card(X) ≤Card(Y ) y Card(Y ) ≤Card(X) , se dice que X y Y tienen el
 mismo cardinal, y se escribe
 Card (X) = Card (Y ) . (1.94)
 Se dice tambien que X y Y son equinumerosos .
 Nota 1.35. Si existe f : X −→ Y, biyectiva, se dice que X y Y son equipo-
 tentes. Es claro que si X y Y son equipotentes entonces Card(X) =Card(Y ) ,
 es decir, X y Y son equinumerosos . Lo recıproco es tambien cierto, pero como
 no lo usaremos, no lo demostraremos.
 Definicion 1.24. Si Card(X) ≤Card(Y ) pero Card(X) 6=Card(Y ) , diremos
 que el cardinal de X es estrictamente inferior al de Y, y escribiremos
 Card (X) < Card (Y ) . (1.95)
 Nota 1.36. Decir que Card(X) <Card(Y ) equivale a decir que Card(X) ≤Card(Y ) pero no existen f : X −→ Y, sobreyectiva, o g : Y −→ X, inyectiva.
 Esto responde intuitivamente a la idea de que Y puede cubrir a X, pero X no
 puede cubrir a Y ; o sea, a que, en alguna forma, Y tiene mas elementos queX.
 Diremos que el cardinal de N es ℵ0 (Aleph sub cero): ℵ0 =Card(N) . Si X
 es infinito entonces
 ℵ0 = Card (N) ≤ Card (X) . (1.96)
 Esto resulta del Corolario 1.13. Mas aun, Card(X) = ℵ0 si y solo si X es
 infinito enumerable, como resulta de lo dicho en la Nota 1.33.
 Como lo hemos mencionado, la nocion de cardinal generaliza la idea de nume-
 ro de elementos de un conjunto finito a los conjuntos infinitos, y el hecho de
 que Card(X) <Card(Y ) sugiere que Y tiene, en alguna forma, mas elemen-
 tos que X. Ya hemos visto, por ejemplo que ℵ0 =Card(N) <Card(R) , ası quehay mas numeros reales que numeros naturales. Tambien ℵ0 <Card(C) , yhabra mas complejos que naturales. Por otra parte ℵ0 ≤ Card(RrQ) , pues
 RrQ es infinito (√2n
 es irracional para todo n ∈ N, n > 0 (Seccion 1.7), y Nes infinito), y si fuera ℵ0 =Card(RrQ) , o sea, si RrQ fuera enumerable,
 R = Q∪ (RrQ) serıa enumerable (Nota 1.32), lo cual es absurdo. Entonces,
 ℵ0 < Card (RrQ) . (1.97)
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 En este sentido, C, R y (RrQ) son mas numerosos que N, y que Z y Q,
 pues,
 ℵ0 = Card (N) = Card (Z) = Card (Q) . (1.98)
 Tambien Card(N) =Card(N× N) =Card(Z× Z) =Card(Q×Q) = ℵ0 (Nota
 1.32). De hecho, si X es enumerable infinito, n ≥ 2, y
 Xn = X ×X × · · · ×X (n factores), (1.99)
 un argumento inductivo basado en la Nota 1.32 demuestra que
 Card (Xn) = ℵ0,
 y lo mismo es cierto de todo subconjunto infinito Y ⊆ Xn, (pues ℵ0 ≤Card(Y ) ≤Card(Xn) = ℵ0). De las consideraciones anteriores y de lo ob-
 servado en la Nota 1.32, se deduce el siguiente teorema, que sera util mas
 adelante.
 EJERCICIOS
 1.1 Verifique las relaciones (1.1).
 1.2 Verifique la primera de las relaciones (1.2).
 1.3 Verifique la segunda de las relaciones (1.11).
 1.4 Sean (Ai)i∈I una familia de subconjuntos de X, f : X −→ Y. Verifique
 que:
 1. f
 (⋃
 i∈IAi
 )=
 ⋃
 i∈If (Ai) ,
 2. f
 (⋂
 i∈IAi
 )⊆
 ⋂
 i∈If (Ai) ,
 y de ejemplos de f : X −→ Y y de dos subconjuntos A1, A2 de
 X tales que f (A1 ∩ A2) 6= f (A1) ∩ f (A2) . Demuestre ademas que
 f (A1 ∩ A2) = f (A1) ∩ f (A2) cualesquiera que sean A1, A2 ⊆ X si y
 solo si f es inyectiva.
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 1.5 Sean f : X −→ Y, (Bi)i∈J una familia de subconjuntos de Y . Demues-
 tre que
 1. f−1
 (⋃
 i∈JBi
 )=
 ⋃
 i∈Jf−1 (Bi) ,
 2. f−1
 (⋂
 i∈JBi
 )=
 ⋂
 i∈Jf−1 (Bi) .
 1.6 Sean f : X −→ Y , A ⊆ X,B ⊆ Y . Demuestre que
 A ⊆ f−1 (f (A)) , f(f−1 (B)
 )⊆ B
 y de ejemplos en los cuales las inclusiones sean estrictas (es decir, donde
 no valga la igualdad). ¿En que circunstancias es valida la igualdad para
 la primera de estas relaciones para todo A ⊆ X? ¿Y, la segunda, para
 todo B ⊆ Y ?
 1.7 Sean f, A y B como en el ejercicio anterior. Verifique que f−1 (Y r B)
 = X r f−1 (B), y que si f es inyectiva, f (X r A) ⊆ Y r f (A) .
 1.8 Sea G ⊆ X × Y una grafica. Demuestre que (G−1)−1
 = G, y que
 si G′ ⊆ G entonces (G′)−1 ⊆ G−1. Demuestre en detalle que si f =
 (X,G, Y ) es una funcion, G−1es funcional si y solo si f es inyectiva, y
 que (Y,G−1, X) es una funcion si y solo si f es biyectiva.
 1.9 Sean G ⊆ X × X una grafica. Se dice que R = (X,G,X) es una
 relacion de equivalencia en X si:
 (1) ∆X ⊆ G ((a, a) ∈ G para todo a ∈ X)
 (2) G ⊆ G−1 (de lo cual, G−1 = G : (a, b) ∈ G si y solo si (b, a) ∈ G)
 (3) G ◦G ⊆ G (si (a, b) ∈ G y (b, c) ∈ G entonces (a, c) ∈ G).
 Aquı, G◦G = {(a, b) |a, b ∈ X y existe c ∈ X tal que (a, c) , (c, b) ∈ G}.Demuestre entonces que x ∈ G (x) , ası que G (x) 6= ∅, para todo x ∈X, que G (x)∩G (y) 6= ∅ si y solo si xRy, en cuyo caso G (x) = G (y) ,
 y que X = ∪x∈XG (x), de tal manera que {G (x) |x ∈ X} es lo que se
 conoce como una particion de X. En lugar de xRy es usual escribir,
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 para una relacion de equivalencia R, x ≡ y (modR) . Se dice ademas
 que G (x) es la clase de equivalencia modulo R de x y el conjunto
 {G (x) : x ∈ X} de las clases de equivalencia modulo R se denomina
 el conjunto cociente de X por R y se denota con X/R. La aplicacion
 ϕ : X −→ X/R que a x asocia G (x) (ϕ (x) := G (x)) se denomina la
 aplicacion canonica o la aplicacion cociente de R.
 1.10 Verifique que:
 a) X × (Y ∪ Z) = (X × Y ) ∪ (X × Z) .
 b) X × (Y ∩ Z) = (X × Y ) ∩ (X × Z) .
 *1.11 Es un axioma de la teorıa de conjuntos que si A es un conjunto y
 A 6= ∅, existe B ∈ A tal que B ∩ A = ∅. Demuestre que este axioma
 implica:
 a) Si A es un conjunto, A /∈ A. (Indicacion. Considere {A}).b) Si A y B son conjuntos y A ∈ B entonces B /∈ A. (Indicacion.
 Considere {A,B}).c) Explique por que no existe el conjunto de todos los conjuntos que
 pueden definirse en castellano con menos de veinte palabras.
 d) Demuestre en detalle que las afirmaciones “x /∈ x”, “x es un con-
 junto” y “x = x” no son colectivizantes.
 ¿Son colectivizantes las afirmaciones x ∈ x, x 6= x? (Resp. Si)
 e) Demuestre que si A es un conjunto, siempre existe a tal que a /∈ A.
 f ) Sean A un conjunto, X = ℘ (A). Es colectivizante la relacion
 “x ∈ X y x /∈ x”. Si lo es, ¿que es {x ∈ X : x /∈ x}?
 1.12 Sea f : X −→ Y . Demuestre que si G = {(x, y) : f (x) = f (y)} en-
 tonces Rf = (X,G,X) es una relacion de equivalencia en X (Ejercicio
 1.9), denominada la relacion de equivalencia asociada a f , y que si
 ϕ : X −→ X/Rf es la aplicacion canonica de Rf , existe una aplicacion
 inyectivaf : X/Rf −→ Y tal que f ◦ ϕ = f.
 1.13 Sean f : X −→ Y , R una relacion de equivalencia en X con grafica G,
 ψ : X −→ X/R su aplicacion canonica.
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 (a) Demuestre que Rψ = R y que para que exista una aplicacion
 f : X/R −→ Y tal que f ◦ ψ = f es necesario y suficiente que
 G ⊆ Gf , donde Gf es la grafica de Rf . (Ejercicio 1.12).
 (b) Demuestre que f es inyectiva si y solo si G = Gf .
 1.14 SeanX, Y conjuntos, f : X −→ Y . La aplicacion f induce aplicaciones
 f∗ : ℘ (X) −→ ℘ (Y ) f ∗ : ℘ (Y ) −→ ℘ (X)
 A −→ f (A) B −→ f−1 (B)
 ¿Que relacion existe entre f∗ (f∗ (B)) y B y entre f ∗ (f∗ (A)) y A?
 1.15 Sean X, Y conjuntos, f : X −→ Y . La aplicacion f induce aplicaciones
 f∗ : ℘ (℘ (X)) −→ ℘ (℘ (Y )) , f ∗ : ℘ (℘ (Y )) −→ ℘ (℘ (X))
 definidas respectivamente para A ⊆ ℘ (X) y B ⊆ ℘ (Y ) por
 f∗ (A) ={B ⊆ Y : f−1 (B) ∈ A
 },
 f ∗ (B) ={f−1 (B) : B ∈ B
 }.
 Compruebe que B ⊆ f∗ (f∗ (B)) y que f ∗ (f∗ (A)) ⊆ A.
 1.16 Sean a, b, c numeros reales. Verifique que
 − (a+ b) = (−a) + (−b) ,− (a− b) = b− a,
 (a+ b)− c = a+ (b− c) ,
 (a− b) + c = a− (b− c) ,
 (a− b)− c = a− (b+ c)
 1.17 Sean a, b, c numeros reales con bc 6= 0. Demuestre que
 (bc)−1 = b−1c−1,
 (b/c)−1 = c/b,
 (ab) /c = a (b/c) ,
 (a/b) c = a/ (b/c) ,
 (a/b) /c = a/bc.
 Sea a ∈ R, a 6= 0. Demuestre que a = a−1 si y solo si a = ±1.
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 1.18 Sean a, b, c, d numeros reales. Demuestre que
 a) Si a ≤ b y c ≤ d entonces a+ c ≤ b+ d.
 b) Si 0 ≤ a ≤ b y 0 ≤ c ≤ d entonces ac ≤ bd.
 c) Si 0 ≤ a ≤ b y c ≤ d ≤ 0 entonces bc ≤ ad.
 1.19 Sean a, b, c, d numeros reales. Demuestre que
 a) a ≤ b si y solo si a < b o a = b.
 b) Si a < b y b ≤ c entonces a < c.
 c) Si a < b entonces b ≮ a.
 d) Si a < b y c ≤ d entonces a+ c < b+ d.
 e) Si a < b y c > 0 entonces ac < bc.
 f ) Si a < b y c < 0 entonces bc < ac.
 1.20 Verifique que R+ + R+ = R+, R+R+ = R+.
 1.21 Demuestre que si A ⊆ Z es inferiormente acotado y no vacıo, A tiene un
 mınimo. De hecho, ınf A = mınA. Verifique entonces que si a ∈ R y
 ⌈a⌉ = mın {m ∈ Z : m ≥ a}, entonces ⌈a⌉ ∈ Z y ⌈a⌉− 1 < a ≤ ⌈a⌉ cona = ⌈a⌉ si solo si a ∈ Z. Demuestre ademas que si m ∈ Z, m = ⌈a⌉ si
 y solo si a ≤ m < a+1. Se dice que ⌈a⌉ es el menor entero mayor que
 a. Demuestre finalmente que ⌈a⌉ = ⌊a⌋ si a ∈ Z y que ⌈a⌉ = ⌊a⌋ + 1
 si a /∈ Z.
 1.22 Demuestre que la relacion de inclusion ⊆ es una relacion de orden en
 ℘ (X), pero que si X tiene mas de un punto, no es una relacion de
 orden total. (Nota 1.7).
 1.23 Demuestre que a | b si y solo si a | |b| , |a| | |b| o |a| | b. Verifique
 ademas que si a | b entonces |a| ≤ |b|, que a | b y b | a si y solo si
 |a| = |b| , y que mcd(a, b) = mcd (a, |b|) = mcd (|a| , |b|) = mcd (|a| , b) .
 1.24 Sean a, b numeros reales. Demuestre que
 mın {a, b}+max {a, b} = a+ b.
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 1.25 Sean a1, ...., an enteros, no todos nulos. Se dice que d > 0 es un maxi-
 mo comun divisor de a1, ...., an, si es un divisor comun de todos los
 ai, y si todo divisor comun de todos los ai es tambien un divisor de
 d. Demuestre que el maximo comun divisor de a1, ...., an, si existe,
 esta unıvocamente determinado por estos numeros. Se escribe:
 d = mcd (a1, ...., an) .
 Demuestre que d > 0 es un maximo comun divisor de a1, ...., an si es
 un divisor comun de todos los ai y existen enteros m1, ....mn tales que
 d = m1a1 + ....+mnan
 Demuestre la existencia de d observando que X = {c > 0 : c = m1a1+
 ....+mnan, mi ∈ Z} 6= ∅ y tomando d = mın (X).
 A su vez, si a1 ···an 6= 0, se dice que m es un mınimo comun multiplo de
 a1, ..., an, si m > 0, si es un multiplo de cada ai, y si todo multiplo de
 todos los ai es divisible por m. Demuestre que si d es como se describe
 arriba, entonces
 m = |a1a · · · an| /d
 es un mınimo comun multiplo de a1, ..., an, y el unico posible. De-
 muestre ademas que si los primos p1, ...., pl son distintos y tales que
 ai = pαi11 · · · pαil
 l , i = 1, 2, ...., n, αik ≥ 0, k = 1, ...., l, entonces
 d = pα11 · · · pαl
 l , m = pβ11 · · · pβll
 donde αk = mın {αik : i = 1, ..., n} , βk = max {αik : i = 1, ...., n} .¿Que son mcd(p1, ...., pn) y mcm(p1, ...., pn)?
 1.26 Con respecto al ejercicio anterior, verifique que si a, b, c son enteros no
 nulos, entonces
 mcd (mcd (a, b) , c) = mcd (a, b, c) ,
 y
 mcm (mcm (a, b) , c) = mcm (a, b, c) .
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 1.27 Demuestre que si a > 1 es un entero no primo, debe existir al menos un
 primo p tal que p | a y p ≤ √a. Concluya que si ningun primo p ≤ √
 a
 divide a a, entonces a es primo.
 Este ejercicio muestra que para buscar los factores primos de un nume-
 ro a basta buscarlos entre los primos menores o iguales que√a. Si uno
 de tales primos, p1, divide a, repıtase el proceso con a/p1, y ası su-
 cesivamente. Llegara un momento en que a/p1 · · · pn, n ≥ 1, es un
 primo pn+1, o sea que ningun primo ≤√a/p1 · · · pn dividira a/p1...pn.
 Entonces, a = p1 · · · pn+1.
 1.28 Sean a, b ∈ Z tales que a2 + b2 > 0 y sea d =mcd(a, b). Verifique que
 si d = ma + nb, m,n ∈ Z, entonces d = (cb+m) a + (−ca+ n) b para
 todo c ∈ Z, ası que no es posible esperar unicidad de m y n en una
 relacion de Bezout.
 1.29 Sean ϕ : X −→ N y ψ : Y −→ N aplicaciones inyectivas. Demuestre
 que f : X×Y −→ N dada por f (x, y) = 2ϕ(x)3ψ(y) es tambien inyectiva.
 1.30 Sea p un primo impar (i.e., p > 2). Demuestre que p es de la forma
 4n+ 1 o 4n+ 3, n ∈ N, y que el numero de primos de la forma 4n+ 3
 es infinito. (Indicacion. Si p1, ..., pm son primos de la forma 4n + 3,
 demuestre que P = p1 · · · pm es de la forma 4n+1 o 4n+3. Concluya
 que en el primer caso debe existir un primo p 6= p1, ..., pm y de la forma
 4n + 3 tal que p | P + 2, y en el segundo, un primo p de las mismas
 caracterısticas tal que p | P + 4.). Demuestre, de la misma manera,
 que todo primo ≥ 5 es de la forma 6n+1 o 6n+5, y que el numero de
 primos de la forma 6n+ 5 es infinito.
 1.31 Verifique las relaciones (1.55), (1.56), (1.58), (1.59), (1.60) y (1.61).
 1.32 Compruebe las relaciones (1.75), (1.76), (1.77), (1.78), (1.79), (1.80),
 (1.81), (1.82), (1.83) y (1.84).
 1.33 Demuestre que no existe en C una relacion de orden a < b (i.e., a ≤ b y
 a 6= b) tal que 0 < a + b y 0 < ab si 0 < a y 0 < b. (Indicacion.
 Demuestre que no puede ser 0 < i2).
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 1.34 Para 0 ≤ k ≤ n, k y n enteros, se definen
 n! =
 {1, n = 0,
 (n− 1)!n, n ≥ 1.
 (n
 k
 )=
 n!
 k! (n− k)!.
 Verifique que
 (n
 0
 )=
 (n
 n
 )= 1 y demuestre que para 1 ≤ k ≤ n,
 (n
 k
 )=
 (n
 n− k
 ),
 (n
 k − 1
 )+
 (n
 k
 )=
 (n+ 1
 k
 ).
 Concluya que si 0 ≤ k ≤ n,
 (n
 k
 )es un numero natural (haga induccion
 sobre n).
 1.35 Sean a, b ∈ C. Use induccion y los resultados del Ejercicio 1.34 para
 demostrar que si n ∈ N entonces
 (a+ b)n =n∑
 k=0
 (n
 k
 )an−kbk, 2n =
 n∑
 k=0
 (n
 k
 ).
 Demuestre tambien que si a y b son reales, a, b ≥ 0, entonces
 (a+ b
 2
 )n≤ an + bn
 2, n ≥ 0.
 1.36 Para a ∈ R, a > 0, y r ∈ Q, sea ar como en la Nota 1.27. Demuestre
 que
 a) ar · ar′
 = ar+r′, r, r′ ∈ Q.
 b) (ar)r′
 = arr′, r, r′ ∈ Q.
 c) Si tambien b > 0, (ab)r = arbr, r ∈ Q.
 **1.37 (Para lectores muy pacientes). Para a ∈ R, a ≥ 1, y x ∈ R, x > 0,
 defınase
 ax = sup {ar : r ∈ Q, 0 < r < x} .
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 Verifique que ax esta bien definido. Para 0 < a < 1 y x ∈ R, x > 0,
 defınase
 ax =[(a−1)x]−1
 .
 Finalmente, para a > 0 y x ∈ R, x ≤ 0, defınase
 ax =(a−1)−x
 .
 Verifique que
 a) ax · ay = ax+y, a > 0, x, y ∈ R.
 b) (ax)y = axy, a > 0, x, y ∈ R.
 c) (ab)x = axbx, a, b > 0, x ∈ R.
 Demuestre tambien que si a > 0 y r ∈ Q, la definicion de ar dada en
 la Nota 1.27 coincide con la presente. Es decir, demuestre que
 ar = sup {as : s ∈ Q, 0 < s < r} , a ≥ 1, r ∈ Q, r > 0.
 Para otra definicion de ax, a, x ∈ R, a > 0, vease [12], Capıtulo 5, Nota
 5.10.
 1.38 Verifique que
 a)n∑k=0
 (−1)k(2n
 2k
 )= 2ncos
 nπ
 2.
 b)n∑k=0
 (−1)k+1
 (2n
 2k − 1
 )= 2nsen
 nπ
 2.
 c)n∑k=0
 (−1)k(2n+ 1
 2k + 1
 )= 2n
 √2sen
 (2n+ 1) π
 4.
 d)n∑k=0
 (−1)k(2n+ 1
 2k
 )= 2n
 √2cos
 (2n+ 1) π
 4.
 e)n∑k=0
 (−1)k(2n+ 1
 2k
 )=
 n∑k=0
 (−1)n−k(2n+ 1
 2k + 1
 ).
 1.39 Sea S ⊆ C. Demuestre que − (−S) = S, y concluya que S = −Ssi y solo si −S ⊆ S. Verifique igualmente que si 0 /∈ S entonces
 (S−1)−1
 = S, y demuestre que S−1 = S si y solo si S−1 ⊆ S.
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 1.40 Se dice que una expresion decimal de a ∈ [0, 1] es periodica si es de la
 forma 0.a1a2...b1b2...bm, donde la barra sobre b1b2...bm significa que esta
 sucesion de dıgitos (0 ≤ bi ≤ 9) , denominada el periodo de la expresion,
 se repite indefinidamente. Ası, 1/3 = 0.3, 2/15 = 0,13, etc. Demues-
 tre que si a ∈ [0, 1] admite una expresion decimal periodica entonces
 a es racional. (Indicacion. Si a = 0.a1a2...b1b2...bm, demuestre que
 10n (10m − 1) a es un entero.). Verifique, por ejemplo, que si a = 0,491
 entonces a = 487/990, y que 1 = 0.9. Observese que 0.a1a2...an9 ha
 sido excluido de los desarrollos decimales. Ası, 0.9 no es el desarrollo
 decimal de 1 : su desarrollo es 1 = 1.0.
 *1.41 Demuestre que si a ∈ [0, 1] es racional, su desarrollo decimal es periodi-
 co.
 1.42 Demuestre que
 a) 0.a× 0.b = 0.a× 0.b.
 b)0.a
 0.b=a
 b, b 6= 0.
 c)0.a
 a= 0.1, a 6= 0.
 d)0.a0
 0.b0=a
 b, b 6= 0.
 1.43 Demuestre que si X es un conjunto finito con n elementos (Seccion 1.9)
 el numero de subconjuntos de X con k elementos, 0 ≤ k ≤ n, es(nk
 ).
 Concluya que ℘ (X) tiene 2n elementos, y que 2n es tambien el cardinal
 del conjunto de todas las aplicaciones f : X −→ {0, 1} .
 1.44 Demuestre que si X es un conjunto con n elementos (Seccion 1.9), el
 cardinal del conjunto F0 (X) de todas las aplicaciones biyectivas de X
 en sı mismo es n!.
 1.45 Sean R = (X,G,X) una relacion de equivalencia, ϕ : X −→ X/R la
 aplicacion cociente. Si Y ⊆ X es tal que ϕ : Y −→ X/R es biyectiva,
 se dice que Y es un sistema de representantes de R.
 a) Demuestre que Y es un sistema de representantes de R si y solo si
 Y tiene un unico elemento en comun con cada clase de equivalencia
 modulo R.
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 b) Demuestre que el axioma (A.E.) , Seccion 1.9, es equivalente a
 la afirmacion: Toda relacion de equivalencia (X,G,X) tiene un
 sistema de representantes. (Indicacion. Si I 6= ∅, Ai 6= ∅ para
 todo i ∈ I y Ai ∩Aj = ∅ para i 6= j, entonces G =⋃i∈I (Ai × Ai)
 es la grafica de una relacion de equivalencia sobre X =⋃i∈I Ai.)
 1.46 Sea (Ai)i∈I una familia de conjuntos. El conjunto de todas las aplicacio-
 nes f : I −→ ⋃i∈I Ai tales que f (i) ∈ Ai para todo i ∈ I (funciones de
 eleccion) se denota con∏
 i∈I Ai, y se denomina el producto cartesiano
 generalizado de (Ai)i∈I . Demuestre que si I = ∅ entonces⋃i∈I Ai = ∅
 y∏
 i∈I Ai = {(∅,∅,∅)} , mientras que si I 6= ∅ y Ai = ∅ para algun
 i ∈ I entonces∏
 i∈I Ai = ∅. Demuestre tambien que si I 6= ∅ y
 Ai 6= ∅ para todo i ∈ I, el axioma (A.E.) es equivalente a afirmar que∏i∈I Ai 6= ∅.
 1.47 Sean X1, ..., Xn, n ≥ 2, conjuntos, X =n⋃i=1
 Xi. Demuestre que X1 ×· · · × Xn 6= ∅ si y solo si Xi 6= ∅, i = 1, 2, ..., n. Demuestre en este
 caso, sin recurrir al axioma (A.E.) , que existe una aplicacion f : I −→X, I = {1, 2, ..., n} , tal que f (i) ∈ Xi, i = 1, 2, ..., n. (Indicacion.
 Demuestre que existe una aplicacion biyectiva
 ψ :∏
 i∈IXi −→ X1 × · · · ×Xn,
 donde∏i∈IXi es el conjunto de las funciones de eleccion de I en X.)
 1.48 Sea (Ai)i∈I una familia de subconjuntos no vacıos de N con I 6= ∅.Demuestre sin usar el axioma (A.E.) que existe f : I −→ ⋃
 i∈I Ai tal
 que f (i) ∈ Ai para todo i ∈ I. Si ∅ 6= Ai ⊆ Z para todo i ∈ I,
 e I 6= ∅ ¿es posible demostrar, sin usar el axioma (A.E.), que existe
 f : I −→ ⋃i∈I Ai tal que f (i) ∈ Ai para todo i ∈ I?
 1.49 Demuestre que si X ⊆ Y entonces Card(X) ≤Card(Y ) , y que si Y
 es finito entonces X = Y si y solo si Card(X) =Card(Y ) . ¿Es esto
 ultimo cierto si X o Y es infinito?
 1.50 Demuestre que Card(X) ≤Card(℘ (X)) y que si X es finito entonces
 Card(X) <Card(℘ (X)) .
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 1.51 Demuestre que X es finito si y solo si Card(X) < ℵ0.
 1.52 Demuestre que si X oY es finito, Card(X) =Card(Y ) si y solo si existe
 f : X −→ Y, biyectiva.
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CAPITULO 2
 Grupos
 Dado un conjunto G, una aplicacion
 (·) : G×G −→ G
 (a, b) 7−→ a · bse denomina una ley de composicion interna sobre G. Interna se refiere al
 hecho de que dados a, b ∈ G , a · b es tambien un elemento de G. Otras
 notaciones usadas frecuentemente para (·) son: (◦) , (∗) , (+). Se escribe en-
 tonces, respectivamente, a ◦ b, a ∗ b, a + b, en lugar de a · b. La notacion
 (·) se conoce como la notacion multiplicativa. A su vez, (+) es la nota-
 cion aditiva. La notacion multiplicativa (·) es la preferida para el desarrollo
 de la teorıa general, aunque (◦) y (∗) son tambien comunes. La notacion
 aditiva (+) se reserva generalmente para casos especiales. Cuando se usa la
 notacion multiplicativa, es corriente escribir simplemente ab en lugar de a ·b.
 Definicion 2.1. Un grupo (G, ·) es un sistema formado por un conjunto G
 y una ley de composicion interna (·) sobre G tal que
 (i) (ab) c = a (bc) , cualesquiera que sean a, b, c en G.
 (ii) Existe e ∈ G tal que ae = ea = a para todo a ∈ G.
 (iii) Para todo a ∈ G existe a′ ∈ G tal que aa′ = a′a = e.
 71

Page 84
                        

72 CAPITULO 2. GRUPOS
 Si (G, ·) es un grupo entonces G 6= ∅, pues e ∈ G. La propiedad (i) de la
 definicion anterior se conoce como la propiedad asociativa o la asociatividad
 de (·) . La (ii) , como la propiedad modulativa de (·) , y la (iii) , como la
 propiedad inventiva de (·) con respecto a e. Como es claro, un grupo (G, ·)tiene la siguiente propiedad:
 (iv) Cualesquiera que sean a, b ∈ G, tambien ab ∈ G.
 La propiedad (iv) se conoce como la propiedad clausurativa de (·) .Si un grupo (G, ·) satisface la propiedad
 (v) Cualesquiera que sean a, b ∈ G, ab = ba,
 se dice que (G, ·) es un grupo conmutativo o un grupo abeliano. La propiedad
 (v) se conoce como la propiedad conmutativa o la conmutatividad de (·) .
 Muchos grupos importantes son conmutativos; otros, igualmente importan-
 tes, no lo son.
 Antes de dar ejemplos de grupos, estableceremos algunas propiedades de los
 mismos que se deducen facilmente de la definicion.
 Teorema 2.1. En un grupo (G, ·) existe un unico e ∈ G que satisface la
 propiedad (ii) de la Definicion 2.1.
 Demostracion. Supongase que e′ ∈ G es tambien tal que ae′ = e′a = a para
 todo a ∈ G. Entonces, e′ = ee′ = e. �
 Definicion 2.2. Se dice que e es el elemento neutro de (G, ·) .
 Teorema 2.2. Si (G, ·) es un grupo y a, b ∈ G son tales que ac = bc para
 algun c ∈ G, entonces a = b.
 Demostracion. Si c′ ∈ G es tal que cc′ = e entonces (ac) c′ = (bc) c′, de lo
 cual a (cc′) = b (cc′) , ası que a = ae = be = b. �
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 La propiedad establecida en el Teorema 2.2 se conoce como la propiedad can-
 celativa a derecha de (·) . Analogamente se tiene que:
 Si a, b ∈ G y existe c ∈ G tal que ca = cb, entonces a = b. Esta se conoce
 como la propiedad cancelativa a izquierda de (·) . La demostracion es analoga
 a la del Teorema 2.2, tomando c′ ∈ G tal que c′c = e.
 Corolario 2.1. Si (G, ·) es un grupo y e′ ∈ G es tal que e′a = a para algun
 a ∈ G, entonces e′ = e, el elemento neutro de G.
 Demostracion. En efecto, e′a = ea, y basta aplicar el Teorema 2.2. �
 De manera analoga, si ae′ = a para algun a ∈ G, necesariamente e′ = e.
 Corolario 2.2. Si (G, ·) es un grupo y a ∈ G, existe un y solo un a′ ∈ G
 tal que aa′ = e.
 Demostracion. La existencia de a′ resulta de (iii) . La unicidad, del Teorema
 2.2. �
 Analogamente, existe un unico a′ ∈ G, tal que a′a = e. En total, existe un
 y solo un a′ en G tal que aa′ = a′a = e.
 Definicion 2.3. Si (G, ·) es un grupo y a ∈ G, el unico a′ ∈ G tal que
 a′a = aa′ = e se denomina el inverso de a y se denota con a−1.
 Corolario 2.3. Si a ∈ G, para que a′ = a−1 es necesario y suficiente que
 aa′ = e o que a′a = e.
 Teorema 2.3. Si (G, ·) es un grupo y a, b ∈ G, la ecuacion ax = b tiene
 la unica solucion x = a−1b.
 Demostracion. Como a (a−1b) = (aa−1) b = eb = b, es claro que x = a−1b es
 solucion. La unicidad resulta del Teorema 2.2. �
 De igual manera, x = ba−1 es la unica solucion de xa = b.
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 Corolario 2.4. Sean (G, ·) un grupo, e su elemento neutro, a, b ∈ G. En-
 tonces:
 1. e−1 = e
 2. (a−1)−1
 = a
 3. (ab)−1 = b−1a−1.
 Demostracion. (1) En efecto, e−1 y e resuelven la ecuacion ex = e. (2)
 Tanto a como (a−1)−1
 resuelven a−1x = e. (3) Ambos, (ab)−1 y b−1a−1,
 resuelven (ab) x = e. �
 Nota 2.1. En general, (ab)−1 6= a−1b−1. Vease el Ejemplo 2,11.
 Nota 2.2. En un grupo abeliano (G, ·) notado multiplicativamente, es usual
 denotar con 1 (uno) el elemento neutro e de G. A su vez, es corriente denotar
 conb
 ao b/a la solucion unica de ax = b, que es la misma de xa = b. En
 particular, a−1 =1
 a= 1/a. La notacion b/a puede ser causa de confusion si
 se usa en el caso no conmutativo.
 Nota 2.3. Si (G,+) es un grupo abeliano notado aditivamente, es cos-
 tumbre denotar con 0 (cero) el elemento neutro de G y con −a el inver-
 so de a con respecto a 0. Notese que entonces −0 = 0, − (−a) = a y
 − (a+ b) = (−a) + (−b) . A su vez, x = b− a denotara la solucion unica de
 a+x = b, que es la misma de x+a = b. Notese que b−a = b+(−a) = (−a)+by que 0− a = −a.
 Ejemplo 2.1. Si X es un conjunto no vacıo, denotaremos con F0 (X) el
 conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de X en sı mismo. Entonces
 (F0 (X) , ◦) , donde (◦) es la ley de composicion de funciones, (f ◦ g) (x) =
 f (g (x)) , x ∈ X, es un grupo, en el cual la aplicacion identica I de X,
 I (x) = x para todo x ∈ X, es el elemento neutro, y en el cual f−1, la apli-
 cacion inversa de f , (f−1(x) = y si y solo si f(y) = x) es el inverso de f. Si
 X se reduce a un unico elemento a (X = {a}), F0 (X) = {I} , donde I es la
 aplicacion I(a) = a. Si X es un conjunto con n elementos, F0 (X) tiene n!
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 elementos (Ejercicio 1.77).
 Ejemplo 2.2. Si X = {1, 2, ..., n} , n ≥ 1, y f ∈ F0 (X) , es costumbre
 escribir
 f =:
 1 2 ... n
 f (1) f (2) ... f (n)
 ,
 o, si f (k) = mk, k = 1, 2, ..., n,
 f =
 1 2 ... n
 m1 m2 ... mn
 .
 Notese que 1 ≤ mk ≤ n, k = 1, 2, ..., n.
 Es tambien corriente, en este caso, considerar como ley de composicion en
 F0 (X) la ley
 f · g := g ◦ f (2.1)
 en lugar de la g ◦ f. Como es natural, escribiremos fg = f · g. El producto
 (·) hace mas comodo el calculo de g ◦ f (k) , como lo muestra el siguiente
 diagrama:
 fg =
 1 ... k ... n
 ↓f (1) ... f (k) ... f (n)
 1 ... f (k) ... n
 ↓g (1) ... g (f (k)) ... g (n)
 Ası,
 1 2 3
 ↓3 1 2
 1 2 3
 ↓3 2 1
 =
 1 2 3
 ↓3
 .
 Es usual escribir Sn = F0 ({1, 2, ..., n}) y denominar a (Sn, ·) el grupo simetri-
 co de n objetos.
 Ejemplo 2.3. Los siguientes son grupos abelianos aditivos (vease Capıtulo
 1):
 1. (C,+) : el grupo aditivo de los numeros complejos,
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 2. (R,+) : el grupo aditivo de los numeros reales,
 3. (Q,+) : el grupo aditivo de los numeros racionales,
 4. (Z,+) : el grupo aditivo de los numeros enteros.
 5. Si (S,+, ·) es un dominio (Capıtulo 1, Seccion 1.9.), (S,+) es un grupo
 aditivo.
 En todos ellos, 0 es el elemento neutro y −a es el inverso de a.
 Ejemplo 2.4. Los siguientes son grupos abelianos multiplicativos:
 1. (C∗, ·) : el grupo multiplicativo de los numeros complejos no nulos,
 2. (R∗, ·) : el grupo multiplicativo de los numeros reales no nulos,
 3. (Q∗, ·) : el grupo multiplicativo de los numeros racionales no nulos.
 En el Ejemplo 2.4, si G = C, R, Q, K, G∗ = G r {0} , para cada uno de
 estos grupos, 1 es el elemento neutro y a−1 = 1/a es el inverso de a.
 Ejemplo 2.5. Si K = Z, Q, R, C, entonces Mm×n (K) , el conjunto de las
 matrices de orden m × n sobre K es, con la adicion usual de matrices, un
 grupo abeliano aditivo.
 Ejemplo 2.6. SiK = Q, R, C, entonces GLn (K), el conjunto de las matrices
 cuadradas de orden n×n sobre K con determinante no nulo (matrices no sin-
 gulares), es, con la multiplicacion usual de matrices, un grupo multiplicativo.
 Esto resulta de observar que si A ∈ GLn (K) y A−1 := (Det (A))−1Adj(A) ,
 donde Adj(A) = [aij] con aij = (−1)i+jDet(Aji) , siendo Aji la matriz ob-
 tenida de A suprimiendo la j-esima fila y la i-esima columna, entonces
 A−1A = AA−1 = I (la matriz Adj(A) se conoce como la matriz adjunta
 de A), y ademas
 Det (I) = 1, Det(AB) = Det (A)Det (B) , (2.2)
 donde I es la matriz identidad de orden n × n y Det(A) denota el determi-
 nante de la matriz A. Notese que entonces Det(A−1) = (Det (A))−1 . Que
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 tal grupo no es abeliano si n ≥ 2, se establece en el Ejemplo 2.11.
 Definicion 2.4. Si (G, ·) es un grupo con elemento neutro e, a ∈ G ym ∈ N,definimos
 am =
 {e, si m = 0,
 ana, si m = n+ 1, n ∈ N.(2.3)
 Notese que a1 = a, y un argumento inductivo demuestra facilmente que
 em = e para todo m ∈ N. A su vez, am+1 = ama para todo m ∈ N. Por
 otra parte, am+1 = aam. En efecto, esto es claro si m = 0; y si lo suponemos
 para m entonces aam+1 = (aam) a = am+1a = a(m+1)+1, de lo cual es tambien
 valido para m+ 1 y, por lo tanto, para todo m ∈ N.
 Teorema 2.4. Si (G, ·) es un grupo , a ∈ G y m,n ∈ N, entonces
 am+n = aman. (2.4)
 Demostracion. Haremos induccion sobre n (manteniendo m fijo, pero arbi-
 trario). La afirmacion es clara si n = 0. Y si la suponemos para un cierto n
 entonces am+(n+1) = a(m+n)+1 = am+na = (aman) a = am (ana) = aman+1, de
 lo cual vale tambien para n+ 1 y, ası, para todo n ∈ N. �
 Nota 2.4. Como es claro, am+n = anam, ası que, aman = anam cualesquiera
 que sean a ∈ G y m,n ∈ N.
 Definicion 2.5. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y n ∈ N, definimos
 a−n :=(a−1)n
 (2.5)
 Teorema 2.5. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y n ∈ N, entonces
 a−n = (an)−1 . (2.6)
 Demostracion. La afirmacion es clara si n = 0 o n = 1. Supongamosla para
 n. Entonces, a−(n+1) = (a−1)n+1
 = (a−1)na−1 = a−na−1 = (an)−1 a−1 =
 (aan)−1 = (an+1)−1. Hemos recurrido al hecho de que (ab)−1 = b−1a−1 y,
 tambien, a que aan = an+1. Esto demuestra la afirmacion para n+ 1 y, por
 lo tanto, para todo n ∈ N. �
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 Teorema 2.6. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y m,n ∈ N, m ≥ n, entonces
 am−n = ama−n. (2.7)
 Demostracion. En efecto, m − n ∈ N, ası que am−nan = a(m−n)+n = am.
 Entonces, am−n = (am−nan) (an)−1 = ama−n. �
 Nota 2.5. Si m < n en el Teorema 2.6, entonces am−n = a−(n−m) =
 (an−m)−1
 = (ana−m)−1
 = (a−m)−1a−n =
 [(am)−1]−1
 a−n = ama−n, lo cual
 demuestra que (2.7) es aun valida si m,n ∈ N y m < n.
 Teorema 2.7. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y m,n ∈ N, entonces
 a−ma−n = a−(m+n)
 Demostracion. En efecto, a−ma−n = (a−1)m(a−1)
 n= (a−1)
 m+n= a−(m+n).
 �
 Observamos que mediante (2.3) y (2.5), am ha sido definido para todom ∈ Z.De hecho,
 am =(a−1)−m
 (2.8)
 para todo m ∈ Z. Esto es claro si m = −n, n ∈ N, pues entonces n =
 −m y am = a−n = (a−1)n= (a−1)
 −m; y si m ∈ N, entonces (a−1)
 −m=[
 (a−1)−1]m
 = am. De los Teoremas 2.4, 2.6 y 2.7, y de lo observado en la
 Nota 2.5, se deduce entonces que
 Teorema 2.8. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y m,n ∈ Z, entonces
 am+n = aman. (2.9)
 En particular, aman = anam.
 Nota 2.6. Si (G, ·) es un grupo y a, b ∈ G son tales que ab = ba, se dice
 que a y b conmutan. Si a y b conmutan, entonces a y bn conmutan para todo
 n ∈ N, como se verifica facilmente por induccion (Ejercicio 2.11). Tambien
 a−1 y b−1 conmutan, pues b−1a−1 = (ab)−1 = (ba)−1 = a−1b−1. Finalmente,
 a y b−1 conmutan, pues (ab−1) (b−1a)−1
 = a (b−1a−1) b = a (a−1b−1) b = e.
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 En total, si a y b conmutan entonces abm = bma para todo m ∈ Z (Ejercicio
 2.11). Como es claro a y am conmutan para todo m ∈ Z. Notese que e, el
 elemento neutro de G, conmuta con todo a ∈ G.
 Teorema 2.9. Si (G, ·) es un grupo, a, b ∈ G y a y b conmutan, entonces
 (ab)m = ambm (2.10)
 para todo m ∈ N.
 Demostracion. La afirmacion es clara si m = 0, 1. Y si la suponemos para m
 entonces (ab)m+1 = (ab)m (ab) = (ambm) (ba) = am (bmb) a = am (bm+1a) =
 (ama) bm+1 = am+1bm+1, pues a y bm+1 conmutan (Nota 2.6). �
 Corolario 2.5. Si (G, ·) es un grupo, a, b ∈ G y a y b conmutan, entonces
 (ab)m = ambm (2.11)
 para todo m ∈ Z.
 Demostracion. La afirmacion fue demostrada arriba para m ∈ N. Y si m =
 −n, n ∈ N, entonces (ab)m = (ab)−n =[(ab)−1]n = (b−1a−1)
 n= (a−1b−1)
 n=
 (a−1)n(b−1)
 n= a−nb−n = ambm, pues a−1 y b−1 conmutan. �
 Nota 2.7. Las Relaciones (2.10) y (2.11) pueden ser falsas si a y b no con-
 mutan (en particular, puede ser que (ab)−1 6= a−1b−1. Ejemplo 2.11).
 Definicion 2.6. Se dice que un conjuntoG dotado de una ley de composicion
 interna (·) es un grupo de derecha si
 1. (ab) c = a (bc) , cualesquiera que sean a, b, c ∈ G.
 2. Existe e ∈ G tal que ae = a para todo a ∈ G.
 3. Para todo a ∈ G existe a′ ∈ G tal que aa′ = e.
 Todo grupo (G, ·) es un grupo de derecha. Si (G, ·) es un grupo de derecha,
 ab ∈ G cualesquiera que sean a, b ∈ G (pues (·) es una ley de composicion
 interna). Por otra parte, si a ∈ G y a2 = aa = a, necesariamente a = e,
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 pues si a′ ∈ G es tal que aa′ = e entonces a2a′ = a (aa′) = ae = a, y tambien
 a2a′ = aa′ = e.
 Teorema 2.10. Todo grupo de derecha es, de hecho, un grupo.
 Demostracion. Si (G, ·) es un grupo de derecha y a, a′ ∈ G son tales que
 aa′ = e, entonces (a′a)2 = a′aa′a = (a′e) a = a′a, ası que tambien a′a = e.
 Por otra parte, ea = (aa′) a = a (a′a) = ae = a , lo cual completa la demos-
 tracion. �
 Mediante (1), (2) y (3) de la Definicion 2.6, pero cambiando ae = a por
 ea = a en (2) y aa′ = e por a′a = e en (3), se define un grupo de izquierda.
 Como es claro, un grupo es un grupo de izquierda, y demostrando que en un
 grupo de izquierda la condicion a2 = a tambien implica que a = e, se de-
 muestra que todo grupo de izquierda es, de hecho, un grupo. Curiosamente,
 se concluye ası que los grupos de izquierda y derecha son los mismos.
 Nota 2.8. Por el contrario, pueden existir sistemas (G, ·) en los cuales (·)es una ley de composicion interna asociativa sobre G tal que
 1. existe e ∈ G tal que ae = a para todo a ∈ G,
 2. para todo a ∈ G existe a′ ∈ G tal que a′a = e,
 y los cuales no son, sin embargo, grupos. Vease el Ejercicio 2.9.
 Teorema 2.11. Sea (G, ·) un sistema formado por un conjunto G y una
 ley de composicion interna (·) sobre G tal que
 1. (ab) c = a (bc) cualesquiera que sean a, b, c ∈ G.
 2. En G son validas las leyes cancelativas a derecha e izquierda.
 Entonces, si G es finito y no vacıo, (G, ·) es un grupo.
 Demostracion. Como G 6= ∅, existe a ∈ G. Sea fa : G −→ G la aplicacion
 fa (x) = ax. Por 2., fa es inyectiva y, como G es finito, tambien sobreyectiva
 (Capıtulo 1, Seccion 1.9). Existira entonces ea ∈ G tal que fa (ea) = aea = a
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 y, como a (eab) = (aea) b = ab, nuevamente 2. implica que eab = b cualquiera
 que sea b ∈ G. Pero, como gb : G −→ G dada por gb (x) = xb es tambien
 sobreyectiva, para todo b ∈ G existira b′ ∈ G tal que gb (b′) = b′b = ea, lo cual
 demuestra que (G, ·) es un grupo de izquierda con elemento neutro ea ∈ G.
 Entonces, G es un grupo. �
 Nota 2.9. En un grupo G, finito o infinito, las condiciones 1 y 2 del Teore-
 ma 2.11 se verifican. Sin embargo, puede ser que para (G, ·) , con G infinito,
 tales condiciones se verifiquen, sin que (G, ·) sea un grupo. Tal es el caso de
 los sistemas (N,+) y (N∗, ·) , donde N es el conjunto de los numeros natu-
 rales, N∗ = N r {0} y (+) y (·) son la adicion y la multiplicacion usuales.
 Aconsejamos al lector verificar las condiciones 1, y 2. del Teorema 2.11 para
 estos sistemas.
 Definicion 2.7. Si G = {a1, a2, ..., an} y (·) es una ley de composicion
 interna sobre G (ası que, dados 1 ≤ i, j ≤ n, existe 1 ≤ k ≤ n tal que
 ai ·aj = aiaj = ak), la matriz [aij]n×n , donde aij = aiaj, se denomina la tabla
 de multiplicacion de (G, ·) .
 Si G = {a1, a2, ..., an} es un grupo y convenimos en que a1 = e es el elemento
 neutro, entonces a1j = a1aj = aj y ai1 = aia1 = ai, i, j = 1, 2, ..., n; es decir,
 tanto la primera fila como la primera columna de [aij]n×n es (a1, a2,..., an) .
 De hecho, cualquier fila de [aij]n×n contiene todos los elementos a1, a2,..., anen algun orden. Esto es consecuencia del hecho de que para cada i, fijo, la
 ecuacion aix = aj, j = 1, 2, ..., n, siempre tiene solucion. Como lo mismo
 es cierto de la ecuacion xaj = ai, toda columna de [aij]n×n contiene tam-
 bien todos los elementos a1, a2,..., an en algun orden. Es decir, si [aij]n×nes la tabla de multiplicacion de un grupo finito, toda fila y toda columna de
 [aij]n×n contiene todos los elementos de G, y es facil ver que si una tabla de
 multiplicacion asociativa satisface tal propiedad, esta es necesariamente la
 tabla de multiplicacion de un grupo (pues las condiciones 1. y 2. del Teorema
 2.11 deberan satisfacerse, ya que las aplicaciones inyectivas y sobreyectivas
 de un grupo finito en sı mismo coinciden: Capıtulo 1, Seccion 1.9). Las ta-
 blas de multiplicacion de grupos con n elementos deben entonces buscarse
 entre las, matrices [aij]n×n que contienen exactamente los mismos elementos
 a1, a2,..., an en cada fila y cada columna (en algun orden). La asociatividad,
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 sin embargo, no se puede deducir facilmente de la tabla.
 Ası, para un conjunto con un unico elemento e, la unica tabla posible es [e] ,
 que es la tabla de un grupo. Para uno con dos elementos, G = {e, a} , launica tabla posible es
 A =
 [e a
 a e
 ], (2.12)
 y es la tabla de un grupo (pues es obviamente asociativa). Para un conjunto
 con tres elementos, G = {e, a, b} , es tambien claro que una sola tabla es
 posible:
 A =
 e a b
 a b e
 b e a
 , (2.13)
 la cual es efectivamente la tabla de un grupo. Notese que la alternativa
 A′ =
 e a b
 a e
 b
 , (2.14)
 es inconducente: necesariamente serıa a23 = b, que es absurdo.
 Para cuatro elementos, G = {e, a, b, c} , las alternativas para la segunda fila
 son
 A1 =
 e a b c
 a e c b
 b
 c
 , A2 =
 e a b c
 a c e b
 b
 c
 ,A3=
 e a b c
 a b c e
 b
 c
 (2.15)
 que, de hecho, determinan completamente sus segundas columnas, en la for-
 ma
 A1 =
 e a b c
 a e c b
 b c
 c b
 , A2 =
 e a b c
 a c e b
 b e
 c b
 , A3 =
 e a b c
 a b c e
 b c
 c e
 . (2.16)
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 Para la tercera fila de A1 existe la alternativa
 A1,1 =
 e a b c
 a e c b
 b c e a
 c b
 , A1,2 =
 e a b c
 a e c b
 b c a e
 c b
 , (2.17)
 que conduce a las posibles tablas
 A1,1 =
 e a b c
 a e c b
 b c e a
 c b a e
 , A1,2 =
 e a b c
 a e c b
 b c a e
 c b e a
 . (2.18)
 Para la matriz A2 solo es posible una tercera fila:
 A2 =
 e a b c
 a c e b
 b e c a
 c b
 . (2.19)
 Esto conduce a la otra posible tabla
 A2 =
 e a b c
 a c e b
 b e c a
 c b a e
 . (2.20)
 Finalmente, para A3 solo es posible una tercera fila,
 A3 =
 e a b c
 a b c e
 b c e a
 c e
 ,
 la cual conduce a la tabla:
 A3 =
 e a b c
 a b c e
 b c e a
 c e a b
 . (2.21)
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 Las tablas A1,1, A1,2, A2 y A3 son, de hecho, tablas de grupos, y las unicas
 posibles.
 Para n ≥ 5, el anterior trabajo es engorroso (al menos sin la ayuda de im-
 plementos de calculo rapido), y es frecuentemente mas conveniente recurrir
 a otros procedimientos para establecer las posibles tablas (entre ellos, el de
 desarrollar un poco mas la teorıa de los grupos). Vease, al respecto, el Ejem-
 plo 3.4.
 Nota 2.10. La tabla de multiplicacion de un grupo abeliano finito G es una
 matriz simetrica, es decir aij = aji cualesquiera que sean i, j. Recıprocamen-
 te, si la tabla de multiplicacion de un grupo finito es simetrica, este grupo es
 abeliano. Para un grupo conmutativo G, el Teorema 2.9 y su corolario son
 automaticamente validos. Observese que de lo dicho anteriormente para las
 tablas de multiplicacion se deduce que todo grupo con 1, 2, 3 o 4 elementos
 es conmutativo.
 Nota 2.11. Como lo hemos mencionado, la notacion aditiva (+) para la
 operacion de un grupo se usa exclusivamente cuando este es conmutativo.
 En tal caso el elemento neutro de G se denota con 0 y el inverso de a ∈ G
 con (−a) . Es usual tambien escribir ma en lugar de am, a ∈ G, m ∈ Z, ylas relaciones am+n = aman, (ab)m = ambm, a, b ∈ G, m, n ∈ Z, toman enton-
 ces la forma (m+ n) a = ma+na, m (a+ b) = ma+mb. Notese que 0·0 = 0.
 Ejemplo 2.7. Todo grupo G en el cual a2 = e, es decir, a = a−1 para todo
 a ∈ G, es automaticamente conmutativo. En efecto, (ab)−1 = ab, y tambien
 (ab)−1 = b−1a−1 = ba.
 Ejemplo 2.8. Si G es un grupo en el cual (ab)i = aibi para todo
 i = 0, 1, 2, ..., entonces G es abeliano. De hecho, si (ab)i = aibi para tres
 enteros consecutivos i = n, n + 1, n + 2, entonces G es abeliano. En efecto,
 an+1bn+1 = (ab)n+1 = (ab) (ab)n = (ab) anbn, de lo cual anb = ban. De la
 misma manera se verifica que an+1b = ban+1. Pero entonces aanb = aban =
 ban+1, y ası ab = ba.
 Ejemplo 2.9. Si G es un grupo en el cual (ab)3 = a3b3 y (ab)5 = a5b5
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 cualesquiera que sean a, b ∈ G, entonces G es abeliano. Para compro-
 bar esto observese en primer lugar que a (ba)2 b = (ab)3 = a3b3, ası que
 (ba)2 = a2b2. Pero entonces (ab)4 =((ab)2
 )2= (b2a2)
 2= (a2)
 2(b2)
 2= a4b4,
 y la afirmacion resulta de lo establecido en el Ejemplo 2.8.
 Ejemplo 2.10. Si (G, ·) es un grupo con 5 elementos, necesariamente G
 es abeliano. Para demostrar esto, supongase que existen a, b ∈ G tales que
 ab 6= ba. Claramente a 6= e, b 6= e, donde e es el elemento neutro de G
 (pues e conmuta con todo elemento de G). Tambien a 6= b (pues a conmuta
 consigo mismo), a 6= ab, b 6= ab, b 6= ba, a 6= ba, ab 6= e (pues a conmuta con
 a−1) y ba 6= e. Entonces G = {e, a, b, ab, ba} . Teniendo ahora en cuenta
 que a conmuta con cualquier potencia de a se concluye que a2 6= b, a2 6= ab,
 a2 6= ba, ası que a2 = e, o sea que, a = a−1. De la misma manera, b2 = e y
 b = b−1. Ahora, es claro que aba 6= a, ab, ba. Tampoco aba = e, pues serıa
 ab = a−1 = a, y entonces b = e. Finalmente aba 6= b, ya que ab 6= ba. Es
 decir, aba no tiene cabida en G, lo cual es absurdo. Entonces la hipotesis
 inicial ab 6= ba es contradictoria, y sera ab = ba para todos los a, b ∈ G.
 Ejemplo 2.11. El grupo GL2 (K) , K = Q, R, C, no es abeliano, pues, por
 ejemplo,
 [1 1
 0 1
 ][1 0
 1 1
 ]=
 [2 1
 1 1
 ]6=[1 1
 1 2
 ]=
 [1 0
 1 1
 ][1 1
 0 1
 ]. (2.22)
 A partir de
 A =
 [1 1
 0 1
 ]y B =
 [1 0
 1 1
 ](2.23)
 se pueden construir matrices no conmutativas de cualquier orden n ≥ 2. Ası,
 [A 0
 0 0
 ],
 [B 0
 0 0
 ](2.24)
 no conmutan, y GLn (K) no sera conmutativo para n ≥ 2.
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 EJERCICIOS
 2.1 Sean (G, ·) un grupo, a ∈ G. Demuestre que las aplicaciones
 fa, ga, ha : G −→ G dadas respectivamente por (a) fa (x) = ax, (b)
 ga (x) = xa, (c) ha (x) = axa−1, x ∈ G, son biyectivas, que si e es el
 elemento neutro de G entonces fe = ge = he es la aplicacion identica
 de G, y que si b = a−1, entonces f−1a = fb, g
 −1a = gb, h
 −1a = hb.
 2.2 Con respecto al Ejercicio 2.1, verifique que ha (xy) = ha (x)ha (y) cua-
 lesquiera que sean x, y ∈ G, que ha (e) = e, y que ha (x−1) = (ha (x))
 −1
 para todo x ∈ G.
 2.3 Con respecto al Ejercicio 2.2, verifique que (ha (x))n = ha (x
 n) para
 todo n ∈ Z y todo x ∈ G, ası que (axa−1)n= axna−1 en tales cir-
 cunstancias. (Indicacion. Considere primero el caso de n ∈ N y haga
 induccion.)
 2.4 Sean (G, ·) un grupo, a ∈ G, m, n ∈ Z. Demuestre que (am)n = amn.
 (Indicacion. Considere primero el caso de n ∈ N.)
 2.5 Sean (G,+) un grupo abeliano aditivo en el cual 0 es el elemento neutro,
 −a es el inverso de a y b−a es la solucion unica de a+x = b. Demuestre
 que
 a) − (b− a) = a− b,
 b) a− (b+ c) = (a− b)− c,
 c) a− (b− c) = (a− b) + c,
 d) a+ (b− c) = (a+ b)− c,
 cualesquiera que sean a, b, c ∈ G.
 2.6 Sean (G, ·) un grupo abeliano multiplicativo en el cual 1 es el elemento
 neutro y b/a es la unica solucion de ax = b. Verifique que a−1 = 1/a
 y demuestre que
 a) 1/ (b/a) = a/b,
 b) a/ (bc) = (a/b) /c,
 c) a/ (b/c) = (ac) /b,
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 d) a (b/c) = (ab) /c,
 e) (a/b) (c/d) = (ac) / (bd) ,
 f ) (a/b) / (c/d) = (ad) / (bc) ,
 cualesquiera que sean a, b, c, d ∈ G. Establezca analogos de (e) y (f)
 para el Ejercicio 2.5
 2.7 Con respecto al Ejercicio 2.5, demuestre que n (b− a) = nb − na cua-
 lesquiera que sean a, b ∈ G y n ∈ Z, y establezca el resultado analogo
 en el caso del Ejercicio 2.6. Demuestre tambien que (mn) a = m (na)
 cualesquiera que sean a ∈ G y m,n ∈ Z.
 2.8 Sean G un conjunto, e ∈ G. Considere en G la ley de composicion
 interna a · b = a. Verifique que e es elemento neutro a derecha de G
 para (·) y que para todo a ∈ G existe a′ ∈ G tal que a′ · a = e, pero
 que si G tiene mas de un elemento, (G, ·) no es un grupo.
 2.9 Sea G un conjunto no vacıo provisto de una ley de composicion interna
 (·) asociativa y en el cual las ecuaciones ax = b y xa = b tienen al
 menos una solucion cualesquiera que sean a, b ∈ G. Demuestre que si
 G es finito, o si las soluciones de las ecuaciones ax = b y xa = b son
 ademas unicas, entonces (G, ·) es un grupo, y que este ultimo es el caso
 si G es finito.
 2.10 Sean (G, ·) un grupo y a, b ∈ G. Supongase que a y b conmutan.
 Demuestre por induccion que abm = bma para todo m ∈ N, y concluya
 luego que esto es valido para todo m ∈ Z. Demuestre finalmente que
 (ab)2 = a2b2 si y solo si a y b conmutan.
 2.11 Considere el grupo (S3, ·) y sean
 a =
 (1 2 3
 2 1 3
 ), b =
 (1 2 3
 3 2 1
 ), c =
 (1 2 3
 1 3 2
 )
 d =
 (1 2 3
 2 3 1
 ), e =
 (1 2 3
 1 2 3
 ), f =
 (1 2 3
 3 1 2
 ).
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 Verifique que la tabla de multiplicacion de (S3, ·) es
 e a b c d f
 a e d f b c
 b f e d c a
 c d f e a b
 d c a b f e
 f b c a e d
 ¿Es (S3, ·) un grupo conmutativo?

Page 101
                        

CAPITULO 3
 Subgrupos
 Definicion 3.1. Sea (G, ·) un grupo cuyo elemento neutro es e. Se dice que
 un subconjunto H de G es un subgrupo de G si H tiene las tres propiedades
 siguientes:
 (i) e ∈ H.
 (ii) Si a, b ∈ H entonces ab ∈ H.
 (iii) Si a ∈ H entonces a−1 ∈ H.
 Un subgrupo H de un grupo G nunca es vacıo (pues e ∈ H), y si a, b ∈ H
 entonces ab−1 ∈ H (pues tambien b−1 ∈ H). Recıprocamente:
 Teorema 3.1. Si H ⊆ G, H 6= ∅ y H tiene la propiedad
 (iv) Si a, b ∈ H, tambien ab−1 ∈ H, entonces H es un subgrupo de G.
 Demostracion. ComoH 6= ∅ existe c ∈ H, y, en virtud de (iv), e = cc−1 ∈ H.
 Entonces (i) de la Definicion 3.1 se satisface, y si a ∈ H, tambien en virtud
 de (iv), a−1 = ea−1 ∈ H. Finalmente, si a, b ∈ H entonces a, b−1 ∈ H, de lo
 cual ab = a (b−1)−1 ∈ H. Esto demuestra que (ii) y (iii) de la Definicion 3.1
 tambien se satisfacen, y H es ası un subgrupo de G.�
 Nota 3.1. Un subgrupo H de G tiene la propiedad
 89
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 (v) Dados a, b ∈ H, tambien ab ∈ H.
 Si H ⊆ G, H 6= ∅ y H tiene la anterior propiedad, puede suceder que H
 no sea un subgrupo de G, aun si e ∈ H. Por ejemplo N ⊆ Z tiene la an-
 terior propiedad y 0 ∈ N, pero N no es un subgrupo de (Z,+). Lo mismo,
 Z∗ = Z r {0} tiene tal propiedad y 1∈ Z∗, pero Z∗ no es un subgrupo de
 (Q∗, ·), Q∗ = Q r {0}. De hecho, la propiedad (v) no implica que e ∈ H
 (aun si H 6= ∅). Por ejemplo, N∗ = Nr {0} no es un subgrupo de (Z,+), y
 0 /∈ N∗, pero satisface (v).
 Sin embargo:
 Teorema 3.2. Si (G, ·) es un grupo y H ⊆ G es finito, no vacıo y satisface
 (v) de la Nota 3.1, entonces H es un subgrupo de G.
 Demostracion. Como H 6= ∅, existe c ∈ H. Ahora, en virtud de (v),
 fc (x) = cx, donde c ∈ H, es una aplicacion de H en sı mismo, la cual es
 evidentemente inyectiva (si cx = cy, necesariamente x = y). Como H es fini-
 to, fc sera tambien sobreyectiva, y debera existir ec ∈ H tal que fc (ec) = c;
 es decir, cec = c. Pero entonces ec = e, el elemento neutro de G, ası que
 e ∈ H. Como fa : H −→ H es sobreyectiva para todo a ∈ H, para cada
 a ∈ H debera existir a′ ∈ H tal que fa (a′) = e, o sea, que aa′ = e, de lo cual
 a′ = a−1. Se concluye que si a ∈ H, tambien a−1 ∈ H. Entonces, H es un
 subgrupo de G. �
 Ejemplo 3.1. Si (G, ·) es un grupo y a ∈ G,
 [a] := {an : n ∈ Z} (3.1)
 es un subgrupo de G. En efecto, e = a0, (an)−1 = a−n y aman = am+n, y todo
 resulta de observar que 0 ∈ Z, −n ∈ Z y m+n ∈ Z si m,n ∈ Z. Se dice que
 [a] es el subgrupo cıclico de G generado por a. Si (G,+) es un grupo abeliano
 aditivo es corriente escribirma en lugar de am. Entonces [a] = {ma : m ∈ Z}.
 Definicion 3.2. Se dice que un grupo (G, ·) es cıclico si G = [a] para algun
 a ∈ G. Es decir, si G coincide con el subgrupo cıclico generado por alguno
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 de sus elementos.
 Ejemplo 3.2. El grupo (Z,+) es un grupo cıclico aditivo generado por 1,
 pues m = m · 1 para todo m ∈ Z. Ası, Z =[1].
 Nota 3.2. Si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo de G, es claro que
 (H, ·) es, efectivamente, un grupo. Si a ∈ G, ([a] , ·) es un grupo abeliano,
 pues aman = am+n = anam cualesquiera que sean m,n ∈ Z.
 En particular:
 Teorema 3.3. Todo grupo cıclico es abeliano.
 Definicion 3.3. Sean (G, ·) un grupo, a ∈ G. Se dice que a tiene orden
 finito, o que a es de orden finito, si existe m ∈ Z, m 6= 0, tal que am = e.
 En tal caso
 o (a) := mın{m > 0 : am = e} (3.2)
 se denomina el orden de a.
 Nota 3.3. Como es claro, si a ∈ G es de orden finito y am = e , tambien
 a−m = e. Esto implica que el conjunto en (3.2) es no vacıo, ası que o (a)
 esta bien definido y o (a) ∈ N, o (a) ≥ 1. Observese ademas que o (e) = 1.
 Si a ∈ G no tiene orden finito, es decir, si am 6= e para todo m ∈ Z, m 6= 0,
 es corriente decir que a tiene orden infinito, y escribir o (a) = ∞. Ası, todo
 elemento n 6= 0 del grupo aditivo (Z,+) tiene orden infinito:
 o (n) = o (1) = ∞, n ∈ Z, n 6= 0. (3.3)
 Por otra parte, o (0) = 1.
 Nota 3.4. Si G es un grupo, a ∈ G tiene orden finito m y an = e, n ∈ Z,entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq + r donde q, r ∈ Z y
 0 < r < m (Capıtulo 1, Seccion 1.4), ası que e = an = (am)q ar = eqar = ar,
 lo cual es absurdo.
 Nota 3.5. La notacion |a| es usual para el orden de un elemento a de un
 grupo G, sin embargo puede ser causa de confusion en algunos casos, como
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 en el de los enteros, donde |a|, el orden de a ∈ Z , puede confundirse con el
 valor absoluto |a| de a. Ası |1| = ∞ si |1| es el orden de 1 como elemento
 del grupo (Z,+), mientras que |1| = 1 si |1| denota el valor absoluto de 1.
 Teorema 3.4. Un elemento a de un grupo (G, ·) tiene orden finito si y solo
 si
 [a] = {an : n ∈ N}. (3.4)
 Si ademas m = o (a), entonces
 [a] = {an : 0 ≤ n < m}, (3.5)
 y para todo n ∈ Z,
 an = ar(n,m) (3.6)
 donde r (n,m) es el resto de dividir n por m (Capıtulo 1, Seccion 1.4).
 Demostracion. Si [a]= {an : n ∈ N}, para todo m ∈ Z, m < 0, debera existir
 n ∈ N tal que am = an. Entonces an−m = e y, como n−m 6= 0, a tendra orden
 finito. Supongase recıprocamente que a tiene orden finito m. Si n ∈ Z enton-
 ces n = mq + r (n,m) donde q ∈ Z, ası que an = (am)q ar(m,n) = eqar(m,n) =
 ar(m,n). Como 0 ≤ r (m,n) < m, esto demuestra el teorema, pues implica
 que {an : 0 ≤ n < m} ⊆ {an : n ∈ N} ⊆ {an : n ∈ Z} ⊆ {an : 0 ≤ n < m}.�
 Definicion 3.4. Si G es un grupo finito, el orden o (G) de G es el numero
 de sus elementos. Si H es un subgrupo finito de G, o (H) , el orden de H, es
 tambien el numero de sus elementos.
 Nota 3.6. Si G no es finito, es corriente escribir o (G) = ∞. Tambien
 o (H) = ∞ si H es un subgrupo infinito de G. Es claro entonces que
 o ([a]) = o (a) (3.7)
 para todo a ∈ G
 Si (G, ·) es un grupo, H es un subgrupo de G y a ∈ G, escribiremos
 aH = {ax : x ∈ H} (3.8)
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 y
 Ha = {xa : x ∈ H}. (3.9)
 Se dice que aH es una clase lateral izquierda de H, una coclase a izquierda
 de H, o un cogrupo a izquierda de H. Respectivamente, Ha es una clase
 lateral, una coclase o un cogrupo a derecha de H. Notese que eH = He = H
 y que a ∈ aH ∩Ha.
 En general aH no es un subgrupo de G. De hecho, aH es un subgrupo de G
 si y solo si a ∈ H, en cuyo caso aH = H. Esto es un corolario del siguiente
 teorema.
 Teorema 3.5. Si H es un subgrupo de G y a, b ∈ G, aH = bH si y solo si
 aH ∩ bH 6= ∅.
 Demostracion. Como a ∈ aH, es claro que si aH = bH entonces aH ∩ bH =
 aH 6= ∅. Supongase recıprocamente que z ∈ aH ∩ bH y sean x, y ∈ H tales
 que z = ax = by. Demostraremos que aH ⊆ bH. Sea c ∈ aH, ası que c = ah
 con h ∈ H. Como a = byx−1, yx−1 ∈ H, y tambien (yx−1)h ∈ H, entonces
 c = bh′ con h′ = (xy−1)h ∈ H, ası que c ∈ bH. Que bH ⊆ aH se demuestra
 de la misma manera. �
 Corolario 3.1. Bajo la hipotesis del teorema, aH = bH si y solo si aH ⊆bH.
 Demostracion. Si aH = bH, es claro que aH ⊆ bH. Recıprocamente, si
 aH ⊆ bH entonces aH ∩ bH = aH 6= ∅, ası que aH = bH. �
 Corolario 3.2. Bajo las hipotesis del teorema, aH = bH si y solo si
 b−1a ∈ H.
 Demostracion. Si aH = bH entonces a ∈ bH, de lo cual a = bh, h ∈ H.
 Pero entonces b−1a = h ∈ H. Recıprocamente, si b−1a ∈ H entonces
 a = b (b−1a) ∈ bH, ası que aH ∩ bH 6= ∅. �
 Corolario 3.3. Si H es un subgrupo de G y a ∈ G, aH = H si y solo si
 a ∈ H.
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 Demostracion. En efecto, aH = eH si y solo si a = ea = e−1a ∈ H.�
 Corolario 3.4. Si a y H son como en el corolario anterior, aH es un sub-
 grupo de G si y solo si a ∈ H.
 Demostracion. Si a ∈ H entonces aH = H y aH es un subgrupo de G.
 Recıprocamente, si aH es un subgrupo de G entonces e ∈ aH, ası que
 e = ah, h ∈ H. Como necesariamente h = a−1 entonces a−1 ∈ H, de lo
 cual a = (a−1)−1 ∈ H. �
 Observese ahora que ϕ : aH 7→ G dada por ϕ (x) = (ba−1) x es una aplicacion
 inyectiva tal que ϕ (aH) = bH. En efecto, ϕ es claramente inyectiva, y si
 c ∈ aH, ası que c = ah, h ∈ H, entonces ϕ (c) = ba−1ah = bh ∈ bH, lo
 cual demuestra que ϕ (aH) ⊆ bH. Finalmente, si d = bh′ ∈ bH entonces
 (ab−1) d = ah′ ∈ aH y ϕ ((ab−1) d) = d, lo cual establece que ϕ (aH) = bH.
 Se deduce que aH y bH tienen, cualesquiera que sean a, b ∈ G, el mismo
 numero de elementos. En particular, aH y H tienen el mismo numero de
 elementos:
 # (aH) = o (H) (3.10)
 para todo a ∈ G. Aquı #(aH) es el numero de elementos de aH, con
 #(aH) = ∞ si H es infinito.
 Supongase entonces que G es un grupo y que H es un subgrupo de G. El
 conjunto
 G/H = {aH : a ∈ G} (3.11)
 de las clases laterales izquierdas deH es una particion de G, es decir, aH 6= ∅para todo a ∈ G, aH ∩ bH = ∅ si aH 6= bH, y
 G =⋃
 a∈GaH. (3.12)
 Ademas, todos los conjuntos aH tienen el mismo numero de elementos. Esto
 y la Relacion (3.12) implican que si G es finito y C es un subconjunto de G
 que tiene con cada coclase aH un unico elemento en comun, entonces
 o (G) =∑
 a∈C#(aH) = # (C) · o (H). (3.13)
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 Como es claro, #(C) =#(G/H), ası que
 # (G/H) = o (G)/o (H). (3.14)
 Como #(G/H), o (H) y o (G) son enteros positivos, se tiene entonces el
 siguiente teorema, uno de los mas importantes de la teorıa de los grupos.
 Teorema 3.6 (Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de
 G, entonces o (H) divide o (G).
 Corolario 3.5 (Lagrange). Si G es un grupo finito y a ∈ G, entonces o (a)
 es finito y divide o (G).
 Demostracion. En efecto, o (a) = o ([a]) y [a] es un subgrupo de G. �
 Corolario 3.6. Si G es un grupo finito con m = o (G), entonces am = e
 para todo a ∈ G.
 Demostracion. En efecto, m = o (a)n para algun n ∈ N, y, como ao (a) = e,
 tambien am =(ao (a)
 )n= en = e. �
 Nota 3.7. Si (G, ·) es un grupo, H es un subgrupo de G y a ∈ H,
 [a] = {an : n ∈ Z} ⊆ H; es decir, [a] es un subgrupo de todo subgrupo
 H de G tal que a ∈ H. En otros terminos, [a] es el mas pequeno subgrupo
 K de G tal que a ∈ K. Es por esta razon que se dice que [a] es el subgrupo
 generado por a.
 Nota 3.8. Resultados analogos a los establecidos para las clases laterales
 a izquierda de un subgrupo H de G valen para las clases a derecha. Ası,
 Ha = Hb si y solo si Ha ∩ Hb 6= ∅, lo cual ocurre si y solo si ab−1 ∈ H.
 Entonces
 GrH = {Ha : a ∈ G}, (3.15)
 el conjunto de las clases laterales derechas de H, es tambien una particion
 de G, o sea, Ha 6= ∅ para todo a ∈ G (notese que a ∈ Ha), Ha∩Hb = ∅ si
 Ha 6= Hb, y
 G =⋃
 a∈GHa. (3.16)
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 Ademas #(Ha) = o (H) para todo a ∈ G. De hecho, x −→ xa es una corres-
 pondencia biyectiva de H sobre Ha y x −→ x (a−1b), una de Ha sobre Hb.
 Mas aun, x −→ bxa−1 es una correspondencia biyectiva de Ha sobre bH (y
 x −→ axa−1, una de Ha sobre aH). Evidentemente, He = eH = H.
 Nota 3.9. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y n ∈ Z, es claro que [an]⊆[a], pero
 puede suceder que [an] 6=[a]. En notacion aditiva [a]= {ma : m ∈ Z}, ası que[na]⊆[a] para todo n ∈ Z, pero, en general, [na] 6=[a]. Notese, sin embargo,
 que [a−1]=[a], pues tambien [a]⊆[a−1], ya que a = (a−1)−1. Por lo tanto, en
 notacion aditiva, [−a]=[a].
 Ejemplo 3.3. Si a ∈ Z, [a]= {ma : m ∈ Z} = Za, el conjunto de los
 multiplos de a. Como es claro, [−a]= Z (−a) = Za =[a]. Evidentemente
 Z0 = {0}, pero si a 6= 0, Za es infinito. Observese que Za = aZ para todo
 a ∈ Z. Si n ∈ Z y a 6= 0, es claro que Z (na) ⊆ Za, pero si n 6= ±1,
 Z (na) 6= Za, ya que a /∈ Z (na) (si a ∈ Z (na), serıa a = m (na) = (mn) a
 para algun m ∈ Z, de lo cualmn = 1, ası que n = ±1). Observese finalmente
 que las clases laterales de aZ en Z son los conjuntos de la forma b + aZ =
 b+Za = Za+b = aZ+b. De hecho, b+aZ = r (b, a)+aZ, pues b−r (b, a) = aq,
 q ∈ Z, ası que b− r (b, a) ∈ aZ. Si a > 0,
 Z/aZ = {aZ, 1 + aZ, 2 + aZ, ..., (a− 1) + aZ} (3.17)
 es un conjunto finito con a elementos. Si a < 0,
 Z/aZ = {k + aZ : 0 ≤ k ≤ |a| − 1 = −a− 1} = Z/ (−a)Z. (3.18)
 Si a = 0,
 Z/aZ = Z/{0} = {{k} : k ∈ Z} (3.19)
 es infinito.
 Definicion 3.5. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y n ∈ Z es tal que [an]=[a], se
 dice que n es un exponente primitivo de a y que an es una potencia primitiva
 de a.
 Como [an]=[a−n], n es primitivo si y solo si (−n) tambien lo es.
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 Teorema 3.7. Si (G, ·) es un grupo, a ∈ G y [a] es infinito, an es una
 potencia primitiva de a si y solo si n = ±1.
 Demostracion. Como [a]=[a−1], es claro que 1 y −1 son primitivos. Recıpro-
 camente, si [an]=[a] entonces a = (an)k para algun k ∈ Z, ası que ank−1 = e,
 y, como [a] es infinito, necesariamente nk − 1 = 0. Entonces n = ±1. �
 Nota 3.10. Observamos que si [a] es finito, de modo que [a]= {ak : 0 ≤k < m − 1} donde m = o (a), entonces n es primitivo si y solo si r (n,m),
 el resto de dividir n por m, tambien lo es. Esto resulta de que an = ar(n,m)
 para todo n ∈ Z.
 Teorema 3.8. Si [a] es finito y o (a) = m, an es primitiva, o sea, n es
 primitivo, si y solo si mcd(n,m) = 1 (Capıtulo 1, Seccion 1.4).
 Demostracion. Si mcd(n,m) = 1, existen p, q ∈ Z tales que pm + qn = 1
 (Capıtulo 1, Teorema 1.11), ası que (am)p (an)q = a. Como (am)p = ep = e
 entonces (an)q = a, lo cual asegura que a ∈[an]. Entonces [an]=[a], y n es
 ası primitivo. Supongase recıprocamente que [an]=[a], es decir, que anl = a
 para algun l ∈ Z. Pero entonces nl−1 = km, k ∈ Z, de lo cual 1 = ln+(−k)my 1 = mcd(n,m). �
 Ejemplo 3.4. Si n ∈ N, n ≥ 1, el conjunto Tn = {z ∈ C : zn = 1} de
 las raıces n-esimas de la unidad (Capıtulo 1, Seccion 1.8) es un subgrupo
 cıclico de (C∗, ·), C∗ = C r {0}. En efecto, Tn es un subgrupo, pues 1 ∈ Tn;
 si z ∈ Tn tambien z−1 ∈ Tn, pues (z−1)
 n= (zn)−1 = 1−1 = 1; y si z1, z2 ∈ Tn
 entonces z1z2 ∈ Tn, pues (z1z2)n = zn1 z
 n2 = 1 · 1 = 1. Ademas, como se es-
 tablece en el Capıtulo 1, Seccion 1.8, Teorema 1.23, si wn = e2πi/n, entonces
 Tn = {wl
 n : l = 0, 1, ..., n − 1}. Se concluye que Tn es el grupo cıclico gene-
 rado por wn(con o (wn) = n). Ademas, l ∈ Z, w
 l
 n es una potencia primitiva
 de wn si y solo si wl
 n es una raız primitiva n−esima de la unidad (vease
 el Capıtulo 1, Seccion 1.8, Nota 1.30), lo cual ocurre si y solo si mcd(l, n) = 1.
 Los dos teoremas siguientes, no del todo triviales, son caracterısticos del tipo
 de resultados que se busca en la teorıa de los grupos finitos. Si G es un grupo
 y H es un subgrupo de G tal que {e} 6= H 6= G, se dice que H es un subgrupo
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 propio de G. El primer teorema caracteriza los grupos sin subgrupos propios.
 El segundo establece una propiedad importante de los grupos de orden primo.
 Teorema 3.9. Si un grupo G no tiene subgrupos propios, entonces G es un
 grupo cıclico finito; y si o (G) = p > 1, entonces p es un numero primo.
 Demostracion. Claramente G = {e} no tiene subgrupos propios y es fi-
 nito, cıclico y o (G) = 1. Supongamos entonces o (G) > 1, y sea a ∈ G,
 a 6= e. Entonces [a]= G. Si no, [a] serıa un subgrupo propio de G. Ahora, si
 o (a) = ∞, [a2] serıa un subgrupo propio de [a]= G. Entonces o (a) = p <∞.
 Pero, si p no es primo y q es un primo que divide a p, entonces mcd(p, q) =
 q > 1, ası que, segun el Teorema 3.8, [aq]⊆[a] y [aq] 6=[a], de lo cual [aq] es
 un subgrupo propio de G. Esto es absurdo. Entonces p es primo, y como
 G =[a] y o (G) = p, G es cıclico de orden primo. �
 Teorema 3.10. Si G es un grupo finito y o (G) = p es un primo, G es
 necesariamente cıclico, esta generado por cualquier elemento a ∈ G, a 6= e y
 no tiene subgrupos propios.
 Demostracion. Sean a ∈ G, a 6= e, y H =[a]. Si fuera H 6= G, entonces
 m = o (H) dividirıa o (G) y m 6= o (G), lo cual asegurarıa que m = 1. Es-
 to es absurdo pues a ∈ H, ası que H 6= {e}. Entonces G =[a], y es cıclico. �
 Nota 3.11. Observese que en el teorema anterior, G =[b] para todo b ∈ G,
 b 6= e. Es decir, si o (G) = p es primo y G =[a], entonces G =[an] para todo
 n, 1 ≤ n < p. Esto es obvio, y resulta tambien de observar que, necesaria-
 mente, mcd(n, p) = 1.
 Ejemplo 3.5. Como consecuencia del teorema anterior, es facil describir
 las posibles tablas de multiplicacion de un grupo G = {e, a, b, c, d} con 5
 elementos. Podemos suponer, en efecto, que b = a2, c = a3, d = a4 (o,
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 d = a2, b = a3, c = a4, etc.), ası que una de tales tablas es
 e a b c d
 a b c d e
 b c d e a
 c d e a b
 d e a b c
 Las otras tablas posibles se elaboran de la misma manera. Este es un ejemplo
 simple de como la teorıa de los grupos puede ser de ayuda en la elaboracion
 de las tablas de multiplicacion de un grupo. Observese que la teorıa permite
 tambien concluir que todo grupo de orden primo (y en particular de orden 5)
 es necesariamente abeliano (y lo mismo es cierto de todo grupo G de orden
 n ≤ 5).
 Tenemos finalmente el siguiente teorema.
 Teorema 3.11. Si G es un grupo cıclico, todo subgrupo H de G tambien
 lo es.
 Demostracion. Si G =[a] y an ∈ H, tambien a−n ∈ H. Ahora, si H = {e},es claro que H es cıclico. Si H 6= {e}, existe, en virtud de lo anterior, n ∈ N,n > 0, tal que an ∈ H. Sea entonces m = mın{n ∈ N : n > 0 y an ∈ H}. Sian ∈ H entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq + r, q, r ∈ Z,0 < r < m, de lo cual an = (am)q ar, ası que ar = an (amq)−1 ∈ H, que es
 absurdo (pues m es mınimo tal que m > 0 y am ∈ H). Entonces an = (am)k,
 k ∈ Z, ası que H =[am]. �
 Nota 3.12. Si G = {e, a, ..., am−1} es cıclico de orden m <∞ y 0 ≤ k < m,
 entonces ak genera un subgrupo propio de G si y solo si mcd(m, k) = d > 1.
 Por consiguiente o (ak) = m/d. En efecto, si n = o (ak) entonces n | md, pues(
 ak)m/d
 = (am)k/d = e. Por otra parte m | kn, pues akn = e. Entonces
 m/d | k/d · n, y como mcd(m/d, k/d) = 1, entonces m/d | n.
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 EJERCICIOS
 3.1 ¿Son Z, Q y R subgrupos de (C,+)? ¿Son Z y Q subgrupos de (R,+)?
 ¿Es Z un subgrupo de (Q,+) ? ¿Es N un subgrupo de (Z,+)?
 3.2 Recuerdese que si K ⊆ C, K∗ = K r {0}. ¿Son Q∗ y R∗ subgrupos
 de (C∗, ·)? ¿Es Q∗ un subgrupo de (R∗, ·)? ¿Es Z∗ un subgrupo de
 (Q∗, ·)?
 3.3 Sea T = {z ∈ C : |z| = 1} , ¿Es T un subgrupo de (C∗, ·)? ¿Es (Tn, ·),n ≥ 1, el grupo de las raıces n-esimas de la unidad, un subgrupo de
 (T, ·)?
 3.4 Mediante la tabla de multiplicar del Ejercicio 2.11, encuentre todos los
 subgrupos de (S3, ·) . (Indicacion. Tales subgrupos tienen ordenes 1,
 2, 3 o 6).
 3.5 Sean K = Z, Q, R, y HK = {A ∈ GLn (C) : Det (A) ∈ K} . ¿Es HK
 un subgrupo de GLn (C)? Sea H = {A ∈ GLn (C) : Det (A) ∈ R y
 Det (A) > 0}. ¿Es H un subgrupo de GLn (C)?SiH ′ = {A ∈ GLn (C) : Det (A) ≤ 0} . ¿EsH ′ un subgrupo deGLn (R)?
 3.6 Demuestre que H es un subgrupo de (Z,+) si y solo si existe m ∈ N tal
 que H = mZ y que H 6= {0} si y solo si m 6= 0. Demuestre igualmente
 que si H es un subgrupo de (Q,+) , existe m ∈ N tal que mZ ⊆H y que
 si H 6= {0} , m puede tomarse diferente de 0. ¿Es esto ultimo cierto
 de todo subgrupo H de (C,+)?
 3.7 Demuestre que si H es un subgrupo de (G, ·) y a ∈ G,
 aHa−1 = {axa−1 : x ∈ H} es tambien un subgrupo de G.
 3.8 Demuestre que si (Hi)i∈I es una familia de subgrupos de (G, ·) , H =⋂i∈IHi es tambien un subgrupo de G. Concluya que:
 a) Si A⊆G, existe un subgrupo H de G tal que
 (a) A⊆H(b) Si H ′ es un subgrupo de G tal que A ⊆ H ′, entonces H ⊆ H ′.
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 Se dice que H es el subgrupo generado por A y se denota con [A] .
 (Indicacion. Considere la familia (Hi)i∈I de todos los subgrupos
 de G que contienen a A. Hay al menos uno: G.)
 b) [a] es el subgrupo generado por A = {a} .c) [∅] = {e} , donde e es el elemento neutro de G.
 3.9 Sea (G, ·) un grupo abeliano. Demuestre que F (G) := {a ∈ G : o (a) <
 ∞} es un subgrupo de G. ¿Que es F (G) si G es finito?
 3.10 Sea (G, ·) un grupo abeliano y n ∈ Z. Demuestre que tanto
 Gn = {an : a ∈ G} como Gn = {a ∈ G : an = e} son subgrupos de G.
 Verifique que si G = S3 entonces G2 es un subgrupo de G pero G2 no
 lo es, mientras que G3 es un subgrupo pero G3 no lo es.
 3.11 Si (G, ·) un grupo. Demuestre:
 a) La aplicacion ϕ : G −→ G definida por ϕ (x) = x−1 es biyectiva
 con ϕ (e) = e y ϕ (ab) = ϕ (b)ϕ (a) cualesquiera que sean a, b ∈ G.
 b) Sea (G, ·) es abeliano, ϕ (ab) = ϕ (a)ϕ (b) cualesquiera que sean
 a, b ∈ G y ϕ (a)n = ϕ (an) para todo a ∈ G y todo n ∈ Z.
 c) Si (G, ·) es abeliano, o (G) = n ≥ 1, G = {a1, a2, ..., an} y x =
 a1a2 · · · an entonces ϕ (x) = x, ası que x2 = e.
 d) Si G y x son como en (c) y existe un unico b ∈ G, b 6= e, tal que
 b2 = e, entonces x = b.
 e) Si G y x son como en (c) y existe mas de un b ∈ G, b 6= e, tal que
 b2 = e, entonces x = e.
 f ) Si G y x son como en (c) y n es impar, entonces x = e.
 3.12 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G, G/H el conjunto de las
 clases laterales izquierdas de H, GrH el conjunto de las clases laterales
 derechas. Demuestre que la aplicacion ψ : G/H −→ G rH dada por
 ψ (aH) = Ha−1 esta bien definida y es biyectiva. ¿Esta bien definida
 la aplicacion ϕ (aH) = Ha? Si lo esta, demuestrelo. Si no, de un
 contraejemplo. (Indicacion. Considere el grupo G = S3 del Ejercicio
 2.11 y sea H = {e, a} . Calcule bH, fH, Hb, Hf.)
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CAPITULO 4
 Subgrupos Normales
 Definicion 4.1. Se dice que un subgrupo H de (G, ·) es un subgrupo normal
 de G si aH = Ha para todo a ∈ G.
 Es decir, H es normal si y solo si toda clase lateral izquierda de H es igual
 a la correspondiente clase lateral derecha. Evidentemente G es un subgrupo
 normal de sı mismo. TambienH = {e} es un subgrupo normal de G. Existen
 grupos G cuyos unicos subgrupos normales son {e} y G (vease el Capıtulo 8).
 Si (G, ·) es abeliano, todo subgrupo H de G es normal. Si n ≥ 2, el subgrupo
 GLn(R) de GLn(C) no es normal (Ejercicio 4.1). Tampoco GLn(Q) es un
 subgrupo normal de GLn(R). Si G = S3 (Ejercicio 2.12) es el grupo simetrico
 de 3 objetos, H = {e, d, f} es un subgrupo normal de G, pero H1 = {e, a},H2 = {e, b} y H3 = {e, c} no lo son (Ejercicio 4.2).
 El siguiente teorema contiene algunas de las propiedades mas importantes
 de los subgrupos normales. Definimos
 aHa−1 := {aha−1 : h ∈ H}.
 Teorema 4.1. Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G. Las afirmaciones
 siguientes son equivalentes:
 103
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 1. H es un subgrupo normal de G.
 2. aH ⊆ Ha cualquiera que sea a ∈ G.
 3. aHa−1 ⊆ H para todo a ∈ G.
 4. H ⊆ aHa−1 cualquiera que sea a ∈ G.
 5. Ha ⊆ aH para todo a ∈ G.
 Demostracion. Es claro que 1. ⇒ 2. Para ver que 2. ⇒ 3., observese
 que 2. implica que para todo a ∈ G y todo h ∈ H existe h′ ∈ H tal que
 ah = h′a. Pero entonces aha−1 = h′ ∈ H, o sea, aha−1 ∈ H para todo
 h ∈ H, ası que aHa−1 ⊆ H. Ahora, si aHa−1 ⊆ H para todo a ∈ G, y
 h ∈ H, entonces aha−1 = h′ para algun h′ ∈ H, de lo cual h = a−1h′a,
 o sea, h ∈ a−1Ha; entonces H ⊆ a−1Ha para todo a ∈ G, en particular
 H ⊆ (a−1)−1Ha−1 = aHa−1 para todo a ∈ G, y de esto 3. ⇒ 4.. Para ver
 que 4. ⇒ 5. observese que, de 4., si a ∈ G y h ∈ H entonces h = ah′a−1
 para algun h′ ∈ H, de lo cual ha = ah′, h′ ∈ H; entonces, Ha ⊆ aH, lo cual
 demuestra 5. Demostraremos finalmente que 5.⇒ (1). Basta demostrar que
 si 5. se satisface, tambien aH ⊆ Ha para todo a ∈ G. Sean entonces a ∈ G,
 h ∈ H y x = ah; entonces x−1 = h−1a−1 ∈ Ha−1, y como Ha−1 ⊆ a−1H,
 se tiene que h−1a−1 = a−1h′, h′ ∈ H; pero entonces x = (h′)−1 a ∈ Ha, y
 ası aH ⊆ Ha. �
 Corolario 4.1. Sea H un subgrupo de (G, ·). Entonces H es normal si y
 solo si para todo a ∈ G, aH ⊆ Hb para algun b ∈ G.
 Demostracion. Si H es normal, aH = Ha para todo a ∈ G, ası que la con-
 dicion se satisface. Por otra parte, si aH ⊆ Hb entonces a ∈ Hb ∩Ha, o sea
 Hb ∩ Ha 6= ∅. Esto implica que Hb = Ha. Entonces aH ⊆ Ha, y H es
 ası normal. �
 Nota 4.1. Como es claro del Teorema 4.1, H es normal en G si y solo
 si H = aHa−1 = a−1Ha para todo a ∈ G (pues si H es normal, de 3.,
 aHa−1 ⊆ H, y, de 4., H ⊆ aHa−1. Lo recıproco es trivial).
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 Definicion 4.2. Si (G, ·) es un grupo yH es un subgrupo de G, denotaremos
 con [G : H], y lo denominaremos el ındice de H en G, el numero de clases
 laterales izquierdas de H en G:
 [G : H] := # (G/H) .
 [G : H]= ∞ si G/H es infinito.
 Si G es un grupo y A,B ⊆ G, definimos
 AB = A ·B := {ab : a ∈ A, b ∈ B}
 El siguiente teorema es fundamental.
 Teorema 4.2. Si H es un subgrupo normal de (G, ·), la ley de composicion
 (aH)(bH) = {ahbh′ : h, h′ ∈ H}, es una ley de composicion interna en G/H
 que hace de este conjunto un grupo, en el cual H = eH es el elemento neutro
 y a−1H es el inverso de aH. Mas aun,
 (aH) (bH) = (ab)H.
 Demostracion. Demostraremos primero que (aH)(bH) = (ab)H, lo cual ase-
 gurara que la ley de composicion dada en G/H es clausurativa (o sea, una ley
 de composicion interna). Sean entonces x = ah, y = bh′, donde h, h′ ∈ H.
 Demostraremos que xy ∈ (ab)H. Pero, como H es normal, Hb = bH, ası que
 existe h′′ ∈ H tal que hb = bh′′, y entonces xy = (ah) (bh′) = a (hb)h′ =
 a (bh′′)h′ = (ab) (h′′h′). Como h′′h′ ∈ H, la afirmacion queda demostra-
 da. Sea, recıprocamente, z = (ab)h, h ∈ H, un elemento de (ab)H. Como
 z = (ae)(bh), entonces z ∈ (aH)(bH). Ası, (aH)(bH) = abH. Ahora, la ante-
 rior ley de composicion en G/H es asociativa. En efecto, [(aH)(bH)] (cH) =
 [(ab)H] (cH) = (ab)cH = a(bc)H = (aH) [bcH] = (aH) [(bH)(cH)]. Como
 ademas (aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH, H = eH es el elemento neutro
 de G/H para esta ley. Como finalmente (aH)(a−1H) = aa−1H = eH = H,
 es claro que (aH)−1 = a−1H, y el teorema queda demostrado. �
 Corolario 4.2. Si G es abeliano y H es un subgrupo de G, H es normal
 en G y G/H es abeliano.
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 Demostracion. Es claro que H es normal, y como (aH)(bH) = (ab)H =
 (ba)H = (bH)(aH), G/H es abeliano. �
 Nota 4.2. Si H es un subgrupo normal de G, la ley de composicion en G/H
 esta dada por
 (aH)(bH) = {(ax)(by) : x, y ∈ H},y como
 (aH) (bH) = (ab)H,
 resulta ser una ley de composicion interna en G/H. Es natural preguntarse si
 cuando H no es normal, la relacion anterior, permite aun definir, directamen-
 te, una operacion en G/H. Esto es falso, pues puede suceder que aH = a′H
 y bH = b′H y que (ab)H 6= (a′b′)H. En efecto (ab)H = (a′b′)H vale si y
 solo si (ab)−1 (a′b′) = b−1 (a−1a′) b′ ∈ H, y esto no se deduce de a−1a′ ∈ H,
 b−1b′ ∈ H si H no es normal. Observese, sin embargo, que si H es normal,
 (ab)−1(a′b′) = (b−1 (a−1a′) b) b−1b′ y, como en tal caso b−1 (a−1a′) b ∈ H, en-
 tonces (ab)−1(a′b′) ∈ HH = H, como era de esperarse.
 Definicion 4.3. El conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de un
 subgrupo normal H de G con la ley de composicion interna
 (aH) (bH) = (ab)H
 se denomina el grupo cociente de G por H.
 Nota 4.3. Observese que cuando H es normal en G, el orden o (G/H) de
 G/H es
 o (G/H) = [G : H],
 el ındice de H en G.
 Nota 4.4. Es conveniente observar que cuando se considera como elemento
 de G/H, aH es un objeto, y en muchas ocasiones (aunque no en todas), es
 poco importante tener presente que aH es un subconjunto de G. Para enfa-
 tizar este hecho es frecuente denotar a aH simplemente con a, especialmente
 cuando no hay riesgo de confusion, ası que
 ab = ab, (a)−1 = a−1,
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 pero debe recordarse que a = b no implica que a = b : solo que b−1a ∈ H.
 Observese que o (a) es ∞ o el mınimo m ∈ N, m > 0, tal que (a)m = am = e
 (o sea, tal que am ∈ H). En este contexto o (aH) = o (a) no tiene nada que
 ver con el numero de elementos de aH. En particular, o (H) = o (e) = 1,
 aunque H tenga mas de un elemento. Esperamos que el contexto permita
 evitar posibles confusiones.
 Ejemplo 4.1. Si K = Q, R, C, el conjunto
 H = {A ∈ GLn(K) : Det(A) ∈ R,Det(A) > 0}
 es un subgrupo de GLn(K). Como ademas Det(XAX−1) = Det(XX−1A) =
 Det(A) > 0 para A ∈ H y X ∈ GLn(K), H es un subgrupo normal de
 GLn(K). Tambien
 SLn(K) := {A ∈ GLn(K) : Det(A) = 1}
 es un subgrupo normal de G, y lo mismo es cierto de
 |SLn|(K) := {A ∈ GLn(K) : |Det(A)| = 1}.
 Como una aplicacion del hecho de que G/H es un grupo si H es normal en
 G, demostraremos el siguiente teorema, un recıproco parcial del Teorema de
 Lagrange.
 Teorema 4.3 (Cauchy) . Si G es un grupo abeliano finito y p es un primo
 que divide o (G), existe a ∈ G tal que o (a) = p, y G tendra ası un subgrupo
 de orden p.
 Demostracion. Razonaremos por induccion sobre o (G). Sea b ∈ G, b 6= e.
 Si o (b) = o (G) (lo cual ocurre en particular si o (G) = p) y m = o (G)/p,
 entonces o (bm) = p, y la afirmacion queda demostrada con a = bm. Podemos
 suponer entonces que H =[b] 6= G. Si o (H) = p, la afirmacion resulta con
 a = b. Si o (H) 6= p, pero p | o (H), podemos concluir por induccion (puesto
 que o (H) < o (G)) que tambien existe a ∈ H con o (a) = p. Supongamos
 entonces que p no divide a o (H), ası que p divide a [G : H]. Como G es abe-
 liano, H es normal y G/H es un grupo, obviamente abeliano. Como ademas

Page 120
                        

108 CAPITULO 4. SUBGRUPOS NORMALES
 H 6= {e}, o (G/H) = o (G)/o (H) < o (G), y como p|o (G/H), podemos su-
 poner por induccion que existe c ∈ G tal que cH tiene orden p en G/H.
 Entonces (cH)p = cpH = H, o sea cp ∈ H, y si k = o (H),(ck)p
 = (cp)k = e.
 Pero ck 6= e (en caso contrario (cH)k = H, y se tendrıa que p | k (nota 3,10)),
 ası que si a = ck entonces o (a) = p. �
 Las siguientes observaciones se refieren a resultados que seran utiles en los
 capıtulos siguientes.
 Nota 4.5. Si N es un subgrupo normal de G y M es un subgrupo de G
 tal que N ⊆ M , es claro que N es un subgrupo normal de M . Como todo
 subgrupo de G es un subgrupo normal de sı mismo, es falso en general que
 si N es un subgrupo normal de un subgrupo M de G entonces N es un sub-
 grupo normal de G (esto puede suceder aun si M es normal en G. Vease el
 Ejercicio 8.11).
 Nota 4.6. Si M y N son subgrupos de G y MN = {xy : x ∈ M, y ∈ N},no necesariamente MN es un subgrupo de G (vease el Ejercicio 4.3). Esto
 es cierto, sin embargo, si MN = NM . En efecto, es claro que e ∈ MN , y
 si a = xy , x ∈ M, y ∈ N , entonces a−1 = y−1x−1 ∈ NM = MN . Por
 otra parte, si a = xy y b = x′y′ donde x, x′ ∈ M y y, y′ ∈ N , entonces
 ab = x (yx′) y′, y como yx′ ∈ NM = MN , existiran x′′ ∈ M , y′′ ∈ N tales
 que yx′ = x′′y′′, de lo cual ab = (xx′′) (y′′y′) ∈ MN . Finalmente, es facil
 verificar que si MN es un subgrupo de G entonces MN = NM . De todo
 esto se deduce el siguiente teorema.
 Teorema 4.4. Si M,N son subgrupos de G y N es normal en G entonces
 MN es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de MN . Ademas
 M ∩N es un subgrupo de N y un subgrupo normal de M .
 Demostracion. Como MN =⋃a∈M aN =
 ⋃a∈M Na = NM , se deduce que
 MN es un subgrupo de G, y es obvio que N es un subgrupo normal de MN .
 Es ademas claro que M ∩ N es un subgrupo de M y de N , y si a ∈ M y
 b ∈ M ∩ N entonces aba−1 ∈ N (pues N es normal) y aba−1 ∈ M (pues
 ab ∈M y a−1 ∈M), ası que aba−1 ∈M ∩N. �
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 Corolario 4.2. Si G es abeliano y M,N son subgrupos de G, MN es un
 subgrupo de G.
 EJERCICIOS
 4.1 Demuestre que si n ≥ 2, GLn (Q) y GLn (R) no son subgrupos normales
 en GLn (C) , y que tampoco GLn (Q) es normal en GLn (R) .
 4.2 Con respecto al Ejercicio 2.11, verifique que H = {e, d, f} es un subgru-
 po normal de G = S3, pero que H1 = {e, a} , H2 = {e, b}, H3 = {e, c}no lo son.
 4.3 Sean G, H1 y H2 como en el Ejercicio 4.2. Verifique que:
 a) (dH1) (fH1) = {e, a, b, f} 6= (df)H1 = {e, a} .b) H1H2 = {e, a, b, d} 6= H2H1 = {e, a, b, f} .c) H1H2 y H2H1 no son subgrupos de G.
 Verifique ademas que dH1 6= H1x para todo x ∈ G.
 4.4 Demuestre que si n ≥ 2, {A ∈ GLn (R) : Det (A) = 1} = SLn (R) es unsubgrupo normal de GLn (C) .
 4.5 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que H ′ =⋂a∈G
 aHa−1 es un subgrupo normal de G contenido en H y que H ′ = H
 si y solo si H es normal en G.
 4.6 Demuestre que si M y N son subgrupos de G y H = MN es un
 subgrupo de G, entonces MN = NM. Demuestre ademas que si M y
 N son normales en G entonces H es un subgrupo normal de G y que
 si M ∩N = {e} entonces ab = ba cualesquiera que sean a ∈M , b ∈ N.
 (Indicacion. ¿Donde esta aba−1b−1?)
 4.7 Sea (G, ·) un grupo y para cada a ∈ G sea C(a) = {x ∈ G : xa = ax} =
 {x ∈ G : xax−1 = a}. Demuestre que C(a) es un subgrupo de G y que
 Z(G) =⋂a∈G
 C(a), el conjunto de los x ∈ G que conmutan con todo
 a ∈ G, es un subgrupo normal de G. Demuestre ademas que (Z(G), ·)es un grupo abeliano, que todo subgrupo H de Z(G) es un subgrupo
 normal de G y que C(a) = G si y solo si a ∈ Z(G). Se dice que Z(G)
 es el centro de G.
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 4.8 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que si aH = bH
 implica que Ha = Hb cualesquiera que sean a, b ∈ G, entonces H es
 un subgrupo normal de G.
 4.9 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo normal de G. Demuestre que si
 o (a) es finito, a ∈ G, el orden o (aH) de aH en G/H divide a o (a).
 4.10 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G tal que H ⊆ Z(G) (Ejercicio
 4.7). Demuestre que H es normal en G y que si G/H es cıclico entonces
 (G, ·) es abeliano.
 4.11 Sea (G, ·) un grupo y supongase que existen a, b ∈ G con ab = ba y
 o (a) = m, o (b) = n, donde mcd(m,n) = 1. Demuestre que o (ab) =
 mn. Concluya que si o (G) = mn entonces G es cıclico, y que este es
 siempre el caso si G es abeliano y o (G) = pq donde p y q son primos
 distintos.
 4.12 Sea (G, ·) un grupo abeliano y supongase que o (G) = mn, donde
 mcd(m,n) = 1. Sea Gm como en el Ejercicio 3.10 y considere el grupo
 G/Gm. Demuestre que si (xGm)m = Gm en G/Gm, entonces x ∈ Gm
 (es decir, o (x) | m).
 4.13 Sean G un grupo, a, b ∈ G con ab = ba y o (a) = m, o (b) = n.
 Demuestre que si [a] ∩ [b] = {e} entonces o (ab) =mcm(m,n).
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CAPITULO 5
 Homomorfıa e isomorfıa
 Definicion 5.1. Sean (G, ·) y (G′, ·) grupos. Una aplicacion f : G→ G′ tal
 que
 f(ab) = f(a)f(b)
 se denomina un homomorfismo de G en G′. Si f es inyectiva, se dice que f
 es un monomorfismo de G en G′. Si es sobreyectiva, que es un epimorfismo
 de G sobre G′. Si es biyectiva, que es un isomorfismo de G sobre G′.
 Un isomorfismo es entonces, al mismo tiempo, un monomorfismo y un epi-
 morfismo.
 Ejemplo 5.1. Si m ∈ Z y m 6= 0, la aplicacion f(a) = ma es un homomor-
 fismo de (Z,+) en (Z,+), es decir, de (Z,+) en sı mismo. Evidentemente, f
 es un monomorfismo. De hecho, f puede considerarse como un isomorfismo
 de (Z,+) sobre (mZ,+), el cual es un subgrupo de (Z,+).
 Ejemplo 5.2. Si (R∗, ·), donde R∗ = R r {0}, es el grupo multiplicativo
 de los numeros reales no nulos, f(x) = |x| es un homomorfismo de (R∗, ·)en(R∗
 +, ·), el grupo multiplicativo de los numeros reales estrictamente po-
 sitivos. Tambien g(x) = log x es un homomorfismo de(R∗
 +, ·)en (R,+), y
 111
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 h(x) = log |x|, uno de (R∗, ·) en (R,+). Es facil ver que g es un isomorfismo
 y que f y h son epimorfismos pero no isomorfismos. Notese que g−1(x) = ex
 es tambien un isomorfismo de (R,+) sobre(R∗
 +, ·).
 Ejemplo 5.3. Sea (T, ·) el grupo multiplicativo de los numeros complejos
 z tales que o (z) = 1. Entonces f : R → T dado por f(x) = e2πix es un
 epimorfismo de (R,+) sobre (T, ·). Claramente, f no es un isomorfismo.
 Ejemplo 5.4. La aplicacion f : C∗ → R∗+ dada por f(z) = |z| es un epimor-
 fismo de (C∗, ·), el grupo multiplicativo de los numeros complejos no nulos,
 sobre(R∗
 +, ·). A su vez, la aplicacion g(z) = e2πiz de (C,+) en (C∗, ·) es un
 epimorfismo. Ni f ni g son isomorfismos.
 Ejemplo 5.5. Si K = Q,R,C, la aplicacion f : GLn(K) → K∗ = K r {0}dada por f(A) =Det(A) es un epimorfismo de (GLn(K), ·) sobre (K∗, ·).
 Ejemplo 5.6. Si H es un subgrupo normal de (G, ·), ϕ : G → G/H dada
 por ϕ(a) = aH es un epimorfismo de (G, ·) sobre (G/H, ·), el cual es un
 isomorfismo si y solo si H = {e}. Se dice que ϕ es el epimorfismo canonico
 de G sobre G/H.
 Teorema 5.1. Si f es un homomorfismo de (G, ·) en (G′, ·) y e es el ele-
 mento neutro de G, f(e) es el elemento neutro e′ de G′ y f(a−1) = (f(a))−1
 para todo a ∈ G.
 Demostracion. Como f(a) = f(ae) = f(a)f(e), es claro que f(e) = e′. Co-
 mo entonces e′ = f(e) = f(aa−1) = f(a)f(a−1), tambien f (a−1) = (f(a))−1 .
 �
 Nota 5.1. Como se verifica facilmente, si f : G → G′ y g : G′ → G′′
 son homomorfismos, g◦f tambien lo es (pues g (f(ab)) = g (f(a)f(b)) =
 g (f(a)) g (f(b))) = g ◦ f(a)g ◦ f(b); y si f : G→ G′ es un isomorfismo, f−1
 es un isomorfismo (observese que f (f−1(a′)f−1(b′)) = f (f−1(a′)) f (f−1(b′))
 = a′b′, de lo cual f−1 (a′) f−1(b′) = f−1 (a′b′), cualesquiera que sean a′, b′ ∈G).
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 Nota 5.2 (Importante). Si G y G′ son grupos y H es un subgrupo normal
 de G, para definir una aplicacion f de G/H en G′ no es suficiente en general
 asignar un elemento a∗ a cada elemento a ∈ G y luego tomar f(aH) = a∗,
 pues puede suceder que aH = bH con a 6= b y que a∗ 6= b∗. Para que f
 quede bien definida es necesario asegurarse de que a∗ = b∗ si b−1a ∈ H.
 Ası, si g : G → G′ es una aplicacion, para que f : G/H → G′ dada por
 f(aH) = g(a) quede bien definida es necesario y suficiente que g(a) = g(b)
 si b−1a ∈ H (veanse los Ejercicios 5.11 y 5.12).
 Si (G, ·) y (G′, ·) son grupos y f : G → G′ es un isomorfismo de G sobre
 G′, en cuyo caso se dice que (G, ·) y (G′, ·) son isomorfos, (G, ·) y (G′, ·) sonesencialmente el mismo grupo (se dice usualmente que, salvo por diferencias
 de notacion, son el mismo grupo: x y f(x) se consideran entonces, salvo por
 la forma como se denotan, iguales). Dicho de otra manera, desde el punto de
 vista de sus propiedades como grupos, y no teniendo en cuenta su origen, ni
 la manera como se escriban, es imposible distinguir entre grupos isomorfos.
 Ası,(R∗
 +, ·)y (R,+) son iguales si se identifican x y log x (o, x y ex), pero
 (Q,+) y (R,+) son muy diferentes (Capıtulo 1, Seccion 1.11). Si G y G′ son
 isomorfos, es usual escribir G ≈ G′. Notese que G ≈ G (pues la identidad de
 G es un isomorfismo de G sobre sı mismo). Es claro ademas que si G ≈ G′
 entonces G′ ≈ G y que si G ≈ G′ y G′ ≈ G′′ entonces G ≈ G′′. Esto resulta
 de observar que si f es un isomorfismo tambien f−1 lo es, y que si f y g son
 isomorfismos y g ◦ f esta definida, g ◦ f es un isomorfismo.
 Es claro, por ejemplo, que dos grupos de orden n, con n = 1, 2, 3, son nece-
 sariamente isomorfos (tengase en cuenta que para cada uno de estos ordenes
 solo una tabla de multiplicacion es posible). Es tambien facil verificar que los
 grupos de orden 4 cuyas tablas de multiplicacion son A12 , A2 o A3 (Capıtulo
 2) son isomorfos (e→ e, a→ c, b→ b, c→ a es un isomorfismo de A12 sobre
 A2; e → e, a → b, b → a, c → c, uno de A12 sobre A3 ). En cuanto a A11,
 un grupo con esta tabla no puede ser isomorfo a ninguno de los otros tres.
 Como dos grupos isomorfos a un tercero son isomorfos entre si, todo grupo de
 orden 4 es isomorfo sea a uno cuya tabla es A11 o a uno cuya tabla es A12, lo
 cual se expresa diciendo que solo existen esencialmente dos grupos de orden 4.
 Ejemplo 5.7. Todo grupo cıclico infinito (G, ·) es isomorfo a (Z,+). En
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 efecto, G =[a] donde [a]= {an : n ∈ Z} para algun a ∈ G, y f : Z → G dada
 por f(n) = an para todo n ∈ Z es un isomorfismo.
 Nota 5.3. Dos grupos isomorfos tienen necesariamente el mismo orden. Dos
 grupos de un mismo orden primo son necesariamente isomorfos. Es decir,
 para cada numero primo p existe esencialmente un unico grupo de orden p :
 el grupo cıclico (Zp,+). Para un orden finito no primo n, esto no es siempre
 cierto (tal es el caso de n = 4). Sin embargo, es claro que dos grupos cıclicos
 de orden n son isomorfos.
 Nota 5.4 (Importante). Los grupos hicieron su aparicion en matematicas
 esencialmente como grupos de transformaciones (permutaciones): conjuntos
 de aplicaciones biyectivas de un conjunto X en sı mismo con la ley de compo-
 sicion de funciones como operacion, con la identidad I de X como elemento
 neutro, y con la aplicacion inversa T−1 como inversa de T . Como es claro,
 un conjunto G de transformaciones de X en sı mismo tal que I ∈ G, queS ◦ T ∈ G si S, T ∈ G, y que S−1 ∈ G cuando S ∈ G, es, en efecto, un grupo
 para la ley de composicion de funciones como ley de grupo. De hecho, todo
 grupo G es en esencia un grupo de transformaciones. En efecto, si para cada
 a ∈ G, Ta : G → G es la aplicacion Ta(x) = ax, es claro que Ta es biyectiva,
 y, como I = Te, T−1a = Ta−1 y Ta ◦ Tb = Tab, el conjunto G = {Ta : a ∈ G} de
 tales transformaciones es un grupo en el sentido anterior. Como la aplicacion
 T : G→ G dada por T (a) = Ta es obviamente biyectiva (si Ta = Tb entonces
 a = b) y ademas T (ab) = Tab = Ta ◦ Tb = T (a) ◦ T (b), T es un isomorfis-
 mo. El hecho de que todo grupo G pueda realizarse, o representarse, como
 un grupo de transformaciones, es decir, que sea isomorfo a un tal grupo, se
 conoce como el teorema de Cayley. La identificacion explıcita de G con una
 representacion G como subgrupo de (F0(G), ·) no es, sin embargo, una tarea
 facil. Este problema sera conside- rado, en algun detalle, en el Capıtulo 11.
 La nocion de isomorfıa permite, en cierta forma, reducir el numero de gru-
 pos por considerar, al menos dentro de una clase dada de grupos. Ası, de
 todos los grupos cıclicos infinitos, basta considerar a (Z,+), y como proto-
 tipo de los grupos cıclicos de orden n puede tomarse (Tn, ·), el grupo de las
 raıces n−esimas de la unidad, o, mas naturalmente, el grupo Zn de las clases
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 izquierdas de Z para nZ:
 Zn = Z/nZ ={0, 1, 2, ..., n− 1
 }, a = a+ nZ.
 Recordamos ahora que si f : X → Y , A ⊆ X y B ⊆ Y , entonces
 f(A) = {f(x) : x ∈ A} , f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} .
 Por lo tanto, y ∈ f(A) si y solo si existe x ∈ A tal que y = f(x) y x ∈ f−1(B)
 si y solo si f(x) ∈ B.
 Teorema 5.2. Sean (G, ·) y (G′, ·) grupos, f : G → G′ un homomorfismo,
 H un subgrupo de G y H ′ un subgrupo de G′. Entonces:
 1. f (H) es un subgrupo de G′.
 2. f−1 (H ′) es un subgrupo de G.
 3. Si H ′ es un subgrupo normal de G′, entonces f−1 (H ′) es un subgrupo
 normal de G.
 Demostracion. (1) Como f(e) = e′, donde e′ es el elemento neutro de G′, es
 claro que f(H) 6= ∅. Sean a′, b′ ∈ f(H) y a, b ∈ H tales que f(a) = a′,
 f(b) = b′. Como a′ (b′)−1 = f(a)f(b)−1 = f(a)f(b−1) = f(ab−1), entonces
 a′ (b′)−1 ∈ f(H), y f(H) es ası un subgrupo de G′.
 (2) Como f(e) = e′ ∈ H ′ (pues H ′ es un subgrupo de G′), es claro que
 e ∈ f−1(H ′), ası que f−1(H ′) 6= ∅. Ahora, si a, b ∈ f−1(H ′) entonces f(a),
 f(b) ∈ H ′, de lo cual f(a) (f(b))−1 = f(a)f(b−1) = f(ab−1) ∈ H ′, ası que
 ab−1 ∈ f−1(H ′).
 (3) Para ver que f−1(H ′) es normal si H ′ lo es, sean x ∈ G y h ∈ f−1(H ′),
 de modo que f(h) ∈ H ′. Como H ′ es normal, f (xhx−1) = f(x)f(h)f(x−1) =
 f(x)f(h)f(x)−1 ∈ H ′, de lo cual xhx−1 ∈ f−1(H ′). Entonces, f−1(H ′) es
 normal. �
 Nota 5.5. Por el contrario, puede suceder que H sea normal en G sin que
 f(H) sea normal en G′. Por ejemplo, H = SLn (R) es un subgrupo normal
 de G = GLn(R) (Ejercicio 4.4). Sean G′ = GLn(C) y f : G → G′ la apli-
 cacion f(x) = x, la cual es obviamente un homomorfismo. Como se deduce
 del mismo Ejercicio 4.4, f(H) = H no es un subgrupo normal de G′. El
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 Teorema 5.3, abajo, da una condicion sobre f bajo la cual f(H) es normal
 si H lo es.
 El siguiente corolario del anterior teorema resulta de observar que {e′} es un
 subgrupo normal de G′.
 Corolario 5.1. Si f : G → G′ es un homomorfismo, f−1 ({e′}) es un
 subgrupo normal de G.
 El subgrupo f−1 ({e′}) (el cual se escribe a veces en la forma mas simple
 f−1(e′)) es particularmente importante, como podremos comprobarlo. Se
 denomina el nucleo de f y se denota con ker(f) o, simplemente, con ker f :
 ker f := f−1 ({e′}) .
 Teorema 5.3. Si f : G→ G′ es un epimorfismo y H es un subgrupo normal
 de G, f(H) es un subgrupo normal de G′.
 Demostracion. Sean a′ ∈ G y h′ ∈ f(H). Dado que f(G) = G′, exis-
 ten a ∈ G y h ∈ H tales que f(a) = a′ y f(h) = h′, ası que a′h′ (a′)−1 =
 f(a)f(h) (f(a))−1 = f(a)f(h)f(a−1) = f(aha−1). Pero entonces, como aha−1 ∈H, tambien a′h′(a′)−1 = f(aha−1) ∈ f(H). �
 Teorema 5 4. Si f : G→ G′ es un homomorfismo, f es un monomorfismo
 si y solo si ker f = {e}.
 Demostracion. Si ker f = {e} y f(a) = f(b) entonces f(b)−1f(a) =
 f(b−1)f(a) = f(b−1a) = e′, ası que b−1a ∈ ker f , o sea, b−1a = e, de lo
 cual a = b. Entonces f es inyectiva. Recıprocamente, si f es inyectiva y
 a ∈ker f entonces f(a) = e′ = f(e), ası que a = e. Entonces, ker f = {e}. �
 Nota 5.6. Ligados a los grupos (Zp,+) existen otros grupos abelianos que no
 dejan de tener su importancia en diversas circunstancias (vease, por ejemplo,
 el Capıtulo 11). En verdad son, junto con otros sistemas relacionados, de
 gran importancia en la llamada teorıa de los numeros. Estos son los grupos
 multiplicativos(Z∗p, ·), donde Z∗
 p = Zp r {0} donde p ≥ 2 es un numero
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 primo. De hecho, aun si p ≥ 2 no es primo, podemos definir en Zp una ley
 de composicion por
 (a+ pZ) (b+ pZ) = ab+ pZ,
 o, en forma mas concisa, por
 ab = ab, donde a = a+ pZ, b = b+ pZ
 Tal ley esta en efecto bien definida, pues si a = a′ y b = b′ entonces
 ab− a′b′ = ab− ab′ + ab′ − a′b′ = a (b− b′) + (a− a′) b′ = 0,
 ya que p | a(b − b′) y p | (a − a′)b′, de lo cual ab = a′b′. Es ademas facil
 comprobar que tal ley es asociativa, conmutativa y tiene a 1 como elemento
 neutro. Puede suceder, sin embargo, que esta ley no sea clausurativa en Z∗p.
 De hecho, lo es si y solo si p es primo. En efecto, si p no es primo y a, b ∈ Z,1 < a < p, 1 < b < p, son tales que ab = p, obviamente ab = 0, pero
 a 6= 0, b 6= 0. Recıprocamente, si p es primo y ab = 0, ası que p | ab, necesa-riamente p | a o p | b, de lo cual a = 0 o b = 0. Es facil ver ahora (Ejercicio
 5.7) que si p es primo (y solo en tal caso),(Z∗p, ·)es un grupo abeliano. Es po-
 sible demostrar ademas que(Z∗p, ·)y (Zp−1,+) son isomorfos (Ejercicio 6.16).
 Nota 5.7. Como es obvio, si p ≥ 2 es un entero, la ley de composicion (5.5),
 o, lo que es lo mismo, la (5.6), tiene en Zp la propiedad adicional
 a(b+ c
 )= ab+ ac.
 Nota 5.8. Si a, b ∈ Z y b− a ∈ pZ (o sea, si p | b− a), es corriente escribir
 a ≡ b(modp)
 y decir que a es congruente con b modulo p. Es obvio que la relacion
 Rp = (Z, Gp,Z), donde Gp = {(a, b) : a ∈ Z, b ∈ Z y a ≡ b(mod p)} es
 una relacion de equivalencia en Z (Ejercicio 1.9) y que Z/Rp = Zp.
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 EJERCICIOS
 5.1 Verifique que si f : G → G′ y g : G′ → G′′ son isomorfismos, tambien
 g ◦ f lo es, y concluya que, en una clase dada de grupos, la relacion
 de isomorfıa G ≈ G′ si G y G′ son isomorfos tiene las tres propiedades
 siguientes:
 1. G ≈ G.
 2. Si G ≈ G′ entonces G′ ≈ G.
 3. Si G ≈ G′ y G′ ≈ G′′ entonces G ≈ G′′.
 Es, por lo tanto, una relacion de equivalencia (Ejercicio 1.9).
 5.2 Sean (G, ·) un grupo, H un subgrupo de G, F0 (G/H) el grupo de todas
 las aplicaciones biyectivas de G/H en sı mismo.
 a) Demuestre que si para cada a ∈ G, Ta : G/H −→ G/H es la
 aplicacion Ta(bH) = abH, b ∈ G, entonces Ta esta bien definida y
 Ta ∈ F0(G/H) (es decir, abH = ab′H si y solo si bH = b′H).
 b) Verifique que Te = I es la identidad de G/H, que Ta ◦ Tb = Tabcualesquiera que sean a, b ∈ G, y que T−1
 a = Ta−1 para todo a ∈ G.
 c) Sea T : G −→ F0(G/H) la aplicacion T (a) = Ta, a ∈ G. De-
 muestre que T es un homomorfismo (ası que T (ab) = T (a) ◦T (b))y que kerT ⊆ H. Mas precisamente, demuestre que kerT =⋂a∈G aHa
 −1, y que H es normal en G si y solo si kerT = H.
 5.3 Sea (G, ·) un grupo. Demuestre que para todo a ∈ G, la aplicacion
 δa : G −→ G, dada por δa(x) = axa−1, es un isomorfismo de G sobre
 si mismo, que δe es la aplicacion identica de G, que δ−1a = δa−1 y que
 δa ◦ δb = δab. Demuestre ademas que un subgrupo H de G es normal
 si y solo si H =⋂a∈G δa (H) =
 ⋂a∈G aHa
 −1.
 5.4 Sean (G, ·) y δa, para a ∈ G, como en el ejercicio 5.3. Sea F0(G) el grupo
 de las aplicaciones biyectivas de G en sı mismo. Sea δ : G −→ F0(G)
 definida por δ(a) = δa. Demuestre que δ es un homomorfismo de G en
 F0(G) y que ker δ = Z(G), el centro de G (Ejercicio 4.7).
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 5.5 Sean (G, ·) un grupo, n ∈ Z, Gn = {an|a ∈ G}, Gn = {a ∈ G|an = e}.Demuestre que si fn(x) = xn es un homomorfismo de G en sı mismo
 entonces Gn y Gn son subgrupos de G. De hecho, Gn = fn(G), Gn =
 ker fn. Demuestre ademas que:
 a) Si G es abeliano, fn es un homomorfismo de G en sı mismo para
 todo n ∈ Z.
 b) Si f2 es un homomorfismo de G en sı mismo, G es abeliano. Lo
 mismo es cierto si f−1 lo es.
 c) Si fm es un homomorfismo de G en sı mismo para m = n, n +
 1, n+ 2, donde n ∈ Z esta fijo, entonces G es abeliano.
 d) Si f3 y f5 son homomorfismos de G en sı mismo, G es abeliano.
 5.6 Sea K = Q,R,C, y considere en K la operacion a ∗ b = a+ b+ ab (lla-
 mada la “adiplicacion”). Demuestre que (∗) es clausurativa, asociativa,admite un elemento neutro, 0, pero no es invertiva con respecto a 0.
 Demuestre, sin embargo, que (K0, ∗), K0 = K r {−1}, es un grupo, y
 que f : K∗ −→ K0 dada por f(x) = x− 1 es un isomorfismo de (K∗, ·)sobre (K0, ∗). (Indicacion. Observe que a ∗ b = (a+ 1)(b+ 1)− 1.)
 5.7 Sean p un numero primo y Zp := Z/pZ. Demuestre que la ley de
 composicion (a+pZ)(b+pZ) = ab+pZ, o sea, ab = ab, donde a = a+pZ,tiene las propiedades cancelativas tanto a izquierda como a derecha
 en Z∗p = Zp r {0}, y concluya que (Z∗
 p, ·) es un grupo abeliano cuyo
 elemento neutro es 1. (Indicacion. Vease el Teorema 2.11.)
 5.8 Demuestre que cuando p es primo, la ley de composicion (·) en Z∗p
 (Ejercicio 5.7) satisface
 ab = r(ab, p),
 donde r(ab, p) es el resto de dividir ab por p. Demuestre ademas que
 (a)p−1 = ap−1 = 1
 para todo a ∈ Z tal que a 6= 0, y concluya que ap−2 es, para todo a ∈ Ztal que a 6= 0, el inverso de a en (Z∗
 p, ·). (Nota. La relacion ap−1 = 1,
 valida para todo a ∈ Z con a 6= 0, se puede expresar diciendo (vease la
 Nota 5.8) que si a no es divisible por p entonces ap−1 ≡ 1(mod p), lo
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 cual se conoce como el Pequeno teorema de Fermat). Como es claro
 entonces, ap ≡ a (modp), aun si p | a.
 5.9 Para cada m ∈ Z, sea Zm := Z/mZ. Demuestre que (Z∗m, ·), donde (·)
 esta dada por (a+mZ)(b+mZ) = ab+mZ, o sea, por ab = ab, es un
 grupo si y solo si m es un numero primo.
 5.10 Sean p un primo y a ∈ N tal que p no divide a a y p no divide a
 (am− 1) para m = 1,2,3,...,p− 2. Tal es el caso, por ejemplo, de p = 5
 y a = 2. Demuestre que entonces f(n) = an es un epimorfismo de
 (Z,+) sobre (Z∗p, ·) tal que ker f = (p− 1)Z. En particular, f(n) = 2
 n
 es un epimorfismo de (Z,+) sobre (Z∗5, ·) tal que ker f = 4Z.
 5.11 Sean G = S3 el grupo simetrico de tres objetos (Ejercicio 2.11),
 g : G −→ G la aplicacion g(x) = x, x ∈ G, H = {e, d, f}. Demuestre
 que H es un subgrupo normal de G y que aH = bH. Concluya que no
 es posible definir una aplicacion g : G/H −→ G tal que g(xH) = g(x)
 para todo x ∈ G.
 5.12 Sean n ≥ 2 y H el subgrupo de GLn(R) de las matrices A con Det(A) >
 0. Demuestre que H es un subgrupo normal de GLn(R) y que si f :
 GLn(R) −→ R∗ es la aplicacion f(A) =Det(A), no es posible definir
 una aplicacion f : GLn(R)/H −→ R∗ tal que f(AH) = f(A) para
 todo A ∈ GLn(R). ¿Es esto posible si H = SLn(R)? Si lo es, ¿es la
 aplicacion f resultante un homomorfismo? ¿Es un isomorfismo?
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 Los teoremas de isomorfıa
 Sean f : G −→ G′ un homomorfismo y H un subgrupo normal de G. Sea
 ϕ : G −→ G/H el epimorfismo canonico ϕ(a) = aH. No siempre es posible
 determinar una aplicacion f : G/H −→ G′ por f(aH) = f(a) para todo
 a ∈ G, pues puede suceder que aH = bH y que f(a) 6= f(b) (Ejercicios 5.11
 y 5.12), con lo cual f no quedarıa bien definida. Para que tal definicion de
 f sea posible es necesario que si aH = bH, o sea, si b−1a ∈ H, entonces
 b−1a ∈ ker(f), o sea, f (b)−1 f (a) = f (b−1a) = e′, pues esto ultimo implica
 que f(a) = f(b). Pero, para que todo esto se de, basta evidentemente que
 H ⊆ ker(f). En tal situacion se tiene ademas que f es automaticamente
 un homomorfismo, pues f ((aH)(bH)) = f ((ab)H) = f(ab) = f(a)f(b) =
 f(aH)f(bH).
 Supongamos recıprocamente que existe un homomorfismo f : G/H −→ G′
 tal que f(aH) = f(a) para todo a ∈ G. Si x ∈ H entonces f(xH) = f(eH) =
 f(e) = e′, lo cual implica que f (x) = e′, o sea, que x ∈ ker(f). Entonces,
 H ⊆ ker(f). Es decir, f existe si y solo si H ⊆ ker(f).
 Notese finalmente que f(aH) = f(ϕ(a)) = f ◦ ϕ(a). Por lo tanto, decir que
 f(aH) = f(a), o sea, que f ◦ ϕ(a) = f(a), para todo a ∈ G, equivale a decir
 que f ◦ ϕ = f . Hemos demostrado por lo tanto el siguiente teorema.
 121
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 Teorema 6.1. Sean G y G′ grupos, f : G −→ G′ un homomorfismo, H un
 subgrupo normal de G, G/H el grupo cociente de G por H, y ϕ : G −→ G/H
 el epimorfismo canonico. Para que exista un homomorfismo f : G/H −→ G′
 tal que f ◦ ϕ = f , o sea, tal que el diagrama
 G
 G/H
 ϕ f
 G′f
 (6.1)
 sea conmutativo, es necesario y suficiente que H ⊆ ker(f).
 Supongase ya que H ⊆ ker(f), ası que f existe. Si H = ker(f) entonces f
 es un monomorfismo, pues si f(aH) = f(bH) entonces f(a) = f(b), o sea
 b−1a ∈ ker(f), de lo cual b−1a ∈ H, y ası aH = bH. Recıprocamente, si
 f es un monomorfismo y a ∈ ker(f) entonces f(aH) = f(a) = e′, o sea,
 f(aH) = f(eH), ası que aH = eH = H (pues f es inyectiva). Esto implica
 que a ∈ H, es decir que ker(f) ⊆ H, de lo cual ker(f) = H (pues ya sabemos
 que H ⊆ ker(f)). Se tiene entonces el siguiente teorema.
 Teorema 6.2. (Primer Teorema de Isomorfıa). Si f : G −→ G′ es un
 epimorfismo y K = ker(f), existe un isomorfismo f de G/K sobre G′ tal
 que f(aK) = f(a) para todo a ∈ G.
 Si ϕ : G −→ G/K es el epimorfismo canonico, se tiene entonces el diagrama
 conmutativo
 G
 G/K
 ϕ f
 G′f
 (6.2)
 en el cual f es un isomorfismo de G/K sobre G′. Si f no es sobreyectivo, f
 es aun un isomorfismo de G/K sobre f(G).
 El primer teorema de isomorfıa se expresa usualmente diciendo que un grupo
 G′ es la imagen homomorfa de otro, G, si y solo si G′ es un grupo cociente
 de G.
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 Ejemplo 6.1. Si (R∗, ·) es el grupo multiplicativo de los numeros reales no
 nulos y (R∗+, ·) el de los numeros reales estrictamente positivos, K = {−1, 1}
 es un subgrupo (normal) de R∗ y R∗/K ≈ R∗+. En efecto, f (x) = |x| es un
 epimorfismo de R∗ sobre R∗+ (pues f(|x|) = |x|) y ker(f) = K = {−1, 1}.
 Esto expresa, de otra manera, el hecho de que todo numero real x se escribe
 en la forma x = ±|x|. Tambien f(z) = |z| es un epimorfismo de (C∗, ·) sobre(R∗
 +, ·) y, como ker(f) = T = {z ∈ C : |z| = 1}, entonces C∗/T ≈ R∗+, que
 es otra manera de decir que todo numero complejo z se escribe en la forma
 z = rw donde r > 0 y w ∈ T. A su vez, f (x) = e2πix es un epimorfismo de
 (R,+) sobre (T, ·), y como K = ker(f) = {x ∈ R : e2πix = 1} = Z, entoncesR/Z ≈ T . Como ademas f(z) = e2πiz es un epimorfismo de (C,+) so-
 bre (C∗, ·) (notese al respecto que si z ∈ C∗ y z = |z| eiθ, θ ∈ R, entoncesf(ξ) = z, donde ξ = 1
 2πi(log |z| + iθ), y como ker(f) = Z, entonces C/Z ≈
 C∗). Observese finalmente que f (x) = e2πinx, donde n > 0 es un entero, es
 un epimorfismo de (Z,+) sobre (Tn, ·), el grupo de las raıces n-esimas de la
 unidad, y que ker(f) = nZ, ası que Z/nZ −→ Tn es un isomorfismo, como
 es natural.
 Ejemplo 6.2. Sea K = Q,R,C. Como f(A) =Det(A) es un epimorfismo
 de (GLn(K), ·) sobre (K∗, ·) y ker(f) = SLn(K) (Ejemplo 4.1), entonces
 GLn(K)/SLn(K) ≈ K∗.
 De la misma manera se verifica que para K = Q,R, GLn(K)/|SLn|(K) ≈K∗
 + = K+ r {0}.
 Ejemplo 6.3. .Si H es un subgrupo normal de G y ϕ : G −→ G/H es el
 epimorfismo canonico entonces kerϕ = H, y si ϕ es el isomorfismo de G/H
 en G/H tal que ϕ ◦ ϕ = ϕ, es decir, que hace conmutativo el diagrama
 G
 G/H
 ϕ ϕ
 G/Hϕ
 (6.3)
 entonces ϕ es la identidad de G/H.
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 El siguiente corolario del Teorema 6.1 es frecuentemente util.
 Corolario 6.1 (Segundo Teorema de Isomorfıa). Sean f : G −→ G′ un
 epimorfismo, K = ker(f), H ′ un subgrupo de G′ y H = f−1(H ′). Entonces
 K es un subgrupo normal de H y H/K ≈ H ′.
 Demostracion. Si f ′ : H −→ H ′, es la aplicacion f ′(x) = f (x) , f ′ esta bien
 definida, pues si x ∈ f−1(H ′) entonces f (x) ∈ H ′, y es obviamente un
 homomorfismo. Es tambien un epimorfismo, pues como f lo es, dado y ∈ H ′,
 existe x ∈ G tal que y = f (x) , y es claro entonces que x ∈ f−1(H ′) = H,
 ası que f ′(x) = y. Es claro ademas que ker(f ′) ⊆ ker(f). Por otra parte,
 si x ∈ ker(f), entonces x ∈ f−1(H ′), pues f−1({e′}) ⊆ f−1(H ′), y como
 entonces f ′(x) = f (x) = e′, tambien x ∈ ker(f ′), ası que ker(f ′) = ker(f).
 Entonces H/ker(f ′) ≈ f ′(H) = H ′. �
 Nota 6.1. Se deduce que si f : G −→ G′ es un epimorfismo, existe una
 correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G′ y los subgrupos de G
 que contienen a K = ker f . Esta correspondencia asocia al subgrupo H ′ de
 G′ el subgrupo H = f−1(H ′) de G. Tal correspondencia asigna a subgrupos
 normales de G′, subgrupos normales de G que contienen a K. Notese ademas
 que f−1(H ′)/K ≈ H ′, como resulta del Corolario 6.1.
 Cuando se aplica al epimorfismo canonico ϕ:G −→ G/N , donde N es normal
 en G, tal correspondencia asigna al subgrupo M de G/N el subgrupo M =
 ϕ−1(M) de G, el cual contiene a N , y el cual es normal en G si M es normal
 en G/N . Ademas,M/N ≈M . Todo esto resulta de observar que N = kerϕ.
 Los resultados discutidos en esta nota se conocen a veces como el Teorema
 de Correspondencia.
 Nota 6.2. Si f : G −→ G′ es un epimorfismo con K = ker f , H es un
 subgrupo de G y H ′ = f (H), entonces H ⊆ f−1 (H ′) (Ejercicio 1.6), pero,
 en general, H 6= f−1 (H ′). De hecho, H = f−1 (H ′) si y solo si K ⊆ H. En
 efecto, si K ⊆ H y x ∈ f−1 (H ′) entonces f (x) ∈ H ′, ası que f (x) = f (y)
 para algun y ∈ H; esto implica que f (y−1x) = e′, o sea, que y−1x ∈ K, de lo
 cual y−1x ∈ H, y entonces x ∈ yH = H. Esto demuestra que f−1 (H ′) ⊆ H,
 lo cual asegura que H = f−1 (H ′). Por otra parte, como K = f−1 ({e′}) ⊆f−1(H ′), es claro que K ⊆ H si H = f−1 (H ′). Si K * H de todas maneras
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 KH es un subgrupo de G que contiene a K y obviamente KH ⊆ f−1(H ′)
 (pues H,K ⊆ f−1 (H ′)). Como ademas se verifica obviamente que f(KH) =
 f (H) = H ′, lo dicho anteriormente asegura que KH = f−1(H ′). Es decir,
 si K * H, f−1(f (H)) 6= H, pero f−1(f (H)) = KH. Notese que entonces
 KH/H ≈ f (H) = H ′. EvidentementeKH = H si y solo siK ⊆H. Cuando
 lo observado arriba se aplica al epimorfismo ϕ : G −→ G/N , se concluye que
 si H es un subgrupo de G y H ′ = ϕ(H), entonces ϕ−1(H ′) = NH = H y
 NH/N ≈ H ′, con ϕ−1(H ′) = H si y solo si N ⊆ H.
 Como una aplicacion del anterior corolario tenemos el siguiente teorema,
 que, como el de Cauchy, es tambien un recıproco parcial del Teorema de
 Lagrange.
 Teorema 6.3. Si p es un primo y G es un grupo abeliano de orden mpn
 donde n ≥ 0 y p ∤ m, G tiene, para cada 0 ≤ k ≤ n un subgrupo de orden
 pk.
 Demostracion. El grupo G tiene un elemento a de orden p (Teorema 4.3) y [a]
 es un subgrupo normal de G de orden p. Sea G′ = G/ [a]. Entonces G′ tiene
 ordenmpn−1 y, por induccion, podemos suponer que para cada 0 ≤ k ≤ n−1,
 G′ tiene un subgrupo H ′ de orden pk. Sean ϕ:G −→ G/ [a] el epimorfismo
 canonico y H = ϕ−1(H ′). Como H/ ker(ϕ) ≈ H ′ y ker(ϕ) = [a], entonces
 H tiene orden pk+1, y es un subgrupo de G. Esto demuestra que G tiene
 subgrupos de orden pk para todo 0 ≤ k ≤ n. �
 El anterior teorema se conoce como el Primer Teorema de Sylow para los
 grupos abelianos . Puede anunciarse tambien diciendo que si G es un grupo
 abeliano finito, p es un primo y pn, n ≥ 0, es la maxima potencia de p que
 divide a o (G), entonces G tiene subgrupos de orden pk para todo 0 ≤ k ≤ n,
 o, aun, diciendo que G tiene subgrupos de orden pk para todo k ≥ 0 tal que
 pk | o (G). Posteriormente demostraremos que el Teorema 6.3 es aun cierto
 si G no es abeliano.
 Teorema 6.4. (Tercer Teorema de Isomorfıa). Sean G un grupo, M y
 N subgrupos de G. Supongase que N es un subgrupo normal de G. Entonces
 MN es un subgrupo de G y N es normal en MN. Ademas M ∩ N es un
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 subgrupo normal de M y
 MN/N ≈M/M ∩N. (6.4)
 Se deduce que si M y N son finitos entonces MN es finito y
 o (MN) = (o (M)o (N)) /o (M ∩N).
 Demostracion. Ya sabemos (Teorema 4.4) que MN es un subgrupo de G
 y que N es un subgrupo normal de MN . Sea ϕ:M −→ MN/N , dada por
 ϕ(a) = aN . Es claro que ϕ es un homomorfismo. De hecho, ϕ es un epimor-
 fismo, pues una clase lateral izquierda de N en MN , es de la forma (ab)N
 donde a ∈M y b ∈ N y, como b ∈ N , entonces (ab)N = a(bN) = aN = ϕ(a).
 Veamos, finalmente, que ker(ϕ) = M ∩ N . Si a ∈ ker(ϕ), o sea, si ϕ(a) =
 aN = N , donde a ∈M , entonces a ∈ N , ası que a ∈M∩N . Recıprocamente,
 si a ∈ M ∩ N entonces aN = N , ası que ϕ(a) = N , y entonces a ∈ ker(ϕ).
 Esto demuestra la ultima afirmacion, y completa (en virtud, del Teorema
 6.2) la demostracion del teorema. �
 Nota 6.3. Si el grupo G es un grupo abeliano aditivo, es corriente escribir
 M +N en lugar de MN , y el teorema anterior toma la forma
 M/M ∩N ≈ (M +N) /N. (6.5)
 Como corolarios del anterior teorema tenemos:
 Corolario 6.2. Si M , N son subgrupos finitos de un grupo G, M ∩N = {e}y N es normal en G, entonces MN es un subgrupo finito de G y o (MN) =
 o (M)o (N).
 Corolario 6.3. Si M y N son subgrupos finitos de un grupo G, N es nor-
 mal en G y mcd(o (M), o (N)) = 1, entonces MN es un subgrupo de G y
 o (MN) = o (M)o (N).
 Demostracion. Como o (M ∩N) divide a o (M) y a o (N), necesariamente
 o (M ∩N) = 1 (o sea, M ∩N = {e}), ası que o (MN) = o (M)o (N). �
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 Corolario 6.4. Si (G, ·) es un grupo abeliano finito, para cada divisor m
 de o (G) existe un subgrupo M , de G con o (M) = m.
 Demostracion. Supongase que o (G) = pm11 · · ·pml
 l , donde los pi, i = 1, 2, ..., l,
 son primos distintos, y supongase que m = pk11 · · · pkll , donde 0 ≤ ki ≤ mi,
 i = 1, 2, ..., l. Para cada i = 1, 2, ..., l, existe un subgrupo Mi de G con
 o (Mi) = pkii (Teorema 6.3). Como mcd(o (M1), o (M2)) = 1, M1M2 es un
 subgrupo de G de orden pk11 pk22 . Como a su vez, mcd(o (M1M2), o (M3)) = 1,
 tambien M1M2M3 es un subgrupo de G con o (M1M2M3) = pk11 pk22 p
 k33 . Con-
 tinuando de esta manera se llega a que M = M1M2 · · ·Ml es un subgrupo
 de G con o (M) = m. �
 Corolario 6.5. Si G es un grupo abeliano finito con o (G) = pm11 · · · pml
 l ,
 donde los pi, i = 1, 2, ..., l, son primos distintos, y mi ≥ 0, entonces G =
 M1M2 · · ·Ml, donde Mi es un subgrupo de G con o (Mi)=pmi
 i , i = 1, 2, ..., l.
 Relacionado con el corolario anterior, tenemos el siguiente.
 Corolario 6.6. Si G es un grupo abeliano con o (G) = p1 · · · pl, dondep1, ..., pl son primos distintos, entonces G =M1M2 · · ·Ml, donde el subgrupo
 Mi, de orden pi, es cıclico para todo i = 1, 2, ..., l. Ademas, G mismo es
 cıclico.
 Demostracion. Si Mi es un subgrupo de G de orden pi, i = 1, 2, ..., l, Mi
 es cıclico (Teorema 3.10), digamos, Mi = [ai], o (ai) = pi. Pero entonces,
 a = a1a2...al tiene orden p1 · · · pl. En efecto, si no, debera existir 1 ≤ i ≤ l
 tal que pi ∤ o (a), y si m = o (G)/pi entonces o (a) | m, ası que e = am =
 am1 am2 · · · aml = ami (ya que o (aj) = pj divide a m si j 6= i), lo cual es absurdo
 (pues pi no divide a m). �
 Si G es un grupo abeliano finito, p es un primo y H es un subgrupo de G de
 orden pn, n ≥ 0, se dice que H es un p−subgrupo de G. Si pn es la maxima
 potencia de p que divide o (G) (en cuyo caso o (G) = mpn, p ∤ m), se dice
 entonces que H es un p−subgrupo de Sylow de G. Los subgruposMi de G en
 el Corolario 6.4 anterior son pi−subgrupos de G, y aquellos en el Corolario
 6.5 son pi−subgrupos de Sylow. Los resultados siguientes son consecuencia
 de los anteriores.
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 Corolario 6.7. Si (G, ·) es un grupo abeliano finito, p es un primo, P es
 un p−subgrupo de Sylow de G y a ∈ G es tal que o (a) es una potencia de
 p, entonces a ∈ P .
 Demostracion. Podemos suponer que o (G) es como en el Corolario 6.5, que
 p = p1 y que P = M1. Como G = M1 · · ·Ml, existiran xi ∈ Mi, i = 1, ..., l,
 tales que a = x1 · · ·xl, de lo cual x−11 a = x, x = x2 · · ·xl. Pero evidentemente
 mcd(o (x), p) = 1, y como o (x−11 a) debera ser una potencia de p, solo queda
 que o (x−11 a) = 1, de lo cual x−1
 1 a = e, y ası , a = x1 ∈ P. �
 Corolario 6.8. Sean (G, ·) un grupo abeliano finito, p un primo, P un p−subgrupo de Sylow de G, H un p−subgrupo de G. Entonces H ⊆ P , y P es
 el unico p−subgrupo de Sylow de G.
 Demostracion. Si a ∈ H, o (a) es una potencia de p, ası que a ∈ P . Entonces
 H ⊆ P , y es claro que si H es tambien un p−subgrupo de Sylow de G,
 necesariamente H = P . �
 El Teorema 6.3 ası como los Corolarios 6.7 y 6.8 son casos especiales de los
 Teoremas de Sylow que se consideran en el Capıtulo 10.
 Definicion 6.1. Sean M1,...,Ml subgrupos normales de un grupo G, tales
 que G=M1 · · ·Ml. Para cada 1 ≤ i ≤ l, sea Mi el producto de los subgrupos
 Mj para j 6= i. Si
 Mi ∩ Mi = {e}, i = 1, 2, ..., l, (6.6)
 se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos Mi y que cada
 Mi es un factor directo interno de G.
 Como Mj ⊆ Mi si i 6= j, se deduce que si G es el producto directo interno
 de sus subgrupos Mi i = 1, 2, ..., l, entonces
 Mi ∩Mj = {e}, i 6= j; (6.7)
 pero esta ultima condicion no garantiza, como veremos en el Capıtulo 7, que
 (6.6) sea valida (Ejercicio 7.8. Vease tambien el Ejercicio 8.19).
 Es claro, por ejemplo, que G en los Corolarios 6.5 y 6.6 es el producto directo
 interno de los subgrupos Mi, pues evidentemente mcd(o (Mi), o (Mj)) = 1 si
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 i 6= j. Este hecho es particularmente interesante en el caso del Corolario 6.6,
 pues los subgruposMi son cıclicos. Como veremos posteriormente, todo grupo
 abeliano finito es el producto directo interno de subgrupos cıclicos. Esto, si
 obvio cuando o (G) = p1 · · · pl, donde los pi son primos distintos, esta lejos
 de ser evidente si o (G) incluye potencias superiores de uno o mas primos, y
 se conoce como el teorema estructural de los grupos abelianos finitos (vease
 el Capıtulo 7).
 El Teorema 6.5 siguiente es util dentro del contexto de los productos directos
 internos. Necesitaremos en su demostracion el siguiente lema.
 Lema 6.1. Si M y N son subgrupos normales de un grupo (G, ·) y M∩N =
 {e}, entonces ab = ba cualesquiera que sean a ∈M y b ∈ N .
 Demostracion. Si a ∈ M y b ∈ N , tambien a−1 ∈ M y b−1 ∈ N , y de
 (ab) (ba)−1 = a (ba−1b−1) = (aba−1) b−1 y de la normalidad de M y N se
 deduce que (ab) (ba)−1 ∈ M ∩ N . Entonces (ab) (ba)−1 = e, y ası ab = ba.
 �
 Nota 6.4. Si un subgrupo M de G es el producto directo interno de los
 subgrupos normalesMi de G, tanto los subgrupos Mi comoM son subgrupos
 normales de G. Esto resulta inmediatamente de la relacion
 a (x1x2...xn) a−1 =
 (ax1a
 −1) (ax2a
 −1)...(axna
 −1), (6.8)
 valida para a, x1, x2, ..., xn ∈ G.
 Teorema 6.5. Sean G un grupo, M1,...,Mn subgrupos de G. Las afirma-
 ciones siguientes son equivalentes:
 1. El grupo G es el producto directo interno de los subgrupos Mi, i =
 1, 2, ..., n.
 2. Los subgrupos M1, ...,Mn son normales en G con Mi ∩Mj = {e} si
 i 6= j, y todo elemento x ∈ G se escribe de una y solo una manera en
 la forma x = a1a2...an, donde ai ∈Mi, i = 1, 2, ..., n.
 Demostracion. Si 1. se satisface, los Mi, i = 1, 2, ..., n, son normales en G,
 Mi ∩Mj = {e} si i 6= j, y G = M1M2 · · ·Mn, ası que todo x ∈ G se escribe
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 al menos de una manera en la forma requerida. Ahora, si x = a1a2 · · · an =
 b1b2 ···bn donde ai, bi ∈Mi es claro que b−11 a1 = (b2 · · · bn) (a2 · · · an)−1 ∈ M1,
 ası que b−11 a1 = e. Entonces a1 = b1 y a2 · · · an = b2 · · · bn, y continuando
 de esta manera se llega a que b−12 a2 ∈ M2, ..., b
 −1n−1an−1 ∈ Mn−1 y an = bn, o
 sea, a que a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn. Esto demuestra 2.
 Para ver que 2. ⇒ 1., observese que 2. implica que G = M1M2 · · ·Mn, y si
 x ∈ Mi ∩ Mi, se tendrıa que x = a1a2 · · · ai−1ai+1 · · · an, aj ∈ Mj, j 6= i.
 Pero si y ∈ Mi entonces yaj = ajy para todo j 6= i (Lema 6.1), de lo cual
 e = a1 · · · ai−1x−1ai+1 · · · an, x ∈Mi. Entonces x
 −1 = aj = e para todo j 6= i,
 ası que x = e. �
 Nota 6.5. Es facil verificar, usando como guıa la demostracion del Corolario
 6.6, que si G es el producto directo interno de los subgrupos cıclicos Mi,
 i = 1, 2, ..., n, y si mcd(o (Mi), o (Mj)) = 1, i 6= j, entonces G mismo es
 cıclico. No se pide que o (Mi) sea primo.
 Supongase ahora que M y N son subgrupos normales de G y que M ⊆N . Entonces es posible definir una aplicacion f : G/M −→ G/N tal que
 f(aM) = aN . En efecto, si aM = bM entonces b−1a ∈ M , de lo cual
 b−1a ∈ N , y ası aN = bN . Tal aplicacion resulta ser un homomorfismo, pues
 f((aM)(bM)) = f((ab)M) = abN = (aN)(bN) = f(aM)f(bM). Ademas,
 ker(f) = N/M = {aM |a ∈ N}. En efecto, si aM ∈ ker(f), o sea, si f(aM) =
 aN = N , entonces a ∈ N , ası que aM ∈ N/M . Por otra parte, si aM ∈N/M , es decir, si aM = bM con b ∈ N , entonces b−1a ∈M , de lo cual b−1a ∈N , ası que aN = bN = N , o sea, f(aM) = N , y entonces aM ∈ ker(f). Como
 f es un epimorfismo, el Teorema 6.2 implica entonces el teorema siguiente.
 Teorema 6.6. (Cuarto Teorema de Isomorfıa) . Si M y N son subgrupos
 normales de G tales que M ⊆ N , entonces
 (G/M) / (N/M) ≈ G/N. (6.9)
 Demostracion. Sea f : G/M −→ G/N el epimorfismo dado por f(aM) = aN ,
 como arriba, y sea f para f dado como en el Teorema 6.2. Entonces
 f : (G/M)/ker(f) −→ G/N
 es un isomorfismo. Como ker(f) = N/M , el teorema queda demostrado. �
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 A manera de apendice, observamos que las ideas que conducen al anterior
 resultado pueden generalizarse, ligeramente, para establecer el siguiente teo-
 rema, cuya verificacion dejamos al lector interesado.
 Teorema 6.7. (Quinto Teorema de Isomorfıa). Sean G y G′ grupos,
 f : G −→ G′ un homomorfismo, M un subgrupo normal de G y N un sub-
 grupo normal de G′. Para que exista un homomorfismo f : G/M −→ G′/N
 tal que f(aM) = f(a)N para todo a ∈ G, es necesario y suficiente que
 f(M) ⊆ N , o, lo que es lo mismo, que M ⊆ f−1(N). En tales circunstancias
 ker(f) = f−1(N)/M y si f es un epimorfismo entonces f tambien lo es, y
 G/M/f−1(N)/M ≈ G′/N (6.10)
 mediante el isomorfismo f obtenido de f por aplicacion del Teorema 6.2.
 Definicion 6.2. Se dice que el homomorfismo f en el anterior teorema se
 obtiene de f por paso a los cocientes.
 Nota 6.6. Si G, G’, M , N y f son como en el teorema anterior, y si
 ϕ : G −→ G/M y ψ : G′ −→ G′/N son los epimorfismos canonicos, el
 homomorfismo f obtenido de f por paso a los cocientes es aquel que hace
 conmutativo el diagrama
 G/M
 G
 ϕ ψ
 f
 G′
 G′/Nf
 (6.11)
 EJERCICIOS
 6.1 Demuestre que el Teorema 6.1 es valido para un subgrupo normal H
 de G si y solo si f (H) = {e′}. Demuestre entonces que f , como en
 el Teorema 6.1, es el unico homomorfismo g : G/H −→ G′ que hace
 conmutativo el diagrama en el enunciado del teorema. Sean N ⊆ M
 subgrupos de un grupo G. Demuestre que aun si M y N no son nor-
 males en G, [G : N ]/[G : M ]=[M : N ], ası que [G : M ]|[G : N ] y
 [M : N ]|[G : N ].
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 6.2 Sean (G, ·) un grupo abeliano, m ∈ Z. Demuestre que si Gm y Gm son
 como en el Ejercicio 3.10, entonces G/Gm ≈ Gm. Vease el Ejercicio
 5.5 (a). ¿Es cierto lo anterior si G no es abeliano pero f(a) = am es
 un homomorfismo de G en sı mismo?
 6.3 Verifique los siguientes isomorfismos de grupos: Z∗3 ≈ Z2, Z∗
 5 ≈ Z4,
 Z∗7 ≈ Z6 (veanse, al respecto, los Ejercicios 5.7, 5.8 y 5.9).
 6.4 Sean (G, ·) un grupo, F0(G) el grupo de las aplicaciones biyectivas
 de G en sı mismo. Demuestre que G/Z (G) es isomorfo al subgrupo
 F = {δa| a ∈ G} de F0(G), donde δa : G −→ G es, para cada a ∈ G, el
 isomorfismo δa(x) = axa−1 de G sobre si mismo (veanse los Ejercicios
 5.3 y 5.4). Concluya que si o (G) = n < ∞ entonces n > o (F) si y
 solo si o (Z(G)) > 1. Mas aun, demuestre que o (Z(G)) = n/o (F).
 6.5 Sean (G, ·) un grupo finito y H un subgrupo de G. Sea n =[G : H]
 el ındice de H en G. Demuestre que si o (G) ∤ n!, existe un subgrupo
 normal N de G, N 6= {e}, tal que N ⊆ H. Demuestre, de hecho, que
 N =⋂a∈G aHa
 −1 6= {e} y es normal. (Indicacion. Vease el Ejercicio
 5.2.)
 6.6 Sean (G, ·) un grupo infinito, H un subgrupo de G tal que [G : H]<∞.
 Demuestre que existe un subgrupo normal infinito M de G, M ⊆ H,
 tal que [G : M ]< ∞. Demuestre, de hecho, que si M =⋂a∈G aHa
 −1
 entonces M ⊆ H, M es normal en G y [G : M ]< ∞, y concluya que
 M es infinito.
 6.7 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, f un isomorfismo
 de G sobre un grupo G′. ¿Es siempre posible definir una aplicacion
 f : G/H 7→ G′ tal que f(aH) = f(a) para todo a ∈ G? Si no es
 siempre posible ¿bajo que circunstancias sı lo es?
 6.8 Considere el grupo aditivo (Z,+) de los enteros y sea f un homomor-
 fismo de Z en sı mismo. Escribiremos Zm = Z/mZ, m ∈ Z.
 a) Demuestre que existe k ∈ Z tal que f (x) = kx para todo x ∈ Z.¿Que es f(1)? ¿Que es ker (f)? ¿Que es f(Z)?
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 b) Sean m,n ∈ Z. Demuestre que para que exista f : Zm −→ Zntal que f(a +mZ) = f(a) + nZ para todo a ∈ Z, es necesario y
 suficiente que n|km, donde k = f(1), y que para que exista f tal
 que f(a+mZ) = a+mZ para todo a ∈ Z, es necesario y suficiente
 que n|m.
 c) Si f(1) = k y n|k, demuestre que cualquiera que sea m ∈ Z,existe f : Zm −→ Zn tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo
 a ∈ Z. De hecho, f(a+mZ) = nZ cualquiera que sea a ∈ Z.
 d) Si k = f(1) y mcd(n, k) = 1, demuestre que para que exista
 f : Zm −→ Zn tal que f(a +mZ) = f(a) + nZ para todo a ∈ Z,es necesario y suficiente que n|m, y que f es un isomorfismo si y
 solo si m = ±n y k = ±1.
 6.9 Sean (G, ·) un grupo, N un subgrupo normal de G. Demuestre que
 G/N es abeliano si y solo si aba−1b−1 ∈ N cualesquiera que sean a, b ∈G. Demuestre, de hecho, que si M es el subgrupo generado por A =
 {aba−1b−1 | a, b ∈ G} (Ejercicio 3.8), entonces M es normal en G, G/M
 es abeliano, y si N es normal en G, G/N es abeliano si y solo siM ⊆ N .
 Demuestre finalmente que si existe un homomorfismo f : G −→ Z yM
 es como antes, entonces M ⊆ ker(f).
 6.10 Sean M,N subgrupos de un grupo finito G y supongase que N es
 normal en G y que o (M) >√
 o (G), o (N) ≥√o (G). Demuestre que
 M ∩N 6= {e}.
 6.11 Sean G y G′ grupos, H ′ un subgrupo normal de G′, ϕ : G 7→ G′/H ′
 un epimorfismo. Demuestre que G/ϕ−1 ({H ′}) ≈ G′/H ′. Demuestre
 tambien que si f : G 7→ G′ es un epimorfismo y H ′ es como arriba,
 entonces G/f−1 (H ′) ≈ G′/H ′. Describa explıcitamente los anteriores
 isomorfismos.
 6.12 Sea G un grupo y sean M el conjunto de los elementos de orden finito
 de G y N el conjunto formado por e, el elemento neutro de G, y por
 los elementos de orden infinito de G.
 a) Demuestre que si ab ∈M cualesquiera que sean a, b ∈M , entonces
 M es un subgrupo normal de G, y que si M 6= G (o sea N 6= {e})
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 entonces G y G/M son grupos infinitos y todo elemento de G/M ,
 salvo M , tiene orden infinito.
 b) Demuestre que si ab ∈ N cualesquiera que sean a, b ∈ N , entonces
 N es un subgrupo normal de G y todo elemento de G/N tiene
 orden finito.
 c) Demuestre que si G es abeliano entonces M es un subgrupo de G.
 Demuestre ademas que si tambienN es un subgrupo deG entonces
 G/M ≈ N y G/N ≈M .
 d) Sean G = GL2(R), A =
 [0 −1
 1 0
 ], B =
 [0 1
 −1 −1
 ]. Demues-
 tre que o (A) = 4 y o (B) = 3, pero o (AB) = ∞. (Indicacion.
 Demuestre que (AB)n =
 [1 n
 0 1
 ], n ∈ Z.)
 e) Sea G como en (d). Encuentre A,B ∈ G con o (A) = o (B) = ∞,
 pero o (AB) <∞. Procure hacer esto con B 6= A−1.
 6.13 Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de o (G). Demuestre
 que el numero de soluciones de la ecuacion xn = e es un multiplo de
 n. (Indicacion. Verifique que el conjunto Gn de tales soluciones es
 un subgrupo de G. Por otra parte, existe un subgrupo H de G con
 o (H) = n. Demuestre que H ⊆ Gn.)
 6.14 Sea G un grupo abeliano finito tal que para todo n ∈ N, n ≥ 1,
 Gn = {x ∈ G : xn = e} tiene a lo sumo n elementos. Demuestre
 que para todo divisor n de o (G), Gn tiene exactamente n elementos, y
 concluya que G es cıclico. (Indicacion. Demuestre, por ejemplo, que
 para todo primo p, todo p−subgrupo de Sylow de G es cıclico, y recurra
 a lo observado en la nota 6.5.)
 6.15 Demuestre que si G es un grupo cıclico finito, Gn = {x ∈ G : xn = e}tiene a lo sumo n elementos para todo n ∈ N, n ≥ 1, y que si n | o (G)entonces o (Gn) = n. (Indicacion. Recuerdese que todo subgrupo de
 G es cıclico.)
 *6.16 Use los resultados mencionados en la Nota 5.6 y los Ejercicios 6.13,
 6.14 y 6.15 anteriores para demostrar que si q es un primo,(Z∗q, ·)es
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 un grupo cıclico. Demuestre ademas que Z∗q ≈ Zq−1, y que si p | q− 1,
 la ecuacion xp = 1 tiene exactamente p soluciones. Concluya que si
 p | q − 1, Z∗q tiene un unico subgrupo de orden p.
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CAPITULO 7
 Productos finitos de grupos
 Sean (G1, ·) , . . . , (Gn, ·) grupos, G = G1 × · · · × Gn el producto cartesiano
 de los conjuntos Gi. Con la ley de composicion (·) : G×G −→ G dada por
 (x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = (x1y1, . . . , xnyn) . (7.1)
 G es evidentemente un grupo, en el cual el elemento neutro es e = (e1, . . . , en),
 donde ei ∈ Gi es el elemento neutro deGi, y en el cual el inverso (x1, . . . , xn)−1
 de (x1, . . . , xn) es (x−11 , . . . , x−1
 n ). Se dice que G es el grupo producto de los
 grupos Gi, i = 1, 2, . . . , n, y que cada Gi es un factor de G.
 Si para cada i, Hi es un subgrupo de Gi, es evidente que H1 × · · · × Hn es
 un subgrupo de G. En particular, para todo k = 1, 2, . . . , n,
 Hk = {e1} × · · · × {ek−1} ×Hk × {ek+1} × · · · × {en} (7.2)
 es un subgrupo de G. Si para cada xk ∈ Hk escribimos
 xk = (e1, . . . , ek−1, xk, ek+1, . . . , en) , (7.3)
 se tiene que Hk = {xk : xk ∈ Hk}. Como se verifica inmediatamente, si cada
 Hi es un subgrupo normal de Gi, H = H1 × · · · ×Hn es un subgrupo normal
 de G (vease al respecto (7.8), mas adelante); en particular, si Hk es normal
 en Gk, Hk es normal en G. Si para cada i = 1, 2, . . . , n, fi : G −→ Gi, la
 137
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 aplicacion f : G −→ G1 × · · · × Gn dada por f (x) = (f1 (x) , . . . , fn (x)) se
 denota con
 f = (f1, f2, . . . , fn) , (7.4)
 y es claro que fi = pi ◦ f , i = 1, 2, . . . , n, donde pi (x1, . . . , xn) = xi es la
 proyeccion i-esima de G1 × · · · × Gn en Gi (la cual es un homomorfismo,
 si los Gi son grupos). No existe un nombre especial para f dada por (7.4),
 aunque las fi se denominan a veces las coordenadas de f . Es claro que f es
 un homomorfismo de grupos si y solo si cada fi lo es.
 Si Gi y G′i, i = 1, 2, . . . , n, son grupos, y para cada i, fi : Gi −→ G′
 i es una
 aplicacion, podemos tambien definir una aplicacion f : G1 × · · · × Gn −→G′
 1 × · · · ×G′n por
 f (x1, . . . , xn) = (f1(x1), . . . , fn(xn)) . (7.5)
 Es tambien facil verificar que
 fi = pi ◦ f ◦ qi, i = 1, 2, . . . , n (7.6)
 donde pi : G1×· · ·×Gn −→ Gi y qi : G′1×· · ·×G′
 n −→ G′i son las proyecciones
 i-esimas, y que f es un homomorfismo si y solo si cada fi lo es. Es usual
 escribir
 f = f1 × · · · × fn (7.7)
 y denominar a f el homomorfismo producto de los homomorfismos fi. Es
 claro ademas que cada fi es un isomorfismo, si y solo si f es un isomorfismo.
 Si para cada i = 1, 2, . . . , n, Hi es un subgrupo normal de Gi, si ϕi : Gi −→Gi/Hi es el homomorfismo canonico, si ϕi = ϕ1 × · · · × ϕn, es claro que
 ker(ϕ) = H1 × · · · ×Hn, (7.8)
 ası que ϕ induce un isomorfismo
 ϕ : G1 × · · · ×Gn/H1 × · · · ×Hn → G1/H1 × · · · ×Gn/Hn
 (Teorema 6.2) el cual esta dado por
 ϕ ((x1, . . . , xn)H1 × · · · ×Hn) = (ϕ1 (x1) , . . . , ϕn (xn)) = (x1H1, . . . , xnHn) .
 (7.9)
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 De este isomorfismo se deducen, en particular, los isomorfismos
 G1 × · · · ×Gn
 Hk
 ≈ G1 × · · · ×Gk−1 ×Gk
 Hk
 ×Gk+1 × · · · ×Gn, (7.10)
 G1 × · · · ×Gk × · · · ×Gn
 G1 × · · · ×Gk−1 × {ek} ×Gk+1 × · · · ×Gn
 ≈ Gk ≈ Gk, (7.11)
 y
 G1 × · · · ×Gk × · · · ×Gn
 G1 × · · · ×Gk−1 ×Hk ×Gk+1 × · · · ×Gn
 ≈(Gk/Hk
 )≈ Gk/Hk. (7.12)
 Naturalmente, hemos supuesto que G/{e} = G y que G/G = {e}.
 Definicion 7.1. Si H1, . . . , Hn son subgrupos de un grupo G, y si la apli-
 cacion ψ : H1 × · · · ×Hn −→ G dada por
 ψ (x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · · xn (7.13)
 es un isomorfismo, se dice que G es el producto directo externo de los subgru-
 pos Hi, i = 1, 2, . . . , n, y que cada Hi es un factor directo de G.
 Ejemplo 7.1. Si G1, G2, . . . , Gn son grupos, G = G1×· · ·×Gn, y para cada
 i = 1, 2, . . . , n, Gi y xi son como en (7.2) y (7.3), la aplicacion
 ψ : G1 × · · · × Gn −→ G
 definida por ψ (x1, . . . , xn) = x1 · · · xn es evidentemente un homomorfismo, y
 es un isomorfismo, pues ψ (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) . Por lo tanto, el grupo
 producto G = G1 × · · · ×Gn es el producto directo externo de los subgrupos
 G1, . . . , Gn.
 Recordando ahora la nocion de producto directo interno de subgrupos de un
 grupo G, Capıtulo 6, Nota 6.4, se tiene el siguiente teorema.
 Teorema 7.1. Sean G un grupo, H1, . . . , Hn subgrupos de G. Si G es el
 producto directo externo de H1, . . . , Hn, entonces:
 1. Hi es un subgrupo normal de G para todo i = 1, 2, . . . , n.
 2. Hi ∩Hj = {e} si i 6= j.
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 3. Si x ∈ G, existen x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn, unıvocamente determinados
 por x, tales que x = x1x2 · · · xn.
 Ademas, G es el producto directo interno de los subgrupos Hi, i = 1, 2, . . . , n.
 Demostracion. Como ψ : H1 × · · · × Hn −→ G, dada por (7.13), es un
 isomorfismo, Hi es un subgrupo normal de H1 × · · · × Hn y Hi = ψ(Hi
 ),
 se deduce que Hi es normal en G. Esto demuestra 1. Como Hi ∩ Hj =
 ψ(Hi
 )∩ ψ
 (Hj
 )= ψ
 (Hi ∩ Hj
 )= {ψ (e)} = {e} si i 6= j (pues eviden-
 temente Hi ∩ Hj = {e} si i 6= j), tambien 2. queda demostrado. Como
 ψ es sobreyectiva, dado x ∈ G existen x1, . . . , xn ∈ G, xi ∈ Hi, tales que
 ψ (x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · · xn = x, y la unicidad de x1x2 · · · xn resulta de
 la inyectividad de ψ. Esto demuestra 3. y completa, en virtud del Teorema
 6.5, la demostracion del teorema. �
 Recıprocamente,
 Teorema 7.2. Sean H1, . . . , Hn subgrupos de G y supongase que G es el
 producto directo interno de los subgrupos H1, . . . , Hn, ası que:
 1. Hi es normal en G para todo i = 1, 2, . . . , n.
 2. Hi ∩Hj = {e} si i 6= j.
 3. Si x ∈ G, existen x1, . . . , xn ∈ G, xi ∈ Hi, tales que x = x1x2 · · · xn,estando los xi determinados unıvocamente por x.
 Entonces, G es el producto directo externo de H1, . . . , Hn.
 Demostracion. El hecho de que los Hi sean normales en G y de que Hi∩Hj =
 {e} si i 6= j implica que xixj = xjxi si xi ∈ Hi, xj ∈ Hj e i 6= j (Lema 6.1).
 Por lo tanto, si xi, yi ∈ Hi, i = 1, 2, . . . , n, entonces
 (x1y1) (x2y2) . . . (xnyn) = (x1 · · · xn) (y1 · · · yn) , (7.14)
 ası que la aplicacion ψ (x1, . . . , xn) = x1 · · · xn de H1 × · · · ×Hn en G es un
 homomorfismo y, por 3, necesariamente un isomorfismo. El teorema esta de-
 mostrado. �

Page 153
                        

141
 Nota 7.1. Se deduce que sobre un grupo G las nociones de producto direc-
 to interno y de producto directo externo de un numero finito de subgrupos
 coinciden. Por tal razon, de ahora en adelante solo hablaremos de producto
 directo de subgrupos. Salvo isomorfismo, esta ultima nocion coincide ademas
 con la de grupo producto de tales subgrupos.
 Nota 7.2. Si un grupo G es el producto directo de dos subgruposM y N, es
 claro que G/M ≈ N. Sin embargo, siM es un subgrupo normal arbitrario de
 G, no necesariamente G/M es isomorfo a un subgrupo de G ni, mucho menos,
 G ≈ G/M×M. Por ejemplo, si n ∈ N, n 6= 0, 1, Zn = Z/nZ no es isomorfo a
 ningun grupo de (Z,+) . De hecho, el unico subgrupo finito de (Z,+) es {0} .
 Nota 7.3. Pueden existir, sin embargo, grupos G y subgrupos normales Hi
 de G, i = 1, 2, . . . , n, tales que Hi ∩Hj = {e} si i 6= j, que G = H1 · · ·Hn y
 que G no sea el producto directo de los Hi. Para un ejemplo, vease el Ejer-
 cicio 7.8. Observese que debe ser n ≥ 3. Vease, sin embargo, el Ejercicio 7.9.
 Recordamos ahora que si un grupo abeliano finito G tiene orden p1 · · · pm,donde los pi son primos distintos, entonces G es el producto directo de sub-
 grupos cıclicos. Por otra parte, si o (G) = pn11 · · · pnm
 m , entonces G es el
 producto directo de los subgrupos Mi, i = 1, 2, . . . ,m, donde o (Mi) = pni
 i
 (Corolarios 6.5 y 6.6).
 Demostraremos ahora el siguiente teorema, que generaliza a todo grupo abe-
 liano finito la primera de las afirmaciones anteriores.
 Teorema 7.3. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es cıclico o es
 el producto directo de subgrupos cıclicos.
 Necesitaremos el siguiente lema que constituye el resultado mas engorroso
 de todo el curso. El lector puede aceptar este resultado y omitir su demos-
 tracion, aunque puede ser un buen ejercicio comprender los detalles de la
 misma. Esta ha sido tomada de [18]. Es posible dar demostraciones mas
 elegantes si se tienen mejores conocimientos de algebra (vease [20]).
 Lema 7.1. Sean G un grupo abeliano de orden pn, donde p es un primo,
 m = max {o (c) : c ∈ G} el maximo orden posible de los elementos de G,
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 a ∈ G con o (a) = m, y H = [a] . Entonces G = H, en cuyo caso G es
 cıclico, o existe un subgrupo cıclico M de G, M 6= {e} , tal que M ∩H = {e}y que G = HM, ası que G es el producto directo de H y M.
 Demostracion. La afirmacion es cierta si n = 0, 1, pues G serıa cıclico, de
 lo cual, m = pn y G = H. Supongamos primero que existe b ∈ G, b /∈ H,
 tal que bp = e, y sean N = [b] y G = G/N. Como es claro, H ∩ N = {e}(pues si bk ∈ H, 1 ≤ k ≤ p − 1, tambien o (bk) = p, de lo cual serıa N ⊆ H
 y b ∈ H). Escribamos c = cN, para todo c ∈ G, y sea a como en el
 enunciado del lema. Veamos que o (a) = o (a) = m. Escribamos l = o (a).
 Como (a)m = am = e, es claro que l | m. Por otra parte (a)l = e, ası que
 al ∈ N ∩ H, de lo cual al = e. Entonces m | l. Se deduce que l = m y
 que a es un elemento de G de orden maximo posible. Como o(G)< o (G),
 podemos suponer inductivamente que G es cıclico y generado por a, de lo
 cual G = HN (pues si c ∈ G entonces cN = akN para algun k ∈ N, ası queca−k ∈ N, o sea, c = akbj, j ∈ N), o que G = [a]M, donde M ∩ [a] = {e} .Ahora, por el corolario 6.1, existe un subgrupo M ′ de G tal que M ′ ⊇ N y
 que M ′/N ≈M, y evidentemente H ∩M ′ = {e} (si no, y c ∈ H ∩M ′, c 6= e,
 entonces c ∈M ∩ [a] y c 6= e, pues H ≈ [a] mediante el isomorfismo c −→ c).
 Ademas G = HM ′ (pues si c ∈ G entonces c = aidj, i, j ∈ N y d ∈ M ′,
 ası que ca−id−j = bk para algun k ∈ N, de lo cual c = ai(djbk
 )∈ HM ′).
 El lema resulta entonces con M = N cuando G es cıclico y generado por
 a, o con M = M ′, en caso contrario. Supongamos ahora que no existe
 b ∈ G r H con o (b) = p. Veamos que entonces G = H. Supongase que
 G 6= H, y sean l = mın {o (c) : c ∈ GrH} y x ∈ GrH con o (x) = l. Como
 o (xp) ≤ l/p < l, necesariamente xp ∈ H, ası que xp = ai, i ∈ N. Afirmamos
 que p | i. Supongamos lo contrario y que m = pk, k ∈ N. Como m es el
 maximo orden posible de los elementos de G, si c ∈ G entonces o (c) = pj
 con j ≤ k, de lo cual o (c) | m. Ahora, como p ∤ i, ası que m ∤ im/p, entoncesaim/p 6= e. Pero esto implica que xm = (xp)m/p = (ai)
 m/p= aim/p 6= e, lo
 cual es absurdo, pues o (x) | m. Se deduce que p | i, ası que i = pj, j ∈ N, ysi b = a−jx entonces bp = a−ixp = e, lo cual es absurdo, pues, como a−j ∈ H
 mientras que x /∈ H, entonces b /∈ H y o (b) = p. Se concluye que G = H, y
 el lema queda demostrado. �
 Nota 7.4. El Lema 7.1 se expresa tambien diciendo que si G es un grupo
 abeliano de orden pn, n ≥ 0, donde p es un primo y H es un subgrupo cıclico
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 de G de maximo orden posible, entonces H = G, en cuyo caso G es cıclico,
 o H es un factor directo propio de G, ası que existe un subgrupo propio K
 de G tal que G ≈ H ×K.
 Nota 7.5. Observamos que si un grupo abeliano G es el producto directo
 de los subgrupos H1, . . . , Hn, y cada Hi es a su vez el producto directo de los
 subgrupos Hi1, . . . , Hini, entonces G es el producto directo de los subgrupos
 Hik, k = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , n. La demostracion es obvia. En vista de
 esto se tiene el siguiente corolario del Lema 7.1.
 Corolario 7.1. Si G es un grupo abeliano de orden pn, donde p es un primo
 y n ≥ 0, entonces G es cıclico o el producto directo de subgrupos cıclicos.
 Demostracion. Segun el Lema 7.1, G es cıclico (que es el caso si n = 0, 1) o
 existen un subgrupo cıclico H 6= {e} y un subgrupo M de G tales que G es
 el producto directo de H y M. Como G/H ≈ M entonces o (M) < o (G),
 ası que o (M) = pk, 0 ≤ k < n. Razonando por induccion podemos suponer
 que M es cıclico o el producto directo de subgrupos cıclicos. En vista de
 lo observado en la Nota 7.4, G mismo es cıclico o el producto directo de
 subgrupos cıclicos. �
 Podemos ahora demostrar el Teorema 7.3.
 Demostracion del Teorema 7.3. Se tiene que o (G) = pn11 · · ·pnm
 m , donde m ≥ 1
 y p1, . . . , pm son primos distintos. Ahora, si m = 1, la afirmacion resulta
 inmediatamente del corolario 7.1. Si m > 1 el Corolario 6.5 garantiza que
 G es el producto directo de subgrupos M1, . . . ,Mm, donde o (Mk) = pnk
 k ,
 k = 1, 2, . . . ,m. Como cada Mk es a su vez cıclico o el producto directo de
 subgrupos cıclicos, lo observado anteriormente tambien garantiza que G lo
 es. �
 Nota 7.6. Como lo muestra el Corolario 6.6, G puede ser al mismo tiempo
 cıclico y el producto directo de subgrupos cıclicos propios.
 El teorema 7.3 se conoce como el Teorema Estructural de los grupos abelianos
 finitos . Segun el Lema 7.1, si G es un grupo abeliano de orden pn, donde p
 es un primo y n ≥ 1 es un entero, se tiene que
 G ≈ Zpn1 × Zpn2 × · · · × Zpnm , m ≥ 1 (7.15)
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 donde 1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nm son enteros y
 pn = o (G) = o (Zpn1 ) · · · o (Zpnm ) = pn1 · · · pnm = pn1+···+nm ,
 ası que n = n1+n2+ · · ·+nm. Si n ≥ 1 y 1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nm son enteros
 tales que n = n1+n2+ · · ·+nm, m ≥ 1, se dice que la m-pla (n1, n2, . . . , nm)
 es una particion de n. Por lo tanto, para un n ≥ 1 dado, habra a lo sumo
 tantos grupos no isomorfos de orden pn como particiones distintas de n sean
 posibles. Ası, si n = 3, las posibles particiones de n son (3), (1, 2), (1, 1, 1),
 y los grupos posiblemente no isomorfos de orden p3 seran
 Zp3 , Zp × Zp2 , Zp × Zp × Zp .
 Si o (G) = p4, los posibles grupos no isomorfos seran
 Zp4 , Zp × Zp3 , Zp2 × Zp2 , Zp × Zp × Zp2 y Zp × Zp × Zp × Zp .
 Si ahora
 G ≈ G1 × · · · ×Gn (7.16)
 donde o (Gi) = pmi
 i (Corolario 6.5), y si mi es el numero de particiones
 posibles de mi, habra a lo sumo m1m2 · · ·mn grupos abelianos no isomorfos
 de orden o (G). Ası, puesto que (2) y (1,1) son las particiones de 2, y (3),
 (1,2), (1,1,1) son las de 3, habra a lo sumo 2 · 3 = 6 grupos no isomorfos de
 orden p21 · p32, p1 6= p2, los cuales son:
 Zp21 × Zp32 ,
 Zp21 × Zp2 × Zp22 ,
 Zp21 × Zp2 × Zp2 × Zp2 ,
 Zp1 × Zp1 × Zp32 ,
 Zp1 × Zp1 × Zp2 × Zp22 ,
 Zp1 × Zp1 × Zp2 × Zp2 × Zp2 .
 Teniendo ahora en cuenta que Zm × Zn ≈ Zmn si y solo si mcd(m,n) = 1
 (pues evidentemente (a, b) tiene orden a lo sumo mcm(m,n) en Zm × Zn),
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 estos se pueden dar, en su orden, en la forma
 Zp21p32 ,
 Zp21p2 × Zp22 ,
 Zp21p2 × Zp2 × Zp2 ,
 Zp1 × Zp1p32 ,
 Zp1p2 × Zp1p22 y
 Zp1p2 × Zp1p2 × Zp2 .
 Notese que Zp21p2 × Zp22 ≈ Zp21p22 × Zp2 : ambos son, de hecho, isomorfos a
 Zp21 × Zp2 × Zp22 ; a su vez,
 Zp1 ×Zp1p22 ×Zp2 ≈ Zp1 ×Zp1p2 ×Zp22 ≈ Zp1p2 ×Zp1p22 ≈ Zp1 ×Zp2 ×Zp1 ×Zp22 ;
 Zp1p2 × Zp1p2 × Zp2 ≈ Zp1 × Zp1 × Zp2 × Zp2 × Zp2 .
 Nota 7.7. Es posible demostrar que si (n1, n2, . . . , nm) y (n′1, n
 ′2, . . . , n
 ′l) son
 particiones distintas de n, los grupos Zpn1 × Zpn2 × · · · × Zpnm y
 Zpn
 ′1× Z
 pn′2× · · · × Z
 pn′lno son isomorfos, ası que el proceso anteriormente
 descrito da exactamente los grupos abelianos no isomorfos de orden m = pn
 (y, de hecho, de orden m para todo m). No demostraremos esto. El lector
 interesado puede encontrar la demostracion en [19].
 Nota 7.8. Una ultima observacion es pertinente. Si (G,+) es un grupo
 abeliano notado aditivamente y H1, . . . , Hn son subgrupos de G, es natural
 escribir H1 +H2 + · · ·+Hn en lugar de H1H2 · · ·Hn. Y si G es el producto
 directo de H1, H2, . . . , Hn, es tambien usual decir que G es la suma directa
 de H1, H2, . . . , Hn.
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 EJERCICIOS
 7.1 Si G = G1×· · ·×Gn, demuestre que (G, ·), donde (·) esta definido por
 (7.1), es en efecto un grupo, en el cual e = (e1, . . . , en) es el elemento
 neutro y (x1, . . . , xn)−1 =
 (x−11 , . . . , x−1
 n
 ). Demuestre ademas que G es
 abeliano si y solo si cada Gi, i = 1, 2, . . . , n, es abeliano.
 7.2 Demuestre que si Hi es un subgrupo de Gi, i = 1, 2, . . . , n, entonces
 H = H1 × · · · × Hn es un subgrupo de G = G1 × · · · × Gn, y que H
 es normal en G si y solo si cada Hi es normal en Gi, i = 1, 2, . . . , n.
 Demuestre a su vez que Hk definido por (7.2) es un subgrupo de G y
 que Hk es normal en G si y solo si Hk es normal en Gk.
 7.3 Demuestre que pi : G1 × · · · × Gn 7→ Gi, i = 1, 2, . . . , n, es un epi-
 morfismo, y que si G′ es un grupo y f : G′ 7→ G1 × · · · × Gn, f es un
 homomorfismo si y solo si fi = f ◦ pi es un homomorfismo para todo
 i = 1, 2, . . . , n. Verifique ademas que f = (f1, . . . , fn) como en (7.4).
 7.4 Para cada k = 1, 2, . . . , n, sea qk : Gk 7→ G = G1 × · · · × Gn dada
 por qk(xk) = xk, donde xk ∈ Gk y xk es como en (7.3). Demuestre que
 qk es un monomorfismo de Gk en G y que qk(Gk) = Gk, donde Gk es
 como en (7.2). Demuestre ademas que si G′ = G′1 × G′
 2 × · · · × G′n y
 f : G 7→ G′ es la aplicacion f = f1 × · · · × fn dada por (7.5) y (7.7)
 donde fi : Gi 7→ G′i, entonces f es un homomorfismo si y solo si cada
 fi lo es, y un isomorfismo si y solo si cada fi es un isomorfismo.
 7.5 Sean G1, . . . , Gn grupos y sean 1 < i1 < i2 < · · · < im < n tales
 que Gi 6= {e} si y solo si i = ik, k = 1, 2, . . . ,m. Demuestre que
 Gk ∩ Gj = {e} si k 6= j y que G = G1 × · · · ×Gn = Gi1 · Gi2 · · · Gim , y
 concluya que G1 × · · · ×Gn ≈ Gi1 ×Gi2 × · · · ×Gim .
 7.6 SeanG1, . . . , Gn grupos y sea σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} biyectiva.Demuestre que Gσ(i)∩ Gσ(j) = {e} si i 6= j y que G1×· · ·×Gn = Gσ(1) ·Gσ(2) ···Gσ(n), y concluya que G1×· · ·×Gn ≈ Gσ(1)×Gσ(2)×· · ·×Gσ(n).
 7.7 Establezca las Relaciones (7.10), (7.11) y (7.12).
 7.8 Sean G = Z2 × Z2, H1 = {(1, 0), (0, 0)}, H2 = {(0, 1), (0, 0)}, H3 =
 {(1, 1), (0, 0)}. Verifique que Hi ∩ Hj = {(0, 0)} si i 6= j y que H1 +
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 H2+H3 = G (Nota 7.8), pero que G no es la suma directa de H1, H2 y
 H3. Verifique, en particular, que H1 ∩ (H2 +H3) 6= {(0, 0)}. Para una
 version multiplicativa de este ejercicio, vease el Ejercicio 8.19.
 7.9 Sean (G, ·) un grupo finito, M1,M2, . . . ,Mn subgrupos normales de
 G tales que G = M1M2 · · ·Mn y que o (G) = o (M1)o (M2) · · · o (Mn).
 Demuestre queG es el producto directo deM1,M2, . . . ,Mn. ¿Es o (G) =
 o (H1)o (H2)o (H3) en el Ejercicio 7.8?
 7.10 Sean G un grupo y M un subgrupo normal de G. Demuestre que si
 G = G/M es cıclico y generado por a = aM , a ∈ G, entonces G = HM ,
 donde H =[a]. Concluya que si M ∩ H = {e} y H es normal en G
 entonces G es el producto directo de H y M , y que este es el caso si
 a ∈ Z(G) (Ejercicio 4.7) y M es de orden primo y generado por b /∈ H.
 7.11 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Supongase que
 G = G/N es el producto directo de H y M y que H esta generado
 por a = aN donde a ∈ G. Sean H =[a] y M un subgrupo de G tal
 que M ⊇ N y que M/N = M . Demuestre que M es normal en G y
 que G = HM . Demuestre ademas que si o (H) = o (H) y a ∈ Z(G)
 (Ejercicio 4.7), entonces G es el producto directo de H y M .
 7.12 Sean H1 y H2 grupos, G = H1 ×H2.
 a) Demuestre que si H1 y H2 son cıclicos finitos de ordenes respecti-
 vos m y n, entonces G es cıclico si y solo si mcd(m,n) = 1.
 b) Supongase que H1 = H2 = H y sea ∆ = {(x, x) : x ∈ H}.Demuestre que ∆ es un subgrupo de G y que ∆ ≈ H. Demuestre
 ademas que ∆ es un subgrupo normal de G si y solo si H es
 abeliano.
 7.13 Supongase que H1 y H2 son subgrupos de un grupo cıclico finito G y
 que G = H1H2. Demuestre que G es el producto directo de H1 y H2
 si y solo si mcd(o (H1), o (H2)) = 1.
 7.14 Sea G un grupo abeliano finito con o (G) = mn donde mcd(m,n) = 1.
 Sean M = {x ∈ G : xm = e}, N = {x ∈ G : xn = e}. Demuestre que
 M y N son subgrupos de G y que G es el producto directo de M y N .
 Demuestre ademas que o (M) = m, o (N) = n.
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 7.15 Sean G un grupo abeliano, H y K subgrupos de G tales que o (H) =
 m, o (K) = n son finitos. Demuestre que M = HK es un subgrupo de
 G el cual contiene un subgrupo N con o (N) =mcm(m,n). ¿Es esto
 mismo posible si G no es abeliano pero H =[a], K =[b], ab = ba y
 o (a) = m, o (b) = n? ¿Lo sera aun si G no es abeliano pero H y K
 son subgrupos abelianos de G, normales en G y tales que H ∩ K =
 {e}, o (H) = m y o (K) = n?
 7.16 Sean G un grupo infinito, M y N subgrupos normales de G tales que
 [G : M ]< ∞ y [G : N ]< ∞. Demuestre que [G : M ∩ N ]< ∞.
 (Indicacion. Sea ϕ : G → G/M × G/N el homomorfismo ϕ(x) =
 (xM, xN). Verifique que ker(ϕ) =M ∩N .)
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CAPITULO 8
 El grupo simetrico
 El grupo simetrico (Sn, ·), n ≥ 1, es el grupo obtenido al dotar el conjunto
 Sn de las aplicaciones biyectivas de {1, 2, ..., n} en sı mismo (las llamadas
 permutaciones de n objetos) de la ley de composicion (·) dada por
 σ · ρ = ρ ◦ σ (8.1)
 donde (◦) es la composicion usual de funciones. Generalmente escribiremos
 σρ en lugar de σ · ρ. Notese que el elemento neutro de (Sn, ·) es aun la
 aplicacion identica e de {1, 2, ..., n}, y si σ ∈ Sn, σ−1 es simplemente la
 aplicacion inversa de σ.
 Nota 8.1. Para muchos autores, el grupo simetrico es (Sn, ◦), es decir, pre-fieren la ley de composicion de funciones a la (8.1). Como veremos, sin
 embargo, la ley (·) tiene ligeras ventajas sobre la (◦). Observese que
 σ1σ2 · · · σn = σn ◦ σn−1 ◦ · · · ◦ σ1. (8.2)
 Si σ ∈ Sn y σ(k) = ik, 1 ≤ k ≤ n, es usual escribir
 σ =
 (1 2 3 · · · n
 i1 i2 i3 · · · in
 ). (8.3)
 149
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 Tambien,
 σ =
 (1 2 3 · · · n
 σ(1) σ (2) σ (3) · · · σ (n)
 ). (8.4)
 Una de las ventajas del producto (·) es la siguiente, que ilustramos en el caso
 n = 4. Si
 σ =
 (1 2 3 4
 4 2 3 1
 ), ρ =
 (1 2 3 4
 2 4 1 3
 ),
 para calcular σρ(3), por ejemplo, es suficiente seguir el camino directo esque-
 matizado abajo:
 1 2 3 4
 ↓4 2 3 1
 1 2 3 4
 ↓2 4 1 3
 =
 1 2 3 4
 ↓1
 .
 Entonces σρ(3) = 1. A su vez, σρ(4) se obtiene de
 1 2 3 4
 ↓4 2 3 1
 1 2 3 4
 ↓2 4 1 3
 =
 1 2 3 4
 ↓2
 .
 o sea, σρ(4) = 2. En total,
 σρ =
 (1 2 3 4
 3 4 1 2
 ).
 Para calcular σ ◦ ρ serıa necesario seguir caminos inversos. Ası, σ ◦ ρ(3) = 4
 resulta de
 1 2 3 4
 ↓4 2 3 1
 ◦
 1 2 3 4
 ↓2 4 1 3
 =
 1 2 3 4
 ↓4
 .
 En total,(
 1 2 3 4
 4 2 3 1
 )◦(
 1 2 3 4
 2 4 1 3
 )=
 (1 2 3 4
 2 1 4 3
 ).
 Los caminos inversos pueden ser incomodos cuando se desea considerar el
 producto de muchas permutaciones (y, en especial, el producto de muchos
 ciclos, como veremos mas adelante).
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 Definicion 8.1. Si σ ∈ Sn e 1 ≤ i ≤ n es tal que σ(i) 6= i, se dice que σ
 mueve a i. El conjunto de los 1 ≤ i ≤ n que son movidos por σ se denomina
 el orbital de σ.
 Por ejemplo, si
 σ =
 (1 2 3 4 5
 4 2 3 5 1
 ),
 el orbital de σ es {1, 4, 5}. Como es claro, dos permutaciones distintas pueden
 tener el mismo orbital. Ası, si σ es como arriba, entonces σ2 6= σ, pero el
 orbital de σ2 es aun {1, 4, 5}. Observese que si e ∈ Sn es la permutacion
 identica, su orbital es vacıo. Como es claro, e es la unica permutacion con
 esta propiedad.
 Definicion 8.2. Se dice que una permutacion σ de Sn es una permuta-
 cion cıclica o, simplemente, un ciclo, si existen i1, i2, ..., ip en {1, 2, ..., n},1 < p ≤ n, todos distintos, tales que
 σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, ..., σ(ip−1) = ip, σ(ip) = i1 (8.5)
 y que σ(i) = i para i /∈ {i1, i2, ..., ip}. Se dice tambien, en forma mas precisa,
 que σ es un p−ciclo cuyo orbital es {i1, i2, ..., ip}. Escribiremos
 σ = (i1, i2, ..., ip) . (8.6)
 Un 2−ciclo se denomina una transposicion.
 Ası, (1 2 3 4 5 6
 3 2 4 5 1 6
 )= (1, 3, 4, 5)
 y (1 2 3 4
 1 4 3 2
 )= (2, 4)
 son ciclos (respectivamente, un 4−ciclo y un 2−ciclo), con orbitales respec-
 tivos {1, 2, 4, 5} y {2, 4}.
 La notacion (8.6) para los ciclos abre la posibilidad de confundir estos con las
 p−plas. Esto es particularmente cierto de los 2−ciclos (transposiciones) y
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 las parejas ordenadas. Solo podemos esperar que el contexto evite cualquier
 confusion.
 Como es claro,
 (i1, i2, ..., ip) = (i2, i3, ..., ip, i1) = ... = (ip, i1, ..., ip−1) . (8.7)
 Es tambien claro que dos ciclos distintos pueden tener el mismo orbital. Si
 σ = (i1, i2, ..., ip), entonces
 σ =(i1, σ (i1) , ..., σ
 p−1 (i1))=(ik, σ (ik) , ..., σ
 p−1 (ik))
 (8.8)
 para todo 1 ≤ k ≤ p, y tambien
 σ =(σ (i1) , σ
 2 (i1) , ..., σp (i1)
 )=(σ (ik) , σ
 2 (ik) , ..., σp (ik)
 ). (8.9)
 Las formulas (8.8) y (8.9) muestran que en la descripcion de un ciclo
 σ = (i1, ..., ip), la escogencia de i1 es en realidad poco importante (cual-
 quiera de los ik servirıa igual). Sin embargo, una vez escogida i1, se tiene
 que
 σk−1 (i1) = ik, 1 ≤ k ≤ p; σp (i1) = i1. (8.10)
 Esto implica que si σ = (i1, ..., ip) , p ≥ 2, entonces
 p = mın{m > 1 : σm (i1) = i1} = mın{m > 1 : σm (ik) = ik} (8.11)
 para todo 1 ≤ k ≤ p.
 Definicion 8.3. Si σ = (i1, ..., ip) es un p−ciclo, se dice que p es la longitud
 de σ : p = l(σ). Si i =mın{i1, ..., ip}, se dice que σ es un ciclo basado en i o
 con base i.
 Nota 8.2. Notese que si σ es un ciclo, l(σ) ≥ 2. Si τ es una transposicion, es
 claro que l(τ) = 2 y que τ 2 = e, ası que τ−1 = τ . Notese, mas generalmente,
 que si σ = (i1, ..., ip) es un ciclo de longitud p, σ−1 es tambien un ciclo de
 longitud p. De hecho, σ−1 = (ip, ip−1, ..., i1). Ası, (1, 2, 3)−1 = (3, 2, 1) =
 (1, 3, 2) = (2, 1, 3).
 Observar que
 (i1, ..., ip) = (ik, ..., ip, i1, ..., ik−1) , 1 ≤ k ≤ p, (8.12)
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 es conveniente al multiplicar ciclos, pues permite seguir caminos directos.
 Ası, si σ = (1, 3) (3, 5, 4) (1, 3, 2) en S6, entonces
 (y1, 3)(
 y3, 5, 4) (1, 3, 2) , σ (1) = 5
 (1, 3) (3, 5, 4) (y2, 1, 3), σ (2) = 1
 (y3, 1) (3, 5, 4) (
 y1, 3, 2), σ (3) = 3
 (1, 3) (y4, 3, 5)(
 y3, 2, 1), σ (4) = 4
 (1, 3) (y5, 4, 3) (3, 2, 1) , σ (5) = 5
 Como σ ∈ S6, tambien σ(6) = 6. Es decir,
 (1, 3) (3, 5, 4) (1, 3, 2) =
 (1 2 3 4 5 6
 5 1 3 2 4 6
 ).
 Nota 8.3. Notese que si σ = (i1, i2, ..., ip), σ puede considerarse como un
 ciclo de Sn para todo n ≥ max{i1, ..., ip}.
 Definicion 8.4. Se dice que los ciclos σ = (i1, ..., ip) y ρ = (j1, ..., jq) son
 disyuntos si sus orbitales son disyuntos, es decir, si {i1, ..., ip} ∩ {j1, ..., jq}= ∅.
 Ası, (1, 2, 4, 5) y (3, 6, 7) son ciclos disyuntos, mientras que (1, 2, 4, 5) y (2, 6, 7)
 no lo son. Como es claro, si σ1, ..., σm son ciclos disyuntos, el orbital O de
 σ = σ1 · · · σm es O1 ∪ ... ∪ Om, donde Oi es el orbital de σi. Notese que
 Oi ∩ Oj = ∅ si i 6= j, y para cualquier permutacion ρ, decir que ρ = σ
 es equivalente a decir que el orbital O′ de ρ es O y que ρ(i) = σk(i) si
 i ∈ Ok, 1 ≤ k ≤ m.
 Nota 8.4. Sean σ ∈ Sn, n ≥ 1 y 1 ≤ i ≤ n. Si σ(i) = i, se dice usualmente
 que σ inmoviliza o estabiliza a i.
 Nota 8.5. Si σ y ρ en Sn son tales que σρ = ρσ, entonces (σρ)n = σnρn para
 todo n ∈ Z (Teorema 2.9 y Corolario 2.5). Observese tambien que si σ es
 una permutacion y n ∈ Z, σ(i) = i implica σn(i) = i. Es decir, si σn(i) 6= i,
 necesariamente σ(i) 6= i.
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 Nota 8.6. Es claro que si σ y ρ son ciclos disyuntos entonces σρ = ρσ.
 Es decir, si σ1, ..., σp son ciclos disyuntos, σ = σ1 · · · σp es independiente del
 orden en que se multiplican dichos ciclos. En particular, σ = σ2σ3 · · · σpσ1 =σpσp−1 · · · σ1, etc. Entonces, como se deduce de lo dicho en la Nota 8.5,
 σn = σn1σn2 · · · σnp , n ∈ Z. (8.13)
 El lector no debera creer, sin embargo, que toda potencia de un ciclo es a su
 vez un ciclo. Por ejemplo, (1, 2, 3, 4)2 = (1, 3) (2, 4). Notese, sin embargo,
 que (1, 2, 3, 4)3 = (1, 4, 3, 2).
 En lo que sigue, convendremos en que e, la identidad de Sn, es tambien un
 ciclo, el cual denotaremos con (1):
 e = (1) . (8.14)
 Diremos que e = (1) es un ciclo de longitud 1: l(e) = 1. Cualquier otro ciclo
 σ tiene longitud l(σ) > 1. Diremos tambien que (1) es el ciclo trivial o el
 ciclo degenerado. Cualquier otro ciclo sera no trivial. Es frecuente encontrar
 en la literatura que (1) = (2) = (3) = ... = (n). Nosotros evitaremos hacer
 uso de estas notaciones.
 El siguiente es el teorema fundamental de la teorıa de los grupos simetricos.
 Teorema 8.1. Si σ ∈ Sn y σ 6= e, existen ciclos disyuntos no triviales
 σ1, ..., σp, p ≥ 1, tales que
 σ = σ1 · · · σp. (8.15)
 En otras palabras, si σ ∈ Sn y σ 6= e, σ es un ciclo no trivial o un producto
 de ciclos disyuntos no triviales.
 Demostracion. Si n = 1, Sn = {(1)}. Si n = 2, Sn = {(1), (1, 2)}. Si n = 3,
 Sn = {(1), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2)}. Por lo tanto, la afirmacion
 del teorema es evidente si n = 1, 2, 3. Supongamos entonces n ≥ 1 arbitrario
 y sea σ ∈ Sn, σ 6= e. Sean O el orbital de σ e i1 = mınO. Debe existir k > 1
 tal que σk (i1) = i1 (por ejemplo, k = o (σ)). Sea m1 = mın{k > 1 : σk(i1) =
 i1}, y considerese el ciclo σ1 = (i1, σ (i1) , ..., σm1−1 (i1)). Es claro que σ1 es
 un ciclo basado en i1. Se dice que σ1 es el ciclo con base i1 determinado por
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 σ. Sea O1 el orbital de σ1. Es claro que si O r O1 = ∅ entonces σ = σ1.
 En caso contrario, sean i2 = mın(O r O1), m2 = mın{k > 1 : σk(i2) = i2},σ2 el ciclo basado en i2 y de longitud m2 determinado por σ, y O2 su orbital.
 Continuando de esta manera, sean ip = mın (O r (O1 ∪O2 ∪ ... ∪Op−1)),
 σp el ciclo basado en ip y de longitud mp = mın{k > 1 : σk(ip) = ip}determinado por σ, y Op su orbital. Como O es un conjunto finito, este
 proceso debe agotarlo en algun momento. Digamos O = O1 ∪ ... ∪ Op, con
 Oi 6= ∅, i = 1, 2, ..., p. Notese que los conjuntos Oi, i = 1, 2, ..., p, son dos
 a dos disyuntos, ası que los ciclos σi, i = 1, 2, ..., p, son disyuntos. Como
 ademas σ(j) = σk(j) si j ∈ Ok, es claro que
 σ = σ1 · · · σp (8.16)
 es una descomposicion de σ como producto de ciclos disyuntos.�
 El proceso descrito en la demostracion del Teorema 8.1 es algorıtmico y puede
 usarse para descomponer en ciclos disyuntos una permutacion dada. Ası,
 (1 2 3 4 5 6 7
 3 5 4 1 7 2 6
 )= (1, 3, 4) (2, 5, 7, 6) . (8.17)
 En este caso p = 2, i1 = 1, i2 = 2, m1 = 3, m2 = 4. En efecto, observese
 en primer lugar que σ(1) = 3, σ2(1) = σ(3) = 4, σ3(1) = σ2(3) = σ(4) = 1,
 ası que σ1 en la demostracion del Teorema 8.1 es σ1 = (1, 3, 4), m1 = 3
 y O1 = {1, 3, 4}. En este caso O r O1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} r {1, 3, 4} =
 {2, 5, 6, 7}, y como σ(2) = 5, σ2(2) = σ(5) = 7, σ3(2) = σ2(5) = σ(7) = 6,
 σ4(2) = σ(6) = 2, se tendra que σ2 = (2, 5, 7, 6), m2 = 4, O2 = {2, 5, 6, 7}.Como O r O1 ∪ O2 = ∅, el proceso terminara aquı y sera σ = σ1σ2. De
 manera analoga,
 (1 2 3 4 5 6 7 8 9
 3 1 2 7 4 5 6 9 8
 )= (1, 3, 2) (4, 7, 6, 5) (8, 9) (8.18)
 y (1 2 3 4 5 6 7
 7 4 5 6 1 3 2
 )= (1, 7, 2, 4, 6, 3, 5) (8.19)
 Nota 8.7. De hecho, la descomposicion (8.16) de σ en producto de ciclos
 disyuntos es, salvo tal vez por el orden de los factores, la unica posible. En
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 efecto, si σ esta dada por (8.16) con σk como en la demostracion del Teorema
 8.1, y tambien σ = ρ1...ρq, donde los ρk son ciclos disyuntos con ρk basado
 en jk, dado que el orden de los ciclos en el producto es irrelevante, podemos
 suponer que j1 < ... < jq, ası que j1 = i1, y, como σk(i1) = σk1(i1) = ρk1(i1)
 para todo k, entonces σ1 = ρ1 = (i1, σ (i1) , ..., σm1−1 (i1)), con m1 como en
 la demostracion del teorema. Esto implica que ρ = σ2...σp = ρ2...ρq, y un
 argumento inductivo permite concluir que p = q y que σi = ρi, i = 2, ..., p.
 Si σ 6= e es una permutacion en Sn y σ = σ1...σm, m ≥ 1, donde los σison ciclos disyuntos no triviales, no hay obstaculo alguno para suponer que
 l(σ1) ≤ l(σ2) ≤ ... ≤ l(σm). Como la descomposicion σ = σ1...σm es unica,
 la m−pla (l(σ1), ..., l(σm)) es un invariante (una caracterıstica inmutable) de
 σ, denominado la estructura cıclica de σ. Por ejemplo, las permutaciones en
 (8.17), (8.18) y (8.19) tienen, respectivamente, las estructuras cıclicas (3,4),
 (2,3,4) y (7). Convendremos en que la estructura cıclica de e es (1).
 Teorema 8.2. Si σ es un ciclo de Sn, el orden o (σ) de σ como elemento
 de Sn es precisamente l(σ), la longitud de σ. Ası,
 o ((i1, ..., ip)) = p. (8.20)
 Demostracion. En efecto, si σ = (i1, ..., ip) entonces σ = (i1, σ (i1) , ..., σp−1 (i1)),
 ası que σk−1(i1) = ik 6= i1, 1 < k ≤ p, y σp(i1) = i1. M as generalmente,
 σ = (ij, σ (ij) , ..., σp−1 (ij)), i ≤ j ≤ p, tambien σk−1(ij) 6= ij, 1 < k ≤ p, y
 σp(ij) = ij, j = 1, 2, ..., p. Se deduce que σp estabiliza a i1, ..., ip, y como σp
 tambien estabiliza a i /∈ {i1, ..., ip}, entonces σp = e. Finalmente, como p es
 mınimo tal que σp(i1) = i1, necesariamente p = o (σ). �
 Teorema 8.3. Si σ ∈ Sn y σ = σ1 · · · σp, donde los σi son ciclos disyuntos
 no triviales, entonces
 o (σ) = mcm (o (σ1), ..., o (σp)) = mcm (l(σ1), ..., l(σp)) , (8.21)
 donde mcm(a1, ..., ap), ai ∈ Z, ai 6= 0, es el mınimo comun multiplo de
 a1, ..., ap.
 Demostracion. Seanmi = o (σi) ym =mcm(m1, ...,mp). Notese quemi > 1,
 i = 1, 2, ..., p. Como mi | m para todo i = 1, 2, ..., p, entonces σmi = e pa-
 ra todo i = 1, 2, ..., p, y como σm = σm1 · · · σmp (pues σiσj = σjσi, donde
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 1 ≤ i, j ≤ p), entonces σm = e. Se concluye que o (σ) | m. Por otra par-
 te, si l = o (σ), entonces σl = σl1 · · · σlp = e. Esto implica que σli = e,
 i = 1, 2, ..., p. En efecto, si fuera σli 6= e para algun i, y σli(k) 6= k, necesaria-
 mente σi(k) 6= k, de lo cual σj(k) = k y tambien σlj(k) = k para j 6= i. Pero
 entonces σl(k) = σli(ρ(k)) donde ρ es el producto de las σlj, j 6= i, ası que
 σl(k) = σli(k) 6= k (ya que, evidentemente, ρ(k) = k). Esto es absurdo, pues
 σl = e, e implica quemi | l, i = 1, 2, ..., p. Entoncesm | l, y asım = l = o (σ).
 �
 El Teorema 8.3 suministra entonces una aplicacion util de la descomposicion
 en ciclos disyuntos para determinar el orden de una permutacion.
 Ejemplo 8.1. Las permutaciones en (8.17), (8.18) y (8.19) tienen ordenes
 respectivos 12, 12, 7. Ademas,
 o
 ((1 2 3 4 5 6
 2 1 4 3 6 5
 ))= 2.
 Definicion 8.6. Si (G, ·) es un grupo, H es un subgrupo de G y A es un
 subconjunto no vacıo de H tal que todo elemento de H es el producto de
 un numero finito de elementos de A ∪ A−1, donde A−1 = {a−1 : a ∈ A}, sedice que A es un sistema de generadores de H y que H es el subgrupo de G
 generado por A. Se escribe H =[A]. Si H = G, se dice que A es un sistema
 de generadores de G y que G esta generado por A: G =[A].
 Nota 8.8. Como se verifica inmediatamente, [A] es simplemente la inter-
 seccion de todos los subgrupos de G que contienen a A.
 Como toda permutacion de Sn es un ciclo o un producto de ciclos, y los
 inversos de ciclos son a su vez ciclos, se tiene del Teorema 8.1 que el conjunto
 de los ciclos de Sn es un sistema de generadores de Sn. Aunque muy util,
 el conjunto de los ciclos de Sn es un sistema muy grande de generadores. En
 lo que sigue, daremos sistemas de generadores mas pequenos.
 Teorema 8.4. El conjunto de todas las transposiciones (i, j), 1 ≤ i < j ≤ n,
 es un sistema de generadores de Sn con(n2
 )= n(n−1)
 2elementos.
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 Demostracion. Es suficiente demostrar que todo ciclo (i1, ..., ip) es un pro-
 ducto de transposiciones. Esto es facil, pues evidentemente
 (i1, ..., ip) = (i1, i2) (i1, i3) ... (i1, ip) . (8.22)
 Como en Sn hay tantas transposiciones como subconjuntos de dos elementos
 en {1, 2, ..., n}, este numero es(n2
 )(Ejercicio 1.76). �
 Nota 8.9. El conjunto de todas las transposiciones de Sn, aunque frecuen-
 temente conveniente, es aun un sistema muy grande de generadores de Sn.Conviniendo en que (i, j) = e si i = j, la relacion
 (i1, ..., ip) = (1, i1) (1, i2) ... (1, ip) (1, i1) (8.23)
 muestra que el conjunto {(1, j) : 1 < j ≤ n} es un sistema de generadores de
 Sn con solo n − 1 elementos. De hecho, para cada i = 1, 2, ..., n, {(i, j)|1 ≤j ≤ n} es un sistema de generadores de Sn con n− 1 elementos, y 8.23 vale
 con i en lugar de 1.
 La observacion anterior da una descomposicion en transposiciones la cual
 es, en general, distinta de la descomposicion (8.22). Es decir, la factoriza-
 cion en transposiciones no es necesariamente unica. Ası, en S4, (2, 3, 4) =
 (3, 4, 2) = (4, 2, 3), de lo cual (2, 3, 4) = (2, 3)(2, 4) = (1, 2)(1, 3)(1, 4)(1, 2) =
 (3, 4)(2, 3) = (2, 4)(3, 4), etc. Mas aun, se tiene el resultado siguiente, tam-
 bien frecuentemente util.
 Teorema 8.5. El conjunto {(1, 2), (2, 3), (3, 4), ..., (n− 1, n)} es tambien un
 sistema de generadores de Sn con n− 1 elementos.
 Demostracion. Es suficiente observar que si 1 < m ≤ n entonces
 (1,m) = (1, 2) (2, 3) ... (m− 1,m) (m− 2,m− 1) ... (2, 3) (1, 2) , (8.24)
 y usar la relacion (8.23).�
 Nota 8.10. La descomposicion de una permutacion σ obtenida a partir de
 (8.24) involucra en general un gran numero de permutaciones. Es, por lo
 tanto, de mas valor teorico que practico. De acuerdo con todo lo anterior,
 para obtener una descomposicion en transposiciones de una permutacion lo
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 mas conveniente es obtener primero su descomposicion en ciclos disyuntos
 y luego recurrir a una cualquiera de las Relaciones (8.22), (8.23) u (8.24),
 segun lo que se quiera o sea mas conveniente. Ası,
 (1 2 3 4 5 6 7
 3 5 4 1 7 2 6
 )= (1, 3, 4) (2, 5, 7, 6)
 = (1, 3) (1, 4) (2, 5) (2, 7) (2, 6)
 = (1, 3) (1, 4) (1, 2) (1, 5) (1, 7) (1, 6) (1, 2) .
 Notese tambien que
 (1, 3, 4) = (4, 1, 3) = (4, 1)(4, 3) y (2, 5, 7, 6) = (5, 7)(5, 6)(5, 2), etc.
 A su vez,
 (1 2 3 4
 4 1 3 2
 )= (1, 4, 2) = (1, 4) (1, 2)
 = (1, 2) (2, 3) (3, 4) (2, 3) (1, 2) (1, 2)
 = (1, 2) (2, 3) (3, 4) (2, 3) .
 La descomposicion en transposiciones no es, en general, una descomposicion
 en ciclos disyuntos. Observamos tambien que si σ = (i, j) es una transposi-
 cion, considerada como una funcion de {1, ..., n} en sı mismo, σ esta caracte-
 rizada por σ(k) = (i, j)(k) = k si k 6= i, j, mientras que σ(i) = (i, j)(i) = j y
 σ(j) = (i, j)(j) = i. Esta observacion es importante en la demostracion del
 siguiente teorema.
 Teorema 8.6. Si (i, j) es una transposicion, entonces
 (σ(i), σ(j)) = σ ◦ (i, j) ◦ σ−1 = σ−1(i, j)σ (8.25)
 cualquiera que sea la permutacion σ.
 Demostracion. Verifiquemos que (i, j) = σ−1 ◦ (σ(i), σ(j)) ◦ σ. Ahora, si
 k 6= i, j, entonces (σ(i), σ(j)) (σ(k)) = σ(k), pues σ(k) 6= σ(i), σ(j). En-
 tonces σ−1 (σ(i), σ(j)) (σ(k)) = σ−1 (σ(k)) = k y, como es claro, tambien
 (i, j)(k) = k. Por otra parte, si k = i entonces σ−1 ((σ(i), σ(j)) (σ(i))) =
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 σ−1 (σ(j)) = j, y tambien (i, j)(i) = j. La verificacion para k = j es seme-
 jante. �
 Corolario 8.1. Si (i1, i2, ..., ip) es un ciclo, entonces
 σ ◦ (i1, ..., ip) ◦ σ−1 = (σ(i1), ..., σ(ip)) = σ−1(i1, ..., ip)σ (8.26)
 cualquiera que sea la permutacion σ.
 Demostracion. En efecto, σ−1(i1, ..., ip)σ = σ−1((i1, i2)(i1, i3)...(i1, ip)σ =
 (σ−1(i1, i2)σ)(σ−1(i1, i3)σ)... (σ
 −1(i1, ip)σ) = (σ(i1), σ(i2))(σ(i1), σ(i3))...
 (σ(i1), σ(ip)) = (σ(i1), σ(i2), ..., σ(ip)). �
 Nota 8.11. Las Relaciones (8.25) y (8.26) son de gran importancia en la
 teorıa del grupo (Sn, ·). Se deduce que dados dos ciclos (i1, ..., ip) y (j1, ..., jp)
 de la misma longitud, existe una permutacion σ tal que
 (j1, ..., jp) = σ−1 (i1, ..., ip) σ. (8.27)
 De hecho, (8.27) es valida para cualquier permutacion σ tal que σ(i1) = j1,
 σ(i2) = j2, ..., σ(ip) = jp. Notese que, como (j1, ..., jp) = (j2, ..., jp, j1) =
 (j3, ..., jp, j1, j2) = ... = (jp, j1, ..., jp−1), esto da lugar, al menos, a p permu-
 taciones distintas. Lo anterior se expresa diciendo que, en Sn, dos ciclos de
 la misma longitud son siempre conjugados . Mas aun:
 Teorema 8.7. En Sn, dos permutaciones σ y ρ con la misma estructura
 cıclica son conjugadas. Es decir, existe τ ∈ Sn tal que
 ρ = τ−1στ. (8.28)
 Demostracion. Si σ es un ciclo, tambien lo es ρ, y de la misma longitud. La
 afirmacion resulta entonces de lo dicho en la Nota 8.11. Supongase entonces
 que σ = σ1σ2 · · · σm, ρ = ρ1ρ2 · · · ρm, donde m > 1 y σ1, ..., σm y ρ1, . . . , ρmson ciclos disyuntos, σk = (ik1, ..., ikpk), ρk = (jk1, ..., jkpk). La disyuncion
 de los ciclos asegura la existencia de τ ∈ Sn tal que τ(ikh) = jkh, k =
 1, 2, ...,m, 1 ≤ h ≤ pk, ası que ρk = τ−1σkτ, k = 1, 2, ...,m. Entonces,
 ρ = τ−1σ1σ2 · · · σmτ = (τ−1σ1τ) · · · (τ−1σmτ) = ρ1 · · · ρm, y la afirmacion
 queda demostrada. �
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 El Teorema 8.7 anterior es de vital importancia en la teorıa del grupo simetri-
 co.
 Ejemplo 8.2. Las siguientes permutaciones ρ = (3, 5, 7)(8, 9)(2, 4, 10, 12) y
 τ =(2,4,8)(6,7)(3,5,9,11) de S12 tienen la misma estructura cıclica. Si, por
 ejemplo,
 σ =
 (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 1 3 2 5 4 10 8 6 7 9 12 11
 ),
 entonces σ−1ρσ = τ .
 Nota 8.12. Si σ y ρ son permutaciones conjugadas en Sn entonces σ y ρ
 tienen la misma estructura cıclica. En efecto, si ρ = τ−1στ , la afirmacion
 es clara si σ = (i1, ..., ip) es un p−ciclo, pues sera ρ = (τ(i1), ..., τ(ip)), el
 cual es tambien un p−ciclo; y si σ = σ1 · · · σn, n ≥ 2, donde los σi son
 ciclos disyuntos no triviales, entonces ρ = ρ1 · · · ρn donde ρi = τ−1σiτ, i =
 1, 2, ..., n, ρi es un ciclo de la misma longitud de σi, y los σi son disyuntos. Por
 otra parte, si τ y σ tienen la misma estructura cıclica (l1, ..., lm), de lo dicho
 en la Nota 8.11 se deduce que habra al menos l = l1l2 · · · lm permutaciones τ
 tales que τ−1στ = ρ. Por ejemplo,
 σ =
 (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 12 9 8 11 2 10 4 7 6 3 1 5
 )
 tambien hara el trabajo del Ejemplo 8.2.
 Para terminar la discusion sobre los generadores de Sn, daremos un resultado
 que suministra un sistema minimal de generadores.
 Teorema 8.8. Si τ = (1, 2) y σ = (1, 2, ..., n), {τ, σ} es un sistema de
 generadores de Sn, n ≥ 2.
 Demostracion. Sea σ = (1, 2, ..., n). Como es claro, si 0 ≤ k ≤ n− 2, σk(1) =
 k + 1, σk(2) = k + 2, ası que
 (k + 1, k + 2) = σ−k(1, 2)σk =(σk(1), σk(2)
 ), (8.29)
 donde σ−k =(σk)−1
 = (σ−1)k. Como {(1, 2), ..., (n− 1, n)} es un sistema de
 generadores de Sn, toda permutacion de Sn es tambien un producto apropia-
 do de las permutaciones τ, σ y σ−1. �
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 Nota 8.13. Observese, por ejemplo, que, en S4, y con σ = (1, 2, 3, 4), se
 tiene que
 (1, 4) = (1, 2)(2, 3)(3, 4)(2, 3)(1, 2)
 = (1, 2)σ−1(1, 2)σσ−2(1, 2)σ−2σ−1(1, 2)σ(1, 2)
 = (1, 2)σ−1(1, 2)σ−1(1, 2)σ(1, 2)σ(1, 2)
 = (1, 2)(4, 3, 2, 1)(1, 2)(4, 3, 2, 1)(1, 2)(1, 2, 3, 4)(1, 2)(1, 2, 3, 4)(1, 2),
 lo cual da una expresion de (1, 4) en terminos de (1, 2), (1, 2, 3, 4) y
 (1, 2, 3, 4)−1 = (4, 3, 2, 1). Observese tambien que (2, 3) = (1, 4, 3, 2)(1, 2)(1, 2, 3, 4);
 (3, 4) = (1, 4, 3, 2)2(1, 2)(1, 2, 3, 4)2 = (1, 3)(2, 4)(1, 2)(1, 3)(2, 4);
 (1, 3) = (1, 2)(2, 3)(1, 2) = (1, 2)(1, 4, 3, 2)(1, 2)(1, 2, 3, 4)(1, 2), etc.
 El siguiente resultado sera util en lo que sigue.
 Teorema 8.9. Si n ≥ 3, el centro Z(Sn) de Sn se reduce a {e}, dondee ∈ Sn es la permutacion identica.
 Demostracion. Sea σ ∈ Z(Sn), ası que σ−1ρσ = ρ cualquiera que sea ρ ∈ Sn.Si fuera σ 6= e, existirıa 1 ≤ i ≤ n tal que j = σ(i) 6= i y, como n ≥ 3, tambien
 existirıa k 6= i, j. Pero entonces σ−1(i, k)σ = (σ(i), σ(k)) = (j, σ(k)) 6= (i, k),
 lo cual es absurdo. �
 Nota 8.14. Para n = 1, 2, Z(Sn) = Sn.
 Nota 8.15. Observese que para que σ ∈ Z(Sn) es necesario y suficien-
 te que σ−1τσ = τ para toda transposicion τ . En efecto, si ρ ∈ Sn en-
 tonces ρ = τ1 · · · τm donde las τi son transposiciones, y entonces σ−1ρσ =
 (σ−1τ1σ)(σ−1τ2σ) · · · (σ−1τmσ) = τ1 · · · τm = ρ.
 Definicion 8.7. Para una permutacion σ ∈ Sn, definimos
 E(σ) =∏
 1≤i<j≤n
 σ(i)− σ(j)
 i− j(8.30)
 El numero E(σ) se denomina el signo de σ en Sn.
 Para el significado de la notacion en (8.30), vease la Seccion 1.6 del Capıtulo
 1.
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 Como σ(i) = 1, 2, ..., n si i = 1, 2, ..., n y σ(i) 6= σ(j) si i < j, entonces
 E(σ) =∏
 i<j (σ(i)− σ(j))∏i<j (i− j)
 = ±1,
 ya que el producto en el numerador incluye, salvo tal vez por el signo, los
 mismos(n2
 )factores que el del denominador (puede ser que σ(i) > σ(j)
 para i < j). Ası, es evidente que E(e) = 1, mientras que si σ = (1, 2)
 entonces E(σ) = −1. Esto ultimo resulta simplemente de observar que las
 posibles parejas (i, j) con i < j son (1, 2), para la cual (σ(i)− σ(j)) / (i− j)
 = (2− 1) / (1− 2) = −1; las (1, j) con 2 < j ≤ n, para las cuales
 σ(i)− σ(j)
 i− j=σ(1)− σ(j)
 1− j=
 2− j
 1− j> 0;
 las (2, j) con 2 < j ≤ n, en cuyo caso
 σ(i)− σ(j)
 i− j=σ(2)− σ(j)
 2− j=
 1− j
 2− j> 0;
 y las (i, j) con i > 2, para las que (σ(i)− σ(j)) / (i− j) = (i− j) / (i− j) =
 1. Ası, solo (σ(1)− σ(2)) / (1− 2) = −1 < 0. Notese que E(e) y E(1, 2) sonindependientes de n.
 Teorema 8.10. La aplicacion E : Sn 7→ {−1, 1}, con E(σ) dado por (8.30),
 es un homomorfismo de Sn en el grupo multiplicativo {−1, 1}, y un epimor-
 fismo si n ≥ 2.
 Demostracion. En efecto, si σ, ρ ∈ Sn y τ = σρ, entonces
 E(τ) =∏
 i<j
 τ(i)− τ(j)
 i− j=∏
 i<j
 ρ (σ(i))− ρ (σ(j))
 i− j
 =∏
 i<j
 ρ (σ(i))− ρ (σ(j))
 σ(i)− σ(j)· σ(i)− σ(j)
 i− j
 =∏
 i<j
 ρ (σ(i))− ρ (σ(j))
 σ(i)− σ(j)·∏
 i<j
 σ(i)− σ(j)
 i− j
 =∏
 i<j
 ρ(i)− ρ(j)
 i− j·∏
 i<j
 σ(i)− σ(j)
 i− j.
 La ultima igualdad resulta de observar que σ(i) 6= σ(j) si i < j, y de
 ρ (σ(i))− ρ (σ(j))
 σ(i)− σ(j)=ρ (σ(j))− ρ (σ(i))
 σ(j)− σ(i).
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 Entonces E(τ) = E(ρ)E(σ) = E(σ)E(ρ) y E es ası un homomorfismo. Como
 E(e) = 1 mientras que E(1, 2) = −1 si n ≥ 2, E es un epimorfismo en este
 caso. �
 Corolario 8.2. Si ρ ∈ Sn, n ≥ 2, es cualquier transposicion, entonces
 E(ρ) = −1.
 Demostracion. Hemos visto que E(τ) = −1 si τ = (1, 2). Sean ρ = (i, j) y
 σ una permutaci on de Sn tal que σ(1) = i, σ(2) = j. Entonces σ−1τσ = ρ,
 de lo cual E(ρ) = E(σ−1)E(τ)E(σ) = E(σ−1)E(σ)E(τ) = E(σ−1σ)E(τ) =
 E(e)(−1) = −1. �
 Como hemos visto, una permutacion puede admitir muchas factorizaciones
 distintas como producto de transposiciones. Sin embargo:
 Corolario 8.3. En cualquier factorizacion en transposiciones de una per-
 mutacion dada σ de Sn, el numero de estas es siempre par o siempre impar.
 Este numero es par si E(σ) = 1, e impar si E(σ) = −1.
 Demostracion. Si σ = σ1 · · · σm, donde las σi son transposiciones, entonces
 E(σ) = E(σ1)E(σ2) · · · E(σm) = (−1)m. Como E(σ) = 1 o E(σ) = −1, pero
 no ambos, m sera siempre par o siempre impar. �
 Corolario 8.4. Si σ es un ciclo de Sn de longitud p,
 E(σ) = (−1)p−1 (8.31)
 Por lo tanto, E(σ) = 1 si y solo si p es impar.
 Demostracion. Si σ = (i1, ..., ip), entonces, de (8.22), σ es el producto de las
 (p− 1) transposiciones (i1, ik), k = 2, ..., p. �
 Nota 8.16. Observese que si σ es un ciclo, E(σ) es independiente de n en
 tanto σ ∈ Sn. A traves de su descomposicion en ciclos, podemos considerar
 que una permutacion σ ∈ Sm tambien pertenece a Sn para todo n ≥ m. De
 hecho, σ se identifica con la permutacion σ de Sn dada por σ(i) = σ(i), 1 ≤i ≤ m, y por σ(i) = i, si m < i ≤ n. Como es claro σ y σ tienen la misma
 descomposicion en ciclos disyuntos, ası que E(σ) = E(σ). Es decir, E(σ) es
 tambien independiente de n en tanto σ ∈ Sn.
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 Definicion 8.8. El nucleo ker(E) del homomorfismo E : Sn 7→ {−1, 1} se
 denomina el grupo alternante de n objetos y se denota con An.
 Entonces An = {σ ∈ Sn : E(σ) = 1}, ası que σ ∈ An si y solo si es el producto
 de un numero par de transposiciones. Como ademas A1 = S1 = {(1)},mientras que (Teorema 6.2) Sn/An ≈ {−1, 1} para n ≥ 2, se deduce que
 o (An) =1
 2n!, n ≥ 2. (8.32)
 Notese que si n ≥ 3, todo 3−ciclo (ciclo de longitud 3) (i, j, k) = (i, j)(i, k)
 pertenece a An (si n = 1, 2, no hay, de hecho, 3− ciclos). Mas aun:
 Teorema 8.11. Los 3−ciclos forman, para n ≥ 3, un sistema de generado-
 res de An.
 Demostracion. Es suficiente demostrar que el producto de dos transposicio-
 nes es, a su vez, un 3−ciclo o un producto de 3−ciclos. Ahora, si i, j, h, k
 son todos distintos, entonces
 (i, j)(h, k) = (i, j, h)(h, i, k), (8.33)
 y si i, j, k son distintos
 (i, j)(i, k) = (i, j, k). (8.34)
 Finalmente
 (i, j)2 = (1, 2, 3)3.
 Esto demuestra el teorema. �
 Como consecuencia de lo dicho en la Nota 8.11 o de lo establecido en el
 Teorema 8.7, se deduce que dos 3−ciclos de Sn son siempre conjugados. Por
 lo tanto:
 Corolario 8.5. Si un subgrupo normal H de Sn contiene un 3−ciclo en-
 tonces H contiene a todo 3−ciclo y An ⊆ H. Si H es un subgrupo propio
 de Sn, necesariamente H = An.
 Demostracion. Si ρ es un 3−ciclo en H, cualquier otro 3−ciclo σ se escribe
 en la forma σ = τ−1ρτ donde τ ∈ Sn. Como H es normal, tambien σ ∈ H.
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 Como An esta generado por los 3−ciclos, An ⊆ H. Finalmente, si H 6= Snentonces [Sn : H]≥ 2. Pero An ⊆ H. Entonces [Sn : H]≤[Sn : An]= 2. Se
 concluye que [Sn : H]= 2, de lo cual, H = An. �
 De hecho, si n ≥ 5, se puede decir mucho mas.
 Teorema 8.12. Si n ≥ 5 y H es un subgrupo normal propio de Sn, nece-sariamente H = An.
 Demostracion. Es suficiente demostrar que H contiene un 3−ciclo. Sea
 σ ∈ H, σ 6= e. Como Z(Sn) = {e} entonces σ /∈ Z(Sn), y debera existir
 una transposicion τ ∈ Sn tal que σ−1τσ 6= τ (Nota 8.15). Sea τ1 = σ−1τσ.
 Tambien τ1 es una transposicion y τ1τ = σ−1(τστ) = σ−1(τ−1στ) ∈ H, ya
 que σ−1 ∈ H y τ−1στ ∈ H, pues σ ∈ H y H es normal.
 Ahora, si τ1 = (i, j) y τ = (i, k), donde i, j, k son distintos, entonces
 (i, j, k) = τ1τ ∈ H, y la afirmacion queda demostrada en este caso. Su-
 pongamos entonces τ1 = (i, j), τ = (h, k), donde i, j, h, k son distintos, y
 sea 1 ≤ l ≤ n, l distinto de i, j, h, k (el cual existe pues n ≥ 5). Cla-
 ramente (i, l)τ1τ(i, l)−1 = (i, l)(i, j)(h, k)(i, l) = (l, j)(h, k) ∈ H y, como
 (i, j)(h, k)(l, j)(h, k) = (i, l, j), tambien (i, l, j) ∈ H. En virtud del Corolario
 8.5, esto demuestra el teorema. �
 Para n ≥ 5 se tiene el siguiente resultado.
 Teorema 8.13. Si n ≥ 5 y σ, ρ son 3−ciclos en Sn, existe τ ∈ An tal que
 ρ = τ−1στ . Es decir, σ y ρ, que son conjugados en Sn, son aun conjugados
 en An.
 Demostracion. Supongase que σ = (i1, i2, i3) y sean i4 6= i5 y distintos de
 i1, i2, i3. Como es claro, (i4, i5)(i1, i2, i3)(i4, i5) = (i1, i2, i3). Sea τ0 ∈ Sn tal
 que ρ = τ−10 στ0. Si τ0 ∈ An, no hay nada que demostrar. Si τ0 /∈ An, sea
 τ = (i4, i5)τ0. Entonces τ ∈ An y τ−1στ = τ−10 (i4, i5)σ(i4, i5)τ0 = τ−1
 0 στ0 =
 ρ, y la afirmacion es valida tambien en este caso. �
 Nota 8.17. Sean n = 3, 4 y σ ∈ Sn. Como
 (1, 3, 2) = σ−1(1, 2, 3)σ = (σ(1), σ(2), σ(3))
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 implica que σ es una de las transposiciones(1, 2), (2, 3) o (1, 3), se deduce que
 (1, 2, 3) y (1, 3, 2) no son conjugados en An, n = 3, 4.
 Corolario 8.6. Si un subgrupo normal H de An, n ≥ 5, contiene un 3−ciclo, necesariamente H = An.
 Demostracion. En efecto, el Teorema 8.13 asegura que H contiene a todo
 3−ciclo, de lo cual An ⊆ H. �
 Definicion 8.9. Si un grupo G no tiene subgrupos normales propios, se dice
 que G es un grupo simple.
 Ası, todo grupo de orden primo es necesariamente simple. Como A1 = A2 =
 {(1)} y A3 tiene orden 3, An es simple para n = 1, 2, 3. El grupo A4 no es
 simple. En efecto o (A4) = 12 y, como se verifica inmediatamente,
 V = {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}
 es un subgrupo de A4 (hagase una tabla), el cual es normal en S4, y por
 ende en A4, pues si 1 ≤ i1, i2, i3, i4 ≤ 4 son todos distintos, y σ ∈ S4, en-
 tonces σ(i1), σ(i2), σ(i3) y σ(i4) tambien son distintos y σ−1(i1, i2)(i3, i4)σ =
 (σ−1(i1, i2)σ) (σ−1(i3, i4)σ) = (σ(i1), σ(i2))(σ(i3), σ(i4)), ası que σ
 −1V σ =
 V . El grupo V se conoce como el 4 grupo de Klein. Como se verifica facil-
 mente, V ≈ Z2 × Z2.
 En lo que sigue, demostraremos que An es simple para n ≥ 5. La demostra-
 cion, aunque no es difıcil, es algo larga y delicada. Observese antes que si G
 es un grupo y H es un subgrupo de G,
 N(H) = {a ∈ G : aHa−1 = H} (8.35)
 es evidentemente un subgrupo de G, denominado el normalizador de H
 (vease, al respecto, el Capıtulo 9). Como es claro, H es un subgrupo normal
 de N(H). Mas aun, si H ′ es un subgrupo de G y H es un subgrupo normal
 de H ′, entonces H ′ es un subgrupo de N(H). Ası, H es normal en G si y
 solo si N(H) = G.
 Lema 8.1. Si n ≥ 5 y n!/2 no es un cuadrado perfecto, An es simple.
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 Demostracion. Supongase que An no es simple y que M sea un subgrupo
 normal propio de An con el mınimo orden posible. Si fuera N(M) = Sn,M serıa normal en Sn, y el Teorema 8.12 asegurarıa que M = An, lo cual
 es absurdo. Como An ⊆ N(M) (pues M es normal en An), necesariamente
 [Sn : N(M)]= 2, y entonces N(M) = An. Ahora, si σ = (1, 2) entonces
 σ /∈ An = N(M), de lo cual, N = σMσ−1 6= M . Sin embargo, como
 σ−1Anσ = An, N es aun un subgrupo de An, evidentemente normal, con
 o (N) = o (M). Se deduce que MN y M ∩ N son subgrupos normales de
 An. Como N 6= M , necesariamente M ∩ N 6= M , y como el orden de
 M como subgrupo normal de An es mınimo posible, seran M ∩ N = {e}y o (MN) = o (M)2. Pero si H = MN entonces An ⊆ N(H), y como
 (1, 2) ∈ N(H), debera ser N(H) = Sn, lo cual, segun el Teorema 8.12,
 implica que H = An y o (An) = o (M)2. Esto es absurdo, y garantiza que
 An es simple. �
 Como n!/2 no es un cuadrado perfecto si n = 5, 6, 7 (5!/2 = 60, 6!/2 =
 360, 7!/2 = 2520), se deduce que si An no es simple, n 6= 4, necesariamente
 n > 7.
 Nota 8.18. De hecho, si n > 2, n!/2 nunca es un cuadrado perfecto, pero
 esto no es facil de demostrar, y no podremos hacer uso de este resultado.
 Entonces, deberemos demostrar aun que:
 Teorema 8.14 Si n > 7, An es un grupo simple.
 La demostracion requiere el siguiente lema.
 Lema 8.2 Si n ≥ 4, Z(An) = {e}.
 Demostracion. Sean σ ∈ An, σ 6= e, e i, j tales que j = σ(i) 6= i. Si
 σ(j) = i y h 6= i, j, entonces σ−1(i, j, h)σ = (σ(i), σ(j), σ(h)) = (j, i, σ(h)) 6=(i, j, h), y σ /∈ Z(An). Si σ(j) 6= i, sean h, k tales que i, j, h, k sean distintos.
 Entonces σ−1(i, j)(h, k)σ = (σ(i), σ(j)) (σ(h), σ(k)) = (j, σ(j)) (σ(h), σ(k))
 6= (i, j) (h, k), pues los ciclos que aparecen en los productos son disyuntos y
 (j, σ(j)) 6= (j, i). Entonces, tampoco σ ∈ Z(An) en este caso. �
 Demostracion del Teorema 8.14 . Supongase que An no es simple, y sea H
 un subgrupo normal propio de An. Sea σ ∈ H, σ 6= e. Como Z(An) =
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 {e}, debe existir un 3−ciclo τ ∈ An tal que σ−1τσ 6= τ . Claramente e 6=ρ = σ−1(τστ−1) ∈ H (pues σ−1, τστ−1 ∈ H). Pero ρ = (σ−1τσ) τ−1, y
 tanto σ−1τσ como τ−1 son 3−ciclos (no necesariamente disyuntos). Digamos
 σ−1τσ = (i1, i2, i3) y τ−1 = (i4, i5, i6). Notese que si p =#{i1, ..., i6} entonces
 p ≥ 4 (de otra manera p = 3, y el producto de (i1, i2, i3) por (i4, i5, i6) serıa la
 identidad o un 3−ciclo, lo cual, en virtud del Corolario 8.6, es absurdo, pues
 e 6= ρ ∈ H). Sean i7 6= i1, ..., i6, el cual existe pues n > 7, y N el subgrupo
 de An de las permutaciones pares que dejan fijo a todo i 6= i1, ..., i7. Como
 5 ≤ m = p + 1 ≤ 7 y N es isomorfo a Am, N es un subgrupo simple de
 An, y como e 6= ρ ∈ H ∩ N , entonces H ∩ N = N y N ⊆ H. Pero, como
 (i1, i2, i3) ∈ N , necesariamente (Corolario 8.6) H = An, lo cual es absurdo.
 Entonces, An es simple. �
 Los grupos An, n 6= 4, son entonces una familia infinita de grupos finitos
 simples. Existen algunas otras familias infinitas de grupos finitos simples
 (entre ellas, los grupos de orden primo) y 26 grupos finitos simples no ubi-
 cables dentro de ninguna de tales familias. Los grupos finitos simples son,
 en cierta forma, los pilares sobre los cuales se construyen todos los grupos
 finitos, de lo cual su importancia, que justifica el enorme esfuerzo realizado
 para su clasificacion, la cual se completo en la decada de 1970 a 1980: un
 trabajo descomunal que comprende mas de diez mil paginas impresas y que
 representa uno de los grandes logros de la matematica del Siglo XX. La sim-
 plicidad de An para n ≥ 5 esta tambien relacionada con la resolubilidad de
 las ecuaciones polinomicas de grado ≥ 5, y es por lo tanto importante en la
 teorıa de los cuerpos y, en especial, en la teorıa de Galois.
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 EJERCICIOS
 8.1 En cada uno de los casos siguientes calcule la factorizacion en ciclos
 disyuntos de σ, su estructura cıclica, su orden y E(σ).
 a) σ =
 (1 2 3 4 5
 4 5 1 3 2
 )
 b) σ =
 (1 2 3 4 5 6
 3 4 1 2 6 5
 )
 c) (1, 2, 3, 5, 7)(2, 4, 7, 6)
 d) (1, 2, 3)−1 (3, 5, 7, 9) (1, 2, 3)
 e) (1, 2)(1, 3)(1, 4)
 f ) Demuestre que si σ ∈ Sn y (l1, ..., lm) es su estructura cıclica,
 entonces E(σ) = (−1)l1+l2+...+lm−m.
 8.2 Exprese cada una de las siguientes permutaciones, si es posible, como
 producto de 3−ciclos.
 a)
 (1 2 3 4 5
 3 4 1 5 2
 )
 b)
 (1 2 3 4 5 6
 4 5 2 6 3 1
 )
 c)
 (1 2 3 4 5 6 7
 7 5 4 3 2 1 6
 )
 d) (1, 3) (1, 5) (2, 4) (6, 7)
 8.3 Verifique que no es posible que exista σ ∈ Sn, n ≥ 7, tal que
 σ−1(1, 2, 3)σ = (1, 2, 4)(5, 6, 7). Demuestre, mas generalmente, que si
 ρ es un ciclo de Sn, no es posible que existan dos ciclos disyuntos no
 triviales τ1, τ2 y σ ∈ Sn, tales que σ−1ρσ = τ1τ2.
 8.4 Sea p ≤ n un numero primo. Demuestre que los unicos elementos
 de orden p de Sn son los p−ciclos o los productos finitos de p−ciclos
 disyuntos.
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 8.5 Demuestre que si 1 ≤ k ≤ n, el numero de k−ciclos de Sn esn!
 k (n− k)!.
 8.6 Explique por que si n ≥ 4 y σ, σ 6= e, debe existir un 3−ciclo τ tal que
 σ−1τσ 6= τ.
 8.7 Demuestre que si p es primo, p ∤ k y σ es un p− ciclo, entonces o (σk) = p
 y σk es un p−ciclo. Concluya que si 1≤k < p entonces σk es un p−ciclo.
 8.8 Demuestre que si n es impar, An esta generado por los n−ciclos. (In-
 dicacion. Demuestre que si H es el subgrupo de An generado por los
 n−ciclos, H 6={e} y es normal en Sn.)
 8.9 Demuestre, mas generalmente, que si 3≤p≤n y p es impar, los p−ciclos
 generan An.
 8.10 Sea n≥3. Demuestre que cualesquiera que sean 1≤i1, ..., in≤n, el n−ciclo
 (i1, i2, ..., in) y la transposicion (i1, i2) generan a Sn. Demuestre ademas
 que si n es primo, cualquier n−ciclo y cualquier transposicion generan
 a Sn. (Indicacion. Si n es primo y σ es un n−ciclo, dados 1≤i 6=j≤n,existe 1≤k≤n tal que σk (i) = j y σk es aun un n−ciclo). ¿Es esto
 ultimo cierto si n es arbitrario?
 8.11 Demuestre que si un subgrupoH de Sn contiene una permutacion impar
 entonces o (H) es par y la mitad de los elementos de H son permuta-
 ciones impares. (Indicacion. Demuestre que H/H ∩An ≈ HAn/An =
 Sn/An).
 8.12 Demuestre que si m < n, Sm y Am son respectivamente isomorfos a
 subgrupos de Sn y An. Demuestre ademas que
 V = {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}
 es un subgrupo de An para todo n≥4, el cual es normal en An si y solo
 si n = 4.
 8.13 Sean σ ∈ Sn un n−ciclo, 1 ≤ k < n, m = mcd(n, k). Demuestre que
 σk tiene orden n/m. Supongase que σk = ρ1 · · · ρp, p ≥ 1, donde los pison ciclos disyuntos no triviales. Demuestre que o (ρi) = n/m = l(ρi),
 y concluya que p = m. Es decir, σk es el producto de m−ciclos de
 longitud n/m (cada uno).
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 8.14 Sea σ una permutacion de Sn. Demuestre que
 C(σ) :={ρ : ρ−1σρ = σ
 }
 es un subgrupo de Sn y que la aplicacion
 ψσ : Sn/C(σ) −→ CL(σ) := {τ−1στ : τ ∈ Sn}
 dada por ψσ(τC(σ)) = τ−1στ es biyectiva. Concluya que
 o (C(σ)) · #(CL(σ)) = n!. Se dice que C(σ) es el centralizador de
 σ y que CL(σ) es la clase de los conjugados de σ.
 8.15 Sea σ un n−ciclo de Sn. Demuestre que C(σ) (Ejercicio 8.14) es el
 subgrupo generado por σ y que #(CL(σ)) = (n − 1)!. (Indicacion.
 Verifique primero las afirmaciones para n = 3, por calculo directo.)
 8.16 Sea σ un ciclo de longitud m de Sn, donde m ≤ n. Demuestre que
 (Ejercicio 8.14) o (C(σ)) = m(n−m)! y que #(CL(σ)) = (m− 1)!(nm
 ).
 8.17 Sea σ ∈ Sn cuya estructura cıclica es (l1, ..., lm) con l1 < l2 < · · · < lmy l1 + l2 + · · · + lm = n. Demuestre que si ρ ∈ Sn tiene la misma
 estructura cıclica de σ, existen l = l1l2 · · · lm permutaciones τ en Sntales que τ−1στ = ρ. Concluya que o (C(σ)) = l. ¿Que se puede decir
 si l < n?
 8.18 Considere el grupo cuatro de Klein V y sean H1 = {(1), (1, 2)(3, 4)},H2 = {(1), (1, 3)(2, 4)}, H3 = {(1), (1, 4)(2, 3)}. Verifique que H1, H2
 y H3 son subgrupos normales de V , el cual es a su vez normal en A4,
 pero que ninguno de H1, H2 o H3 es normal en A4.
 8.19 Sean V yH1, H2 yH3 como en el Ejercicio 8.18. Verifique queHi∩Hj =
 {(1)} si i 6= j y que V=H1 ·H2 ·H3, pero que V no es el producto directo
 de H1, H2 y H3. Compruebe, en particular, que H1 ∩ (H2H3) 6= {(1)}
 *8.20 Supongase que σ ∈ Sn tiene la estructura cıclica (l1, ..., lm) donde l1 =
 l2 = · · · = lm = l y ml = n. Demuestre que o (C(σ)) = lmm!.
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CAPITULO 9
 Grupos de operadores
 Como lo mencionamos en el Capıtulo 5, Nota 5.4 (Teorema de Cayley), todo
 grupo es en esencia un grupo G de transformaciones (permutaciones) de un
 conjunto X, es decir, de funciones biyectivas de X en sı mismo, las cuales
 se pueden interpretar como “operadores” sobre X : se puede considerar en
 efecto que tales aplicaciones “actuan naturalmente” sobre los elementos de
 X mediante la “operacion” G × X −→ X dada por (f, x) 7−→ f (x) , para
 producir nuevos elementos de X. Esta nocion de “operatividad” se puede
 generalizar a cualquier grupo G, lo cual tiene, como veremos, ciertas ventajas
 e importantes consecuencias. La presentacion que sigue esta inspirada en
 [11].
 Definicion 9.1. Se dice que un grupo (G, ·) opera o actua sobre un conjunto
 X, si existe una aplicacion (∗) ,
 (∗) : G×X −→ X
 (a, x) 7−→ a ∗ x,
 tal que:
 (i) Si e es el elemento neutro de G, e ∗ x = x para todo x ∈ X.
 (ii) Cualesquiera que sean a, b ∈ G y x ∈ X, a ∗ (b ∗ x) = (ab) ∗ x.
 175
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 Se dice entonces que (∗) es la operacion o la accion de G sobre X y que G y
 sus elementos operan o actuan sobre X mediante (∗) . Se dice tambien que
 G es un grupo de operadores sobre X y que (∗) es una ley de composicion
 externa sobre X con operadores en G
 Nota 9.1. La accion sobre X de un grupo G de transformaciones de X
 mediante (f, x) 7−→ f (x) es una accion en el sentido de la Definicion 9.1. De
 hecho, toda accion es en cierta forma de este tipo, pues si G opera sobre X
 y para cada a ∈ G, Ψa : X −→ X es la aplicacion Ψa (x) = a ∗ x, entoncesΨa es biyectiva con Ψ−1
 a = Ψa−1 y Ψa ◦ Ψb = Ψab, ası que G = {Ψa : a ∈ G}es un grupo de transformaciones de X cuyo elemento neutro, la aplicacion
 identica de X, es Ψe, y el cual replica, mediante su “accion natural” sobre
 X, la accion de G sobre este conjunto. Sin embargo, puede suceder que la
 aplicacion Ψ : G −→ G dada por Ψ (a) = Ψa, la cual es un epimorfismo
 de G sobre G, no sea un isomorfismo (Ejemplo 9.4 con G abeliano o con
 Z (G) 6= {e}), de tal manera que no se puede considerar que G y G sean
 grupos identicos. Esta es una de las razones para definir directamente la
 accion de G sobre X.
 Definicion 9.2. Si G opera sobre X mediante (∗) , el conjunto
 O (x) = {a ∗ x : a ∈ G} , x ∈ X, (9.1)
 se denomina la orbita de x. A su vez, el conjunto
 E (x) = {a ∈ G : a ∗ x = x} , x ∈ X, (9.2)
 se conoce como el estabilizador de x. Cuando O (x) = X para todo x ∈ X,
 se dice que G opera transitivamente sobre X. (Si X 6= ∅, esto es equivalente
 a decir que O (x) = X para algun x ∈ X.)
 Nota 9.2. Como es claro O (x) ⊆ X, y es el recorrido que efectua x en X
 cuando los diferentes elementos de G operan o actuan sobre el. A su vez,
 E (x) es el subconjunto de G de los elementos que al actuar sobre x lo dejan
 invariante. Como es claro,
 O (x) = {Ψa (x) : a ∈ G} , (9.3)
 donde Ψa (x) = a ∗ x (Nota 9.1), mientras que
 E (x) = {a ∈ G : Ψa (x) = x} , (9.4)
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 ası que E (x) es el conjunto de los a ∈ G para los cuales x es “punto fijo” de
 Ψa. Es evidente que G opera transitivamente sobre cada orbita O (x) , por
 esta razon es frecuente referirse a las orbitas como las clases de transitividad
 (o aun como las clases de intransitividad).
 Teorema 9.1. Si G actua sobre X, E (x) es, para todo x ∈ X, un subgrupo
 de G. Ademas, la aplicacion
 Ψx : G/E (x) −→ O (x)
 dada por
 Ψx (aE (x)) = a ∗ xesta bien definida y es biyectiva.
 Demostracion. Como e ∗ x = x, es claro que e ∈ E (x) para todo x ∈ X.
 Por otra parte, si a, b ∈ E (x) entonces (ab) ∗ x = a ∗ (b ∗ x) = a ∗ x = x,
 y tambien ab ∈ E (x) . Finalmente, si a ∈ E (x) entonces x = e ∗ x =
 a−1 ∗ (a ∗ x) = a−1 ∗ x, ası que a−1 ∈ E (x) . Para establecer la ultima
 afirmacion hay que demostrar que si a, b ∈ G entonces aE (x) = bE (x) si
 y solo si a ∗ x = b ∗ x, pero esto es obvio, pues ambas afirmaciones son
 equivalentes a b−1a ∈ E (x) .�
 Ahora, como e ∗ x = x para todo x ∈ X, se tiene que x ∈ O (x) , ası que
 O (x) 6= ∅ y
 X =⋃
 x∈XO (x) . (9.5)
 Demostraremos que {O (x) : x ∈ X} es una particion de X, o sea, queO (x)∩O (y) = ∅ si O (x) 6= O (y) . Esto es parte del siguiente teorema.
 Teorema 9.2. Si G opera sobre X, las afirmaciones siguientes son equiva-
 lentes para x, y ∈ X :
 1. x ∈ O (y) .
 2. y ∈ O (x) .
 3. O (x) = O (y) .
 4. O (x) ∩ O (y) 6= ∅.
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 Demostracion. Decir que x ∈ O (y) es equivalente a decir que x = a ∗ y para
 algun a ∈ G, lo cual equivale a que y = a−1 ∗x, o sea, a que y ∈ O (x) . Esto
 demuestra que 1. y 2. son equivalentes. Demostremos que 2. implica 3. En
 primer lugar O (x) ⊆ O (y) , pues si z ∈ O (x) entonces z = b ∗ x, b ∈ G, y,
 como x = a ∗ y, para algun a ∈ G, entonces z = (ba) ∗ y, ası que z ∈ O (y) .
 Teniendo ahora en cuenta que y = a−1∗x, se demuestra, de la misma manera,
 que O (y) ⊆ O (x) . Para ver que 3. implica 4., observese simplemente que
 si O (x) = O (y) entonces x ∈ O (y) , ası que x ∈ O (x) ∩ O (y) . Veamos
 finalmente que 4. implica 1. Pero esto es obvio, pues si z ∈ O (x) ∩ O (y)
 entonces z = a ∗ x = b ∗ y, a, b ∈ G, de lo cual x = (a−1b) ∗ y ∈ O (y) .�
 Se deduce que O (x) = O (y) si y solo si O (x) ⊆ O (y) . Ademas:
 Corolario 9.1. Si X es finito y C ⊆ X tiene con cada orbita un unico
 elemento en comun, entonces C es finito, [G : E (x)] es finito para todo x ∈X, y
 #(X) =∑
 x∈C#(O (x)) =
 ∑
 x∈C[G : E (x)] , (9.6)
 donde #(A) denota el numero de elementos del conjunto A.
 Demostracion. Que [G : E (x)] es finito resulta del Teorema 9.1, del cual
 resulta ademas que # (O (x)) = [G : E (x)] .�
 Definicion 9.3. La relacion (9.6) se conoce como la ecuacion orbital o la
 ecuacion de clases de la accion de G sobre X.
 Definicion 9.4. Si G opera sobre X, el conjunto de los elementos de G que
 dejan estable a todo elemento de X se denomina el estabilizador de X y se
 denota con E (X) . Ası,
 E (X) =⋂
 x∈XE (x) . (9.7)
 A su vez,
 Z (X) = {x ∈ X : a ∗ x = x para todo a ∈ G} (9.8)
 se denomina el subconjunto estable de X y, a veces, el centro de X.
 Nota 9.3. Evidentemente E (X) es un subgrupo normal de G, nucleo del
 epimorfismo Ψ : G −→ G descrito en la Nota 9.1. Entonces G/E (X) ≈ G,
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 y Ψ es un isomorfismo si y solo si E (X) = {e} , en cuyo caso la accion de
 G puede reemplazarse por la de G.
 Definicion 9.5. Si G opera sobre X de tal manera que E (X) = {e} , sedice que G opera fielmente sobre X.
 Teorema 9.3. Si G actua sobre X, las afirmaciones siguientes para x ∈ X
 son equivalentes:
 1. x ∈ Z (X) .
 2. O (x) = {x} .
 3. E (x) = G.
 Si ademas C es un subconjunto de X que tiene en comun con cada orbita de
 X un unico elemento, entonces Z (X) ⊆ C.
 Demostracion. Resulta inmediatamente de (9.8). �
 Corolario 9.2. Si G opera sobre X y X es finito, la ecuacion (9.6) puede
 escribirse en la forma
 #(X) = # (Z (X)) +∑
 x∈C′
 [G : E (x)] , (9.9)
 donde C ′ = C r Z (X) y C tiene con cada orbita un unico elemento en
 comun.
 Nota 9.4. Si G opera sobre X por (a, x) −→ a ∗ x, a ∈ G, x ∈ X, y
 H es un subgrupo de G, tambien H opera de manera natural sobre X por
 (a, x) −→ a∗x, a ∈ H, x ∈ X, accion que se conoce como la accion de H sobre
 X inducida por la accion de G. Si OH (x) y EH (x) denotan respectivamente
 la orbita y el estabilizador de x ∈ X bajo la accion de H inducida por
 la accion de G, es claro que OH (x) ⊆ O (x) y que EH (x) = E (x) ∩ H.
 Por otra parte, H�EH (x) = H�E (x) ∩ H se corresponde biyectivamente
 con OH (x) mediante la aplicacion Ψx : H�EH (x) −→ OH (x) dada por
 Ψx (aEH (x)) = a ∗ x, a ∈ H. Notese tambien que ZH (X) , el centro de X
 para la accion inducida de H sobre X, contiene a Z (X) : Z (X) ⊆ ZH (X) .
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 Sin embargo, en general, ZH (X) 6= Z (X) . Ası, si H = {e} , ZH (X) = X,
 pero solo raramente Z (X) = X cuando G 6= {e} (vease, al respecto, el
 Ejemplo 9.1, mas adelante). Para la accion de H sobre X, la ecuacion de
 clases toma, cuando X es finito, la forma
 # (X) =∑
 x∈CH
 [H : E (x) ∩H] = # (ZH (X))+∑
 x∈C′H
 [H : E (x) ∩H] , (9.10)
 donde CH ⊆ X tiene con cada orbita OH (x) un unico elemento en comun y
 donde C ′H = CH r ZH (X) .
 Examinaremos ahora varios ejemplos notables de grupos de operadores.
 Ejemplo 9.1. Si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera
 sobre X = G mediante la ley
 (∗) : H ×G −→ G
 (a, x) 7−→ a ∗ x = ax
 En este caso O (x) = Hx = {ax : a ∈ H} , es la clase lateral derecha de H
 en x, y E (x) = {e} , pues si ax = x para algun x ∈ G, necesariamente a = e.
 La ecuacion de clases toma, cuando G es finito, la forma obvia
 # (G) = [G : H] · o (H), (9.11)
 pues si C tiene con cada orbita un unico elemento en comun entonces # (C) =
 [G : H] , y # (O (x)) = # (Hx) = o (H) para todo x ∈ G. Para esta accion
 Z (X) = G si H = {e} y Z (X) = ∅ si H 6= {e} , mientras que E (X) = {e} ,ası que H opera fielmente sobre G (Definicion 9.5)
 Ejemplo 9.2. Sean G un grupo y S el conjunto de los subgrupos de G.
 Entonces G opera sobre S por conjugacion, es decir, mediante la accion
 (∗) : G× S −→ S(a,H) 7−→ a ∗H = aHa−1.
 En este caso E (H) se denota con N (H) y se denomina el normalizador de
 H en G. Notese que N (H) = {a ∈ G : aHa−1 = H} es un subgrupo de G,
 y es claro que H es un subgrupo normal de N (H) (pues aHa−1 = H para
 todo a ∈ N (H)). Evidentemente H es normal en G si y solo si N (H) = G.
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 Si H es un subgrupo de G y a ∈ G, se dice que aHa−1 es un conjugado de
 H, y entonces O (H) es la clase de conjugacion de H en G y se denota con
 CL (H) . Como es claro CL (H) = {H} si y solo si H es normal en G, ası que
 Z (S) es la clase de los subgrupos normales de G. Si G es finito entonces
 # (S) =∑
 H∈C#(CL (H)) (9.12)
 donde C tiene con cada clase CL (H) un unico elemento en comun, y, como
 # (CL (H)) = [G : N (H)] , entonces
 # (S) =∑
 H∈C[G : N (H)] = # (Z (S)) +
 ∑
 H∈C′
 [G : N (H)] (9.13)
 donde C ′ = C r Z (S) .
 Ejemplo 9.3. Mas frecuentemente que sobre la clase S de todos los sub-
 grupos de G, se considera la accion de G sobre subclases propias S0 de S.Las clases deben ser tales que aHa−1 ∈ S0 si H ∈ S0 y a ∈ G (por ejemplo,
 subgrupos de un orden dado). En este caso Z (S0) = Z (S)∩S0 es la clase de
 los subgrupos normales de G en S0, y si G es finito, C es como en el Ejemplo
 9.2, y C0 = C ∩ S0, entonces
 # (S0) =∑
 H∈C0
 [G : N (H)] = # (Z (S0)) +∑
 H∈C′0
 [G : N (H)] (9.14)
 donde C ′0 = C0 r Z (S0) . Si K es un subgrupo de G, tambien K opera
 sobre S0 mediante la accion inducida por la accion de G, y es evidente que
 EK (H) = NK (H) = K ∩ N (H) para todo H ∈ S0. La Ecuacion (9.14) es
 aun valida sustituyendo en todas partes a G porK, a N (H) por N (H)∩K, aC0 por una clase que tenga con cada orbita CLK (H) = {aHa−1 : a ∈ K} un
 unico elemento en comun, y a Z (S0) por ZK (S0) = {H ∈ S0 : aHa−1 = H
 para todo a ∈ K}. Como es claro Z (S0) ⊆ ZK (S0) , pero en general, son
 diferentes.
 Ejemplo 9.4. Si (G, ·) es un grupo, G opera sobre sı mismo por conjugacion,
 es decir, por medio de la accion
 (∗) : G×G −→ G
 (a, x) 7−→ a ∗ x = axa−1.
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 En este caso E (x) se denota con C (x) y se denomina el centralizador de x
 en G. Como es claro, C (x) y es un subgrupo de G. A su vez, O (x) se
 denota con CL (x) y se denomina la clase de conjugacion de x o la clase de
 los conjugados de x en G (si a, x ∈ G, se dice que axa−1 es un conjugado de x
 en G): CL (x) = {axa−1 : a ∈ G}. Como es claro, # (CL (x)) = [G : C (x)] .
 Ademas, en este caso
 E (G) = Z (G) =⋂
 x∈GC (x) , (9.15)
 y el centro Z (G) de G es ası un subgrupo normal de G. Ademas, (Z (G) , ·)es obviamente un grupo abeliano y G es abeliano si y solo si G = Z (G). Si
 C tiene un unico elemento en comun con cada clase de cojugacion CL (x) ,
 x ∈ G, y G es finito, entonces
 o (G) =∑
 x∈C[G : C (x)] = o (Z (G)) +
 ∑
 x∈C′
 [G : C (x)] (9.16)
 donde C ′ = C r Z (G) . Notese que, dado que CL (x) = {x} para todo
 x ∈ Z (G) , se tiene que Z (G) ⊆ C. Por otra parte, si H es un subgrupo
 de G y H opera sobre G por conjugacion, es decir, por medio de la accion
 inducida por la anterior accion de G, entonces EH (x) se denota con CH (x) ,
 y es claro que CH (x) = C (x) ∩H. Si G es finito se tiene entonces que
 o (G) =∑
 x∈CH
 [H : H ∩ C (x)] = o (ZH (G)) +∑
 x∈C′H
 [H : H ∩ C (x)] (9.17)
 donde ZH (G) = {x ∈ G : axa−1 = x para todo a ∈ H} es el centro de G
 para tal accion, CH tiene con cada clase de conjugacion
 OH (x) = CLH (x) ={axa−1 : a ∈ H
 }, x ∈ G,
 un unico elemento en comun, y C ′H = CH rZH (G) . Observese ademas que
 OH (x) ⊆ O (x) para todo x ∈ G y que Z (G) ⊆ ZH (G) , pero, en general,
 ZH (G) 6= H ∩ Z (G) .
 Ejemplo 9.5. Si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo de G, G opera sobre
 el conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de H mediante
 (∗) : G×G/H −→ G/H
 (a, bH) 7−→ a ∗ (bH) = (ab)H.
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 En este caso
 E (bH) = bHb−1 (9.18)
 y
 O (bH) = G/H, (9.19)
 para todo b ∈ G, pues dado c ∈ G siempre existe a ∈ G tal que ab = c,
 ası que G opera transitivamente sobre G/H (Definicion 9.2). Como es claro,
 G/bHb−1 esta en correspondencia biyectiva con G/H mediante la aplicacion
 ϕ (a (bHb−1)) = (ab)H. Ademas
 E (G/H) =⋂
 b∈GbHb−1 (9.20)
 es un subgrupo normal de G contenido en H, Z (G/H) = {G} si H = G, y
 Z (G/H) = ∅ (9.21)
 si H 6= G. La correspondiente ecuacion orbital se reduce a
 # (G/H) = [G : H] . (9.22)
 La teorıa de los grupos de operadores es util en diversos campos, incluyendo
 temas tan diversos como las ecuaciones diferenciales no lineales y los siste-
 mas dinamicos. Los espacios homogeneos de un grupo, conjuntos sobre los
 que este actua fiel y transitivamente, son importantes en la teorıa de los gru-
 pos topologicos y, en especial, en la de los grupos de Lie; y los espacios afines,
 espacios homogeneos del grupo aditivo de un espacio vectorial, constituyen el
 marco natural de muchas ideas geometricas. En el proximo capıtulo exami-
 naremos algunas aplicaciones de los grupos de operadores a la teorıa misma
 de los grupos.
 EJERCICIOS
 9.1 Con respecto al Ejemplo 9.1, verifique en detalle que a ∗ x = ax define
 bien una accion de H sobre G, que O (x) = Hx y que E (x) = {e} .
 9.2 Con respecto a la Nota 9.4, demuestre que en efecto EH (x) = E (x)∩Hy que ϕx es biyectiva para todo x ∈ X. De ejemplos en los cuales
 OH (x) 6= O (x) para algun x ∈ X y ZH (X) 6= Z (X) ∩H.
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 9.3 Verifique, en el Ejemplo 9.2, que a∗H = aHa−1 es en efecto una accion
 de G sobre S, queH es un subgrupo normal de N (H) y que N (H) = G
 si y solo si H es normal en G. Demuestre tambien que O (H) = {H}es equivalente a afirmar que H es normal en G. Verifique finalmente
 que si Sn es la clase de los subgrupos de G de orden n, G actua sobre
 Sn por conjugacion (Ejemplo 9.3) y que E (H) para esta accion es aun
 N (H) para todo H ∈ Sn.
 9.4 Sean(G, ·) un grupo que opera sobre un conjunto X mediante (∗) y
 ψ : G −→ F0 (X) definida por ψ (a) = ψa, donde ψa (x) = a∗x para to-
 do x ∈ X. Demuestre que ψ estabien definida (o sea que ψa ∈ F0 (X)),
 es un homomorfismo (es decir, ψa◦ψb = ψab, a, b ∈ G) y kerψ = E (X) .
 Concluya que si X es finito con n elementos, o (G/E (X)) divide a n!.
 De un ejemplo en el cual E (X) 6= {e} , ası que ψ no es un monomor-
 fismo y G no es isomorfo a ψ (G) = {ψa : a ∈ G} = G (Nota 9.1).
 9.5 Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre G/H como
 en el Ejemplo 9.5, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
 a) H es un subgrupo normal de G.
 b) E (bH) = H para todo b ∈ G.
 c) E (G/H) = H.
 9.6 Supongase que (G, ·) es un grupo, que H es un subgrupo de G con
 n = [G : H] < ∞, y que G es infinito o que G es finito pero o (G) ∤ n!.Demuestre que existe un subgrupo normal N de G tal que N ⊆ H,
 que N 6= {e} y que [G : N ] < ∞. Demuestre ademas que [G : H]
 divide a [G : N ] , y concluya que si n = 2 entonces H es normal en G.
 (Indicacion. Considere la accion de G sobre G/H del Ejemplo 9.5 y
 use el Ejercicio 9.4).
 9.7 Demuestre que si (G, ·) opera sobre un conjunto X de tal manera que
 dados x, y ∈ X siempre existe a ∈ G tal que a ∗ x = y, entonces G
 opera transitivamente sobre X (Definicion 9.2).
 a) Demuestre que si X 6= ∅, G opera transitivamente sobre X si y
 solo si O (x) = X para algun x ∈ X, en cuyo caso O (x) = X para
 todo x ∈ X.
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 b) Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre X =
 G/H como en el Ejemplo 9.5, entonces G opera transitivamente
 sobre X.
 c) Demuestre que si G opera transitivamente sobre X 6= ∅, existenx0 ∈ X y un subgrupo H de G tales que la aplicacion ϕ (aH) =
 a ∗ x0 estabien definida y aplica biyectivamente G/H sobre X.
 ¿Que es H?.
 d) Si G,X,H son como en (c) y x ∈ X, demuestre que E (x) = bHb−1
 para algun b ∈ G.
 e) Supongase que G,X,H y ϕ son como en (c) y que G opera sobre
 G/H como en el Ejemplo 9.5. Demuestre que si ψ : G×G/H −→G × X es la aplicacion ψ (a, bH) = (a, ϕ (bH)) , entonces ψ es
 biyectiva y el diagrama
 (∗) : G×G/H −→ G/H
 ↓ ψ ↓ ϕ(∗) : G×X −→ X
 es conmutativo, ası que ϕ (a ∗ (bH)) = a ∗ ϕ (bH) . Concluya que
 toda accion transitiva sobre un conjunto no vacıo X es, en esencia,
 la accion de G sobre G/H descrita en el Ejemplo 9.5. Es decir,
 X puede identificarse con G/H para un subgrupo apropiado H
 de G, de tal manera que la accion sobre X se identifique con la
 accion sobre G/H dada en el Ejemplo 9.5.
 9.8 SeanM y N subgrupos de G. Demuestre que aun si ninguno deM o N
 es un subgrupo normal de G, la aplicacion ψ : M/M ∩N −→ MN/N
 dada por ψ (x (M ∩N)) = xN, x ∈M, estabien definida y es biyectiva.
 9.9 Se dice que un grupo G opera fielmente sobre un conjunto X (Definicion
 9.5) si G opera sobre X y E (X) = {e} . Demuestre que si G opera
 sobre X y ψ es como en el Ejercicio 9.4, G opera fielmente sobre X si
 y solo si ψ es un monomorfismo, es decir, un isomorfismo de G sobre
 ψ (G) . Concluya que si G opera fielmente sobre X y X es finito con n
 elementos, tambien G es finito y o (G) divide a n!. De un ejemplo en
 el cual X tenga n elementos, o (G) = n! y G opere fielmente sobre X.
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 9.10 Demuestre que todo subgrupo G del grupo F0 (X) de las aplicaciones
 biyectivas de X en sı mismo, opera fielmente sobre X mediante la
 operacion (f, x) −→ f (x) , f ∈ G, x ∈ X, y que F0 (X) opera fiel
 y transitivamente sobre X, ası que X es un espacio homogeneo de
 (F0 (X) , ◦) .
 9.11 Demuestre que si G opera sobre G/H como en el Ejemplo 9.5 y H no
 contiene ningun subgrupo normal N de G, N 6= {e} , entonces G opera
 fiel y transitivamente sobre G/H.
 9.12 Demuestre que si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera
 fielmente sobre G mediante (a, x) −→ ax, a ∈ H, x ∈ G. Concluya que
 H es isomorfo a un subgrupo del grupo (F0 (G) , ◦) , y que esto es cierto,
 en particular, si H = G (Teorema de Cayley). Demuestre ademas que
 H opera transitivamente sobre G si y solo si H = G. Suponga ahora
 que G es finito y que p = [G : H] es el primo mas pequeno que divide
 a o (G) . Demuestre que H es normal en G. (Indicacion. Considere la
 accion de G sobre G/H del Ejemplo 9.5.)
 9.13 Sea G = GLn (K) el grupo multiplicativo de las matrices no singulares
 de orden n × n sobre K = Q, R, C; E = Kn, el conjunto de matrices
 n× 1 sobre K (vectores columna de orden n). Demuestre que G opera
 fiel y transitivamente sobre E mediante la ley M ∗ x = Mx, M ∈ G,x ∈ E. Para x ∈ E, describa E (x) para esta accion.
 *9.14 Sean (E,+) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = Q, R,C, X un conjunto. Si (E,+) opera sobre X de tal manera que dados
 x, y ∈ X siempre existe un unico a ∈ E tal que a ∗ x = y, se dice que
 X es un espacio afın sobre E. Demuestre que si X es un espacio afın
 sobre (E,+) entonces X es un espacio homogeneo del grupo (E,+) .
 (nota. Si x, y ∈ X, es usual denotar con −→xy al unico a ∈ E tal que
 a ∗ x = y. Se dice que −→xy es el vector libre de origen x y extremo y.)
 *9.15 Sea X = Kn = {(x1, ..., xn) : xi ∈ K, i = 1, 2, ..., n} , donde K = Q,
 R, C, y sea Kn como en el Ejercicio 9.13. Defina Kn × X −→ X,
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 (a, x) −→ a ∗ x, pora1...
 an
 ∗ (x1, ..., xn) = (a1 + x1, ..., an + xn) .
 Demuestre que X es un espacio afın (Ejercicio 9.14) del grupo aditivo
 (Kn,+) , y que si x = (x1, ..., xn) , y = (y1, ..., yn) entonces
 −→xy =
 y1 − x1
 ...
 yn − xn
 .
 9.16 Sea (E,+) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = Q, R,C. Demuestre que (E,+) opera sobre X = E mediante la accion
 a ∗ x = a + x, y que para esta accion, X es un espacio afın (Ejercicio
 9.14) de (E,+) . Verifique que para esta accion, −→xy = y − x.
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CAPITULO 10
 La teorıa de Sylow
 Consideraremos en este capıtulo algunas aplicaciones de los resultados del
 Capıtulo 9. Estas aplicaciones, que conforman la llamada Teorıa de Sylow, se
 resumen en cuatro teoremas, los celebres Teoremas de Sylow, que representan
 esfuerzos por encontrar recıprocos parciales del Teorema de Lagrange en el
 caso no conmutativo y estan en los orıgenes del gran caudal de investigaciones
 que, como lo mencionamos en el Capıtulo 8, condujeron, en la decada de los
 anos setenta del pasado siglo, a la clasificacion completa de los denominados
 grupos finitos simples, los pilares sobre los que se construyen todos los grupos.
 La exposicion que sigue, basada en la teorıa de los grupos de operadores, toma
 ideas de [11], [13], [18], [19], [20] y [28].
 Definicion 10.1. Si (P, ·) es un grupo, p es un primo y o (P ) = pn, n ≥ 0
 un entero, se dice que P es un p−grupo.
 Definicion 10.2. Sean (G, ·) un grupo finito y p un numero primo. Si H
 es un subgrupo de G de orden pn, n ≥ 0 un entero, se dice que H es un
 p−subgrupo de G. Si pn es la maxima potencia de p que divide a o (G) , se
 dice que H es un p−subgrupo de Sylow de G.
 Si p ∤ o (G), el unico p-subgrupo de G es {e} , su orden es 1 = p0, y es el
 unico p−subgrupo de Sylow de G. Si p | o (G) y o (G) = mpn, donde n ≥ 1 y
 189
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 p ∤ m, los subgrupos de Sylow de G, si los hay, tendran orden pn, y cualquier
 otro p-subgrupo de G tendra orden pk, 0 ≤ k ≤ n. Como es evidente, si H
 es un p−grupo y N es un subgrupo de H, tambien N es un p−grupo.
 Nota 10.1 Observese que si p es un primo y P es un p−subgrupo de Sylow
 de G, entonces p ∤ [G : P ] . Si a ∈ G y o (a) = pk, k ≥ 1, se dice que a es un
 p−elemento de G. Si G es un p−grupo, todo elemento a ∈ G, a 6= e, es un
 p−elemento. Lo recıproco es tambien cierto y sera consecuencia del teorema
 siguiente.
 Teorema 10.1 (Primer Teorema de Sylow). Sean (G, ·) un grupo finito, p
 un primo, pn, n ≥ 0, la maxima potencia de p que divide a o (G) . Entonces
 G tiene, para todo 0 ≤ k ≤ n, un subgrupo H de orden pk.
 Demostracion. Haremos induccion sobre o (G) . La afirmacion es clara si
 o (G) = pm, m = 0, 1, los mınimos valores posibles de o (G) . Supongamos
 entonces que la afirmacion es valida para todo grupo G′ con o (G′) < o (G),
 y demostremosla para G. Escribamos la Ecuacion (9.16) en la forma
 o (G) = o (Z (G)) +∑
 a∈C′
 [G : C (a)] (10.1)
 donde C ′ = CrZ (G) y C tiene con cada clase de conjugacion CL (x) , x ∈ G,
 un unico elemento en comun. Como es claro, o (C (a)) < o (G) para todo
 a ∈ C ′, ası que si p ∤ [G : C (a)] , en cuyo caso pn | o (C (a)), C (a) tendra,
 para cada 0 ≤ k ≤ n, un subgrupo H de orden pk. Como H es un subgrupo
 de G, el teorema quedara demostrado en este caso. Supongamos entonces
 que p | [G : C (a)] para todo a ∈ C ′. Como entonces p | o (G), se tendra que
 p | o (Z (G)), y como Z (G) es abeliano, el Teorema de Cauchy (Teorema
 4.3) garantiza la existencia de a ∈ Z (G) con o (a) = p. Sea N = [a] .
 Como N ⊆ Z (G) , N es un subgrupo normal de G, y si G′ = G/N entonces
 o (G′) < o (G), y la maxima potencia de p que divide a G′ sera pn−1. Por
 la hipotesis de induccion, G′ tendra, para todo 0 ≤ k ≤ n− 1, un subgrupo
 H ′ de orden pk. Pero, por lo dicho en la Nota 6.1, existe un subgrupo H
 de G tal que N ⊆ H y que H�N ≈ H ′, ası que o (H) = pk+1. Entonces,
 G tendra subgrupos de orden pk para todo 1 ≤ k ≤ n. Esto demuestra el
 teorema. �
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 Nota 10.2. Si o (G) = mpn donde p ∤ m, puede ser que no existan subgrupos
 H de G con o (H) = m.
 De la demostracion del Teorema 10.1 se deduce el siguiente corolario.
 Corolario 10.1. Si p es un primo, (G, ·) es un p−grupo y o (G) > 1,
 entonces Z (G) 6= {e} .
 Demostracion. Considerese para G la ecuacion (10.1). Como o (C (a))
 < o (G) para todo a ∈ C ′, entonces p | ∑a∈C′
 [G : C (a)] . Como p | o (G),entonces p | o (Z (G)). �
 El corolario siguiente es el Segundo Teorema de Sylow.
 Corolario 10.2. (Segundo Teorema de Sylow) Si p es un primo y o (G) =
 pn, n ≥ 0, entonces G tiene, para todo 0 ≤ k ≤ n, un subgrupo normal de
 orden pk.
 Demostracion. Que G tiene subgrupos de orden pk, para todo 0 ≤ k ≤ n,
 es consecuencia del Teorema 10.1. Aquı demostraremos que tales subgrupos
 pueden tomarse normales (cuando G es un p−grupo). Procederemos por
 induccion sobre n. La afirmacion es clara si n = 0, 1. Supongase entonces
 que n > 1 y que o (Z (G)) = pm. Entonces, por el Corolario 10.1, m ≥ 1, y
 como Z (G) es normal en G, G′ = G/Z (G) es un grupo de orden pn−m. Como
 n−m < n, G′ tendra, para todo 0 ≤ k ≤ n−m, un subgrupo normal H ′ de
 orden pk. Pero por el Corolario 6.1 y la Nota 6.1, existe un subgrupo H de
 G tal que Z (G) ⊆ H y que H/Z (G) ≈ H ′, y como H ′ es normal, tambien
 H puede tomarse normal en G. Esto demuestra que para todo m ≤ k ≤ n,
 existe un subgrupo normal H de G con o (H) = pk. Pero, como Z (G) es
 abeliano, Z (G) tendra, para todo 0 ≤ k ≤ m, un subgrupo H de orden pk,
 (Corolario 6.4) y, como H ⊆ Z (G) , H sera un subgrupo normal de G de
 orden pk, 0 ≤ k ≤ m. �
 Corolario 10.3. Si p es un primo y todo elemento a 6= e de un grupo finito
 G es un p−elemento, entonces G es un p−grupo.
 Demostracion. Si existiera un primo q, q 6= p, tal que q | o (G), G tendrıa
 un q−elemento. �
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 Para establecer el siguiente Teorema de Sylow, necesitaremos algunas obser-
 vaciones que, por faciles de demostrar, no dejan de ser curiosas, inteligentes
 e importantes.
 Lema 10.1. Sean G un grupo finito, p un primo, P un p−subgrupo de
 Sylow de G, N (P ) = {a ∈ G : aPa−1 = P} , su normalizador. Si H es un
 p−subgrupo de G y H ⊆ N (P ) , entonces H ⊆ P.
 Demostracion. Como P es evidentemente un subgrupo normal de N (P ) ,
 HP es un subgrupo de N (P ) (y, de G), y HP/P ≈ H/H ∩ P, de lo cual
 o (HP ) = o (P ) · [H : H ∩ P ] . Pero evidentemente [H : H ∩ P ] es una po-
 tencia de p, ası que HP es un p−grupo. Como P ⊆ HP, necesariamente
 HP = P, y [H : H ∩ P ] = 1. Entonces H ∩ P = H, de lo cual H ⊆ P. �
 Corolario 10.4. Sean G un grupo finito, p un primo, H un p−subgrupo de
 G, P un p−subgrupo de Sylow de G. Entonces,
 N (P ) ∩H = P ∩H. (10.2)
 Demostracion. Si H ′ = N (P ) ∩H entonces H ′ es un subgrupo de H y, por
 lo tanto, un p−subgrupo de G. Como H ′ ⊆ N (P ) entonces H ′ ⊆ P, de lo
 cual H ′ = P ∩H ′ = P ∩N (P ) ∩H = P ∩H. �
 Nota 10.3. Observese que si P es un p− subgrupo de Sylow de G, todo
 conjugado aPa−1 de P tambien lo es. Del Lema 10.1 se deduce que si P es un
 p−subgrupo de Sylow de G, los unicos p−elementos a de G que normalizan
 a P, es decir, que aPa−1 = P, son los propios elementos de P.
 Sea CL (P ) el conjunto de los conjugados de P en G, CL (P ) = {aPa−1 : a ∈G}, ası que #CL (P ) = [G : N (P )] (Ejemplo 9.3). Sea H un subgrupo de G
 y considerese la accion de H sobre CL (P ) por medio de H×C (P ) −→ C (P )
 dada por (a,Q) −→ aQa−1, a ∈ H, Q ∈ CL (P ) . Sean E (Q) = NH (Q) y
 CLH (Q) = {aQa−1 : a ∈ H} el estabilizador y la orbita de Q ∈ CL (P ) para
 esta accion. Sean CLH (Q1) , ..., CLH (Ql) , Q1 = P, las diferentes orbitas
 posibles. Como evidentemente NH (Q) = N (Q) ∩H, se tiene que
 [G : N (P )] = # (CL (P )) =l∑
 k=1
 [H : H ∩N (Qk)] . (10.3)
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 Esto es consecuencia de la Ecuacion (9.6). El siguiente es el Tercer Teorema
 de Sylow.
 Teorema 10.2 (Tercer Teorema de Sylow). Sean (G, ·) un grupo finito, p
 un numero primo. Entonces
 1. Todo p−subgrupo de G esta contenido en algun p−subgrupo de Sylow
 de G.
 2. Todos los p−subgrupos de Sylow de G son conjugados.
 Demostracion. 1) Supongase que P es un p− subgrupo de Sylow de G y
 que H en (10.3) es un p−subgrupo de G. Claramente p ∤ [G : N (P )] , pues
 N (P ) ⊇ P y p ∤ [G : P ] . Por otra parte p | [H : H ∩N (Qk)] , donde los
 Qk son como en (10.3), a no ser que [H : H ∩N (Qk)] = 1. Pero, en virtud
 de lo anterior, esto ultimo debe ocurrir para algun 1 ≤ k ≤ l, de lo cual
 H ∩N (Qk) = H, o sea, H ⊆ N (Qk) , ası que H ⊆ Qk (Lema 10.1). Como
 Qk, siendo un conjugado de P, es un p−subgrupo de Sylow de G, (1) queda
 demostrado.
 2) Sean P y Q p−subgrupos de Sylow. Como Q es un p−subgrupo de G,
 existe, en virtud de la demostracion de (1) con H = Q, un conjugado P ′ de
 P tal que Q ⊆ P ′, de lo cual Q = P ′. Entonces, Q es un conjugado de P. �
 Nota 10.4. Observese que el Teorema 10.2 asegura que si S (p) es la clase
 de los p−subgrupos de Sylow de G entonces
 S (p) = CL (P ) (10.4)
 cualquiera que sea P ∈ S (p) . En otras palabras, G opera transitivamente
 sobre S (p) por conjugacion (Definicion 9.2). Notese de paso que el estabili-
 zador E (S (p)) de la accion de G sobre S (p) es
 E (S (p)) =⋂
 Q∈S(p)N (Q) =
 ⋂
 x∈GxN (P ) x−1 (10.5)
 cualquiera que sea P ∈ S (p) , y es un subgrupo normal de G. La ultima
 igualdad en (10.5) resulta de observar que que xN (P ) x−1 = N (xPx−1)
 para todo x ∈ G. Como es claro entonces, E (S (p)) = G si y solo si algun
 P ∈ S (p) es normal en G, lo cual ocurre si y solo si CL (P ) = {P} = S (p) .
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 De la conjugacion de los p−subgrupo de Sylow o de la observacion anterior
 se deducen entonces los siguientes corolarios del Teorema 10.2.
 Corolario 10.5. Si (G, ·) es un grupo finito y p es un primo, las afirma-
 ciones siguientes son equivalentes:
 1. G tiene un unico p−subgrupo de Sylow.
 2. G tiene un p−subgrupo de Sylow normal.
 Corolario 10.6. Si (G, ·) es un grupo abeliano finito, G tiene, para cada
 primo p, un unico p−subgrupo de Sylow.
 Corolario 10.7. Sea (G, ·) un grupo de orden pn11 · · · pnm
 m , donde los pi son
 primos distintos, i = 1, 2, ...,m. Supongase ademas que para cada primo p,
 G tiene un unico p−subgrupo de Sylow, y sean P1, ..., Pm los p−subgrupo de
 Sylow de G correspondientes en su orden a los primos p1, ..., pm. Entonces
 G es el producto directo de los grupos Pi, i = 1, 2, ...,m.
 Demostracion. Los Pi son normales en G y si Pi es el producto de los Pj,
 j 6= i, es claro que Pi∩Pi = {e} . Como ademas o (P1) o (P2)···o (Pm) = o (G),
 la afirmacion es clara. �
 Nota 10.5. Mas aun, bajo las hipotesis del Corolario 10.7, si 1 ≤ i1 ≤i2 ≤ ... ≤ il ≤ m, G tiene un subgrupo normal H de orden p
 ni1i1
 · · · pnil
 il, i.e.,
 H = Pi1Pi2 · · · Pil . Es posible demostrar, de hecho, que G tiene subgrupos
 normales de orden m, para todo m | o (G) (vease el Capıtulo 12).
 Finalmente tenemos
 Corolario 10.7. Si (G, ·) es un grupo de orden p2, donde p es un primo,
 entonces G es abeliano.
 La demostracion resulta inmediatamente del siguiente lema, del Corolario
 10.1 (o sea, de [G : Z (G)] = 1, p), y del hecho de que todo grupo de orden
 primo es cıclico.
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 Lema 10.2. Si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo de G tal que H ⊆Z (G) y que G/H es cıclico, entonces G es abeliano.
 Demostracion. Como es claro, H es normal en G. Supongase que G/H =
 [a] , donde a = aH, a ∈ G. Si b, c ∈ G entonces b = amh, c = anh′, donde
 m,n ∈ Z y h, h′ ∈ H. Entonces ab = am+nhh′ = ba, pues h, h′ ∈ Z (G) ,
 ası que am y an conmutan con h y h′, los cuales, a su vez, conmutan entre
 si. �
 Consideremos ahora el cuarto y ultimo Teorema de Sylow.
 Teorema 10.3 (Cuarto Teorema de Sylow). Sean (G, ·) un grupo finito, p
 un numero primo, n (p) el numero de p−subgrupos de Sylow de G. Entonces
 n (p) es un divisor de o (G) y
 n (p) ≡ 1 (mod p) . (10.6)
 Demostracion. Sea P ∈ S (p) , un p−subgrupo de Sylow de G. Como segun
 (10.4), S (p) = CL (P ) , se tiene que n (p) = #S (p) = [G : N (P )] , ası que
 n (p) | o (G). Por otra parte, si en (10.3) tomamos H = P, obtenemos
 [G : N (P )] =l∑
 k=1
 [P : P ∩N (Qk)] (10.7)
 donde los Qk, k = 1, 2, ..., l, Q1 = P, generan las distintas orbitas de CL (P )
 bajo la accion de P. Observese que los Qk son p−grupos de Sylow. Como
 p ∤ [P : P ∩N (Qk)] si y solo si [P : P ∩N (Qk)] = 1, es decir, si y solo si
 P ∩N (Qk) = P = P ∩Qk = Qk, o sea, si y solo si k = 1, la ultima afirmacion
 resulta entonces de
 n (p) = 1 +l∑
 k=2
 [P : P ∩N (Qk)] , (10.8)
 la cual resulta, a su vez, de (10.7), y completa la demostracion. �
 Si resulta ser l = 1, la sumatoria en (10.7) debera tomarse igual a 1 y la de
 (10.8) debera tomarse nula.
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 Como una consecuencia importante del anterior teorema, tenemos el siguien-
 te corolario.
 Corolario 10.9. Si (G, ·) es un grupo finito de orden pq, donde p < q son
 primos tales que p ∤ (q − 1) , entonces G es cıclico.
 Demostracion. Como n (p) | o (G), las unicas posibilidades para n (p) son
 n (p) = 1, p, q, pq. Sea entonces P un p−subgrupo de Sylow de G. Claramen-
 te no puede ser n (p) = pq, pues p ∤ pq−1. Tampoco puede ser n (p) = p, pues
 p ∤ (p− 1) . Finalmente, como p ∤ (q − 1) , n (p) 6= q. Entonces n (p) = 1, y
 P es el unico p−subgrupo de Sylow de G, de lo cual es normal en G. Por
 otra parte, si n (q) es el numero de q−subgrupos de Sylow y Q es uno de
 ellos, n (q) = [G : N (Q)] = 1, p. Si n (q) = 1 entonces N (Q) = G y Q es
 normal en G. Por otra parte, no puede ser n (q) = p, pues deberıa tenerse
 que q | (p− 1) , lo cual es absurdo. Entonces P y Q son normales en G, de
 lo cual resulta que si P = [a] y Q = [b] entonces ab = ba, y de esto se deduce
 facilmente que o (ab) = pq. Entonces, G es cıclico. �
 Se deduce, por ejemplo, que solo hay esencialmente un grupo de orden 15:
 el grupo cıclico Z15. Lo mismo es cierto de los grupos de orden 35: solo Z35.
 Esto no vale, sin embargo, para los grupos de orden 6, pues 2| (3− 1) , y,
 como sabemos, hay al menos dos de tales grupos: el cıclico, Z6, y el grupo
 simetrico S3, el cual no es abeliano. Notese que S3 tiene, en efecto, tres
 subgrupos de Sylow de orden 2.
 Veamos algunas aplicaciones de la teorıa de Sylow en la clasificacion de los
 grupos. En lo que sigue debe tenerse en cuenta que simn 6= 0, Zm×Zn ≈ Zmnsi y solo si mcd(m,n) = 1, pues si s =mcm(m,n) , el orden de (1, 1) como
 elemento de Zm × Zn es s : o(1, 1) = s.
 Ejemplo 10.1 Si p es un primo, solo hay esencialmente dos grupos G de
 orden p2 : Zp2 y Zp × Zp. En efecto, G es abeliano (Corolario 10.5), y basta
 aplicar los resultados obtenidos en el Capıtulo 8. Notese que Zp × Zp no es
 cıclico, pues todo elemento de Zp × Zp, distinto del elemento neutro, tiene
 orden p. En particular, Z9 y Z3 ×Z3 son esencialmente los unicos grupos de
 orden 9.
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 Ejemplo 10.2. Solo hay esencialmente dos grupos G de orden 45: Z9×Z5 ≈Z45 y Z3×Z3×Z5 ≈ Z3×Z15, ambos abelianos. En efecto, si o (G) = 45, G
 tiene, dado que 3 ∤ 4, un unico subgrupo H (9) de orden 9. Tambien, puesto
 que 5 ∤ 8 y 5∤ 2, G tiene un unico subgrupo H (5) de orden 5. Como H (9)
 y H (5) son entonces normales en G, G es el producto directo de H (9) y
 H (5) , y la afirmacion resulta de lo dicho en el Ejemplo 10.1. Es tambien
 cierto que solo existen esencialmente dos grupos de orden 99: Z9×Z11 ≈ Z99
 y Z3 × Z3 × Z11 ≈ Z3 × Z33, ambos abelianos.
 Ejemplo 10.3. Solo existen esencialmente dos grupos de orden 126 que
 tengan un subgrupo normal de orden 2. Estos son Z9×Z7×Z2 y Z3×Z3×Z7×Z2 ≈ Z3×Z42, ambos abelianos. Notese, al respecto, que Z6×Z21 ≈ Z3×Z42.
 Como 2| 62, 2 | 20, 2 | 8 y 2| 6, hay varias posibilidades para grupos no
 abelianos de orden 126.
 Para terminar este capıtulo, tenemos el siguiente teorema, frecuentemente
 util.
 Teorema 10.4. Si (G, ·) es un grupo finito y H es un subgrupo de G tal que
 p = [G : H] es el mınimo primo que divide a o (G) , entonces H es normal
 en G.
 Demostracion. Considerese la accion de G sobre G/H descrita en el Ejemplo
 9.5 y sea N =⋂b∈G
 bHb−1. Como se establece en el Ejemplo 9.5, N es el
 estabilizador de G/H para esta accion. Claramente N es normal en G y N ⊆H, ası que [G : N ] ≥ p, y si [G : N ] = p, entonces N = H y H sera normal en
 G. Sea ψ : G −→ F0 (G/H) dada por ψ (a) = ψa, donde ψa (bH) = (ab)H
 para todo b ∈ G. Claramente ψ esta bien definida (es decir, ψa ∈ F0 (G/H))
 y es un homomorfismo de G en F0 (G/H) (o sea, ψ (ab) = ψab = ψa ◦ ψb =ψ (a)ψ (b)). Ademas ker (ψ) = N, y G/N sera isomorfo a un subgrupo de
 F0 (G/H) , ası que [G : N ] | p!. Pero, si fuera [G : N ] > p, existirıa un primo
 q, q | (p− 1)!, tal que q | [G : N ] , de lo cual q | o (G). Como serıa q < p,
 esto es absurdo. Entonces, [G : N ] = p. �
 EJERCICIOS
 10.1 ¿Cuantos grupos no isomorfos de ordenes 35 y 65 existen?
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 10.2 ¿Cuantos grupos posibles no isomorfos de ordenes 10 y 14 tienen sub-
 grupos normales de orden 2?
 10.3 Verifique que solo existen dos grupos esencialmente distintos (no iso-
 morfos) de orden 6: S3 y Z6.
 10.4 Sea (G, ·) un grupo de orden p2q donde p > q son primos tales que
 q ∤ p2 − 1. Demuestre que G es abeliano. ¿Que se puede decir si
 o (G) = p2q2, p > q + 1 y q ∤ p2 − 1?
 10.5 Sean G un grupo finito,H un subgrupo normal de G, p un primo y P un
 p−subgrupo de Sylow de G. Demuestre que H ∩ P es un p−subgrupo
 de Sylow de H y que HP/H es un p−subgrupo de Sylow de G/H.
 *10.6 Sea G un grupo finito tal que, para todo primo p, todo p−subgrupo de
 G es normal en G. Demuestre que para cada divisor m de o (G) existe
 un subgrupo normal H de G con o (H) = m. ¿Sera esto aun cierto
 si solo se supone que los p−subgrupos de Sylow de G son normales?
 (Resp: Sı.)
 *10.7 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p− subgrupo de Sylow de
 G. Demuestre que N (N (P )) = N (P ) . Mas generalmente, demuestre
 que si H es un subgrupo de G tal que N (P ) ⊆ H, entonces N (H) = H.
 10.8 ¿Puede dar usted ejemplo de un grupo infinito en el cual todo elemento,
 salvo el elemento neutro, tenga orden p, p un primo?
 *10.9 Sean p un primo, G un p−grupo no cıclico. Demuestre que existe un
 subgrupo normal H de G tal que G/H ≈ Zp×Zp.
 10.10 Sea G un p−grupo de orden pn, n ≥ 1 (p, primo). Demuestre que todo
 subgrupo de G de orden pn−1 es normal en G.
 10.11 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p− subgrupo de Sylow de
 G. Demuestre que si P es normal en G, existe un subgrupo H de G
 tal que G = PH. De un ejemplo que muestre que no necesariamente
 G ≈ P × H, aun si H ∩ P = {e} . Demuestre, sin embargo, que esto
 ultimo es cierto si P ⊆ Z (G)
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 10.12 Sean G un p−grupo (p, primo), P un subgrupo normal de G. Demues-
 tre, que existe un subgrupo normal H de G tal que G = PH, pero
 que no necesariamente G ≈ P ×H. (Indicacion. Considere Zp2 , p un
 primo.)
 *10.13 Sea G un grupo finito y supongase que o (G) = p1p2p3 donde p1<p2 < p3son primos. Demuestre que si G tiene un subgrupo normal de orden
 p2 entonces tiene tambien un subgrupo normal de orden p3.
 *10.14 Sean G un grupo finito, p un primo tal que p | o (G) y que ϕ (a) = ap
 es un homomorfismo de G en sı mismo. Demuestre que:
 a) G tiene un unico p−subgrupo de Sylow.
 b) Si P es el p−subgrupo de Sylow de G entonces P es normal en
 G y existe un subgrupo normal H de G tal que G es el producto
 directo de P y H.
 c) Z (G) 6= {e} .
 *10.15 Sea G un grupo de orden pqr, donde p < q < r son primos. Demuestre
 a) G tiene un unico r−subgrupo de Sylow.
 b) G tiene un subgrupo normal de orden qr.
 c) Si q ∤ (r − 1) , el q−subgrupo de Sylow de G es normal en G.
 10.16 Sean p un primo, G un grupo de orden pn, n ≥ 1. Demuestre que
 G es abeliano si y solo si o (Z (G)) ≥ pn−1, y que si o (Z (G)) ≥ pn−2
 entonces G/Z (G) es abeliano.
 10.17 Demuestre que todo grupo de orden 30 tiene un y solo un subgrupo
 normal de orden 15 y que Z30 es esencialmente el unico grupo de orden
 30 con un subgrupo normal de orden 2. Verifique, en particular, que
 S3 × Z5 no tiene subgrupos normales de orden 2.
 10.18 Demuestre que si un grupo de orden 36 no tiene subgrupos norma-
 les de orden 3 entonces tiene subgrupos normales de ordenes 9 y 18.
 (Indicacion. Ejercicio 9.6.)
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 10.19 Demuestre que si un grupo de orden 108 no tiene subgrupos norma-
 les de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de ordenes 27 y 54.
 Demuestre tambien que si un grupo de orden 54 no tiene subgrupos
 normales de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de orden 6.
 *10.20 Sean p un primo, G un p−grupo finito. Demuestre que si N 6= {e} es
 un subgrupo normal de G, entonces N ∩ Z (G) 6= {e} .
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CAPITULO 11
 Grupos del tipo (p, q) y grupos diedros
 En el presente capıtulo haremos un breve estudio del problema de la existen-
 cia y clasificacion de los grupos finitos no conmutativos, en particular sobre
 la busqueda de ejemplos concretos con los cuales comparar un grupo abs-
 tracto dado y colocarlo dentro de su clase de isomorfıa. Teniendo que ver
 con el problema de la existencia de tales ejemplos, esto tambien mostrarıa
 que muchos resultados de la teorıa de los grupos no son afirmaciones sobre
 objetos inexistentes. Analizaremos casos sencillos (y no completamente) con
 el proposito de ilustrar al lector sobre la naturaleza del problema. Nos limi-
 taremos ası a los llamados grupos del tipo (p, q) y, en particular, a los grupos
 diedros. Daremos resultados completos de existencia e isomorfıa, solamente
 en los casos cuando p = 2 y cuando p < q son primos, analogos a los dados
 para los grupos cıclicos (Capıtulos 2 - 6) y para los grupos abelianos finitos
 (Capıtulo 7).
 El problema de la existencia de grupos con propiedades especıficas se aborda
 usualmente mediante la teorıa de los llamados grupos libres (y de los sub-
 grupos y grupos cocientes de estos determinados mediante su presentacion,
 es decir a traves de sus generadores y relaciones). Otra manera de ver esta
 teorıa, bastante abstracta, es mediante la llamada teorıa de la representacion
 de los grupos, un tema relativamente avanzado de la matematica, que hace
 201
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 buen uso del algebra lineal y especialmente de la teorıa de matrices, y que
 por tal razon no podemos considerar aquı (veanse, sin embargo, los Ejercicios
 11.14 y 11.17, para una muestra de su caracter).
 En lugar de lo anterior, nosotros estableceremos dos teoremas de existencia
 de grupos, identificandolos como subgrupos de un grupo (Sn, ·) apropiado.
 Para establecer ciertas relaciones necesarias recurriremos a algunos resultados
 elementales sobre los grupos multiplicativos (Z∗n, ·), donde n es un primo y
 Z∗n = Zn r {0}, estando dado el producto por la relacion
 a · b = ab , a, b ∈ Z, (11.1)
 donde a = a+ nZ. Como a = r(a, n) + nZ, siendo r(a, n) el resto de dividir
 a por n, se tiene que Zn = {0, 1, 2, ..., n− 1} y Z∗n = {1, 2, ..., n− 1}. Recor-
 damos (Capıtulo 5) que si a, b ∈ Z, la relacion a ≡ b (modn) significa que
 a = b en Zn, es decir, que n | a − b. Por ejemplo, a ≡ r(a, n) (modn) para
 todo a ∈ Z, y a ≡ 0 (modn) si y solo si n | a.
 Demostrar que la ley de composicion ( 11.1) esta bien definida y es una ley
 de composicion interna en Zn que cuando n es primo hace del conjunto Z∗n
 un grupo abeliano, fue establecido en el Capıtulo 5, Nota 5.6. Tambien es
 claro que si p y q son primos distintos y existe 1 < r < q tal que rp = 1 en
 Z∗q, necesariamente p | q − 1. En efecto, el orden o (r) de r en Z∗
 q sera > 1
 (pues r 6= 1, ya que q ∤ r − 1), y dividira a p y a q − 1, pues Z∗q es un grupo
 y ◦(Z∗q
 )= q − 1. Esto implica que o (r) = p, de lo cual p | q − 1. Menos
 trivial es demostrar que si p | q−1, tal r existe, pero esto es consecuencia del
 Teorema de Cauchy (Teorema 4.3). Ademas, el subgrupo [r] generado por r
 en Z∗q es {rk : 0 ≤ k < p} y tiene orden p, ası que las rk, 0 ≤ k < p, son todas
 distintas y o (rk) = p. Hemos demostrado entonces el siguiente resultado.
 Lema 11.1. Si p < q son primos, p | q−1 si y solo si existe 1 < r < q tal que
 o (rk) = p en Z∗q , ası que r
 k 6≡ 1 (mod q) = rkq = rkq para k = 1, ..., p − 1,
 pero rp ≡ 1(mod q).
 Nota 11.1. Observese que, bajo las hipotesis del lema anterior, la ecua-
 cion xp = 1 tiene un conjunto completo de soluciones distintas en Z∗q (es
 decir, p soluciones distintas, las unicas posibles. Veanse, al respecto, los re-
 sultados mencionados en la Nota 5.7 y en los Ejercicios 6.13 - 6.16). De esta
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 observacion se deduce sin mas el siguiente corolario del Lema 11.1, el cual
 sera importante en la demostracion del Teorema 11.9.
 Corolario 11.1. Si p < q son primos, p | q− 1 y 1 < r, s < q son tales que
 rp ≡ 1(mod q) y sp ≡ 1 (mod q), existe 1 ≤ k < p tal que
 s ≡ rk (mod q) . (11.2)
 Demostracion. Si H es el subgrupo de (Z∗q, ·) generado por r, o (H) = p.
 Como en Z∗q solo hay p soluciones de xp = 1, necesariamente s ∈ H, ası que
 s = rk para algun 1 ≤ k < p. Esta demostrado (11.2). �
 Definicion 11.1. Sean p, q enteros, p ≥ 1, q ≥ 1. Se dice que un grupo
 (G, ·) es del tipo (p, q), si existen a, b ∈ G y 1 < r < q tales que:
 (i) o (a) = p, o (b) = q.
 (ii) ab = bra.
 (iii) Todo elemento x ∈ G se escribe de manera unica en la forma x = aibj,
 donde i, j ∈ Z, 0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q.
 Observese que q ≥ 3 y que G es no conmutativo, ası que p ≥ 2. De (iii) se
 deduce ademas que G es finito con
 o (G) = pq. (11.3)
 Si (G, ·) es como en la Definicion 11,1, se dice, mas precisamente, que (G, ·)es del tipo (p, q) y generado por (a, b).
 De la Definicion 11.1 se deduce facilmente que
 (iv) abrn
 = brn+1a, n = 0, 1, 2, ...
 (v) anb = brn
 an, n = 0, 1, 2, ...
 (vi) anbs = bsrn
 an, n ≥ 0, s ∈ Z.
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 En efecto, la afirmacion (iv) es cierta si n = 0, y para n > 0 resulta de que
 abrn
 a−1 = (aba−1)rn
 = (br)rn
 = brn+1
 . La demostracion de (v) resulta de un
 sencillo argumento por induccion basado en (iv), y la de (vi), de observar
 que anbsa−n = (anba−n)s=(br
 n)s= bsr
 n
 .
 Ademas,
 rp ≡ 1 (mod q) , mcd(r, q) = 1. (11.4)
 En efecto, de (v), apb = brp
 ap, o sea, b = brp
 . Entonces brp−1 = e, de lo cual
 q|rp− 1. Por otra parte, si fuera mcd(r, q) = d 6= 1, serıa o (br) = q/d, lo cual
 es absurdo, pues de br = aba−1 se deduce que o (br) = o (b) = q.
 Como evidentemente a−1 = ap−1, ( 11.4) y la validez de (vi) para n ≥ 0
 implican su validez para todo n ∈ Z, ası que
 (vii) anbs = bsrn
 an, bsan = anbsrn
 , n, s ∈ Z.
 Teorema 11.1. Sea (G, ·) del tipo (p, q) y generado por (a, b). Sean M = [a]
 y N = [b]. Entonces G = MN y N es un subgrupo normal de G. Ademas,
 M ∩N = {e}.
 Demostracion. Que G = MN resulta inmediatamente de (iii). Por otra
 parte, de (ii) existe 1 < r < q tal que aba−1 = br, y de (vii) resulta que
 anbsa−n = bsrn ∈ N cualesquiera que sean s, n ∈ Z. Sean entonces 0 ≤ i < p,
 0 ≤ j < q y x = aibj ∈ G. Entonces xbsx−1 = ai (bjbsb−j) a−i = aibsa−i ∈ N
 cualquiera que sea s ∈ Z, lo cual demuestra que N es normal. Finalmente,
 de o (M/M ∩N) = o (MN/N) = o (G/N) = p se deduce que o (M ∩N) = 1,
 lo cual completa la demostracion. �
 Nota 11.2. Observese que en el anterior teorema, la aplicacion
 ϕ :M ×N −→ G, ϕ(x, y) = xy,
 resulta ser biyectiva. Sin embargo, no puede ser un isomorfismo de grupos.
 En efecto, M no puede ser normal en G (pues serıa ab = ba y (ii) no podrıa
 ser valida), ası que G no puede ser el producto directo de M y N .
 Nota 11.3. Es claro que si (G, ·) es finito y no conmutativo, y si G =MN
 donde M y N son subgrupos cıclicos de G tales que M ∩N = {e} y que N
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 es normal en G, entonces G es del tipo (p, q) donde p = o (M) y q = o (N),
 y si M =[a] y N =[b], entonces (a, b) genera a G. En efecto, es claro que (i)
 y (iii) se satisfacen para (a, b) y que aba−1 = br, 0 ≤ r < q. Obviamente no
 puede ser r = 0, pues b 6= e, y tampoco puede ser r = 1, pues (G, ·) no es
 conmutativo. Observese que, bajo las hipotesis, p ≥ 2 y q ≥ 3.
 Nota 11.4. Demostrar la existencia de grupos de un tipo (p, q) dado no
 es, en general, una tarea facil. Nosotros no haremos esto sino en dos casos
 muy especiales, aunque algunos de los resultados, incluyendo el Lema 11.1,
 pueden extenderse para incluir circunstancias algo mas generales (veanse [1]
 y [2]).
 Definicion 11.2. Se dice que un grupo G del tipo (2, q) es diedro, si esta ge-
 nerado por un par (a, b) tal que o (a) = 2, o (b) = q y
 aba−1 = b−1. (11.5)
 Se escribe G = Dq (a, b).
 Nota 11.5. Observese que b−1 = bq−1.
 Teorema 11.2. Si (G, ·) es un grupo de orden 2q con q ≥ 3, a ∈ G es tal
 que o (a) = 2, y existe b ∈ G con o (b) = q y aba−1 = b−1, entonces G es
 diedro y generado por (a, b), ası que G = Dq (a, b).
 Es necesario demostrar G es del tipo (2, q), o sea, que (iii) de la Definicion
 11.1 se verifica. Esto sera consecuencia del resultado mas general siguiente.
 Teorema 11.3. Sea (G, ·) un grupo de orden pq, donde p es primo. Si para
 algun a ∈ G tal que o (a) = p existe b ∈ G tal que o (b) = q y que
 aba−1 = br, 1 < r < q, (11.6)
 entonces G es del tipo (p, q) y generado por (a, b).
 Demostracion. Sean M =[a] y N =[b]. Entonces M ∩ N = {e}, ya que si
 as ∈ N, 1 ≤ s < p, entonces M =[as]⊆ N , lo cual es absurdo, pues como N
 es conmutativo, (11.6) no podrıa tenerse con r 6= 1. Entonces #(MN) = pq y
 G =MN . Como (11.6) garantiza tambien que N es normal en G, el teorema
 resulta de lo dicho en la Nota 11.3. �
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 Demostraremos ahora la existencia de grupos diedros.
 Teorema 11.4. Para todo q ≥ 3 existen grupos diedros de orden 2q. Uno
 de ellos es el subgrupo Dq (σ, ρ) de Sq generado por el q−ciclo ρ = (1, 2, ..., q)
 y la permutacion σ dada por
 σ =
 (1 2 3 · · · q+1
 2q+32
 · · · q
 1 q q − 1 · · · q+32
 q+12
 · · · 2
 )(11.7)
 si q es impar y por
 σ =
 (1 2 3 · · · q
 2q+22
 q+42
 · · · q
 1 q q − 1 · · · q+42
 q+22
 q+12
 · · · 2
 )(11.8)
 si q es par.
 Demostracion. Notese que σ es simplemente la permutacion
 σ =
 (1 2 3 · · · q − 1 q
 1 q q − 1 · · · 3 2
 ).
 Evidentemente σ 6= e y, como se deduce de (11,7) y (11,8),
 σ = (2, q) (3, q − 1) · · ·(q + 1
 2,q + 3
 2
 ), q impar, (11.9)
 y
 σ = (2, q) (3, q − 1) · · ·(q
 2,q + 4
 2
 ), q par. (11.10)
 Siendo producto de transposiciones disyuntas, σ2 = e. Ademas, σρσ−1 =
 σ−1ρσ = (σ(1), σ(2), ..., σ(q)) = (1, q, q − 1, ..., 2) = ρ−1, y se tiene que
 o (ρ) = l(ρ) = q. Por lo tanto, si G es el subgrupo de Sq generado por {σ, ρ},el Teorema 11.3 garantiza que G = Dq(σ, ρ). �
 Nota 11.6. Si σ es una permutacion de Sq tal que σ−1ρσ = ρ, donde
 ρ = (1, 2, ..., q), entonces (σ(1), σ(2), ..., σ(q)) es (k + 1, k + 2, ..., q, 1, 2, ..., k)
 para algun 1 ≤ k ≤ q, ası que
 σ (j) =
 {k + j, 1 ≤ j ≤ q − k
 q − k + j, q − k < j ≤ q.(11.11)
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 Entonces σ = ρk, 1 ≤ k ≤ q. Se deduce que si σ, τ son tales que σρσ−1 = ρ−1
 y τρτ−1 = ρ−1, en cuyo caso τ−1(σρσ−1)τ = ρ, necesariamente σ−1τ = ρk
 para algun 0 ≤ k < q, de lo cual τ = σρk ∈ Dq(σ, ρ). Es decir, todas las
 permutaciones τ tales que τρτ−1 = ρ−1 estan en el grupo Dq(σ, ρ) del Teo-
 rema 11.4, y como ademas(σρk)2
 = σρkσρk = ρ−kρk para σ en tal teorema,
 necesariamente τ 2 = e. Entonces Dq(σ, ρ) = Dq(τ, ρ), ası que Dq(σ, ρ) no
 depende de σ en tanto σρσ−1 = ρ−1. Tampoco depende de ρ en tanto ρ sea
 una potencia k−esima de (1, 2, ..., q) con mcd(q, k) = 1, pero, en general, ρ
 no puede sustituirse por un q−ciclo arbitrario. Observese finalmente que
 Dq(σ, ρ) = {e, σ} ∪ {ρk : 1 ≤ k < q} ∪ {σρk : 1 ≤ k < q} (11.12)
 y que la reunion es disyunta.
 Nota 11.7. Si (G, ·) es un grupo no conmutativo de orden 2q y N es un
 subgrupo de orden q de G, N es necesariamente normal en G. En efecto, si
 a ∈ G y a /∈ N entonces aN ∩N = N ∩Na = ∅. Como [G : N ]= 2 entonces
 G = aN ∪ N = N ∪ Na, lo cual implica que aN = Na. En virtud de lo
 dicho en la Nota 11.3, si existe b ∈ N tal que o (b) = q (lo cual ocurre, por
 ejemplo, si q es primo), y o (a) = 2, G es del tipo (2, q) y generado por (a, b).
 Esto no garantiza que G sea diedro. Este es sin embargo el caso si q ≥ 3 es
 primo, pues si aba−1 = br, 1 < r ≤ q − 1, de r2 ≡ 1 (mod q) (relacion (11,4))
 se deduce que q | (r − 1)(r + 1), ası que q = r + 1 y r = q − 1. Entonces:
 Teorema 11.5. Si G es no conmutativo y de orden 2q, donde q ≥ 3 es
 primo, entonces G es diedro, y si a, b ∈ G son tales que o (a) = 2, o (b) = q,
 G esta generado por (a, b), y aba−1 = b−1.
 Nota 11.8. Observese que obviamente 2 | q − 1 en el teorema anterior.
 Caracterizaremos ahora como grupos del tipo (p, q) a los grupos no conmu-
 tativos de orden pq donde p < q son primos. Necesitaremos el siguiente lema.
 Lema 11.2. Si (G, ·) es un grupo no conmutativo de orden pq, donde p < q
 son primos, entonces p | q− 1, y si b ∈ G es tal que o (b) = q, N = [b] es un
 subgrupo normal de G.
 Demostracion. Sean a, b ∈ G tales que o (a) = p y o (b) = q, y sean M =[a]
 y N =[b]. Como M ∩ N = {e} entonces #(MN) = pq, ası que G = MN y
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 todo elemento x de G se escribe de manera unica en la forma x = biaj, 0 ≤i ≤ q − 1, 0 ≤ j ≤ p− 1. Observese que si H1 y H2 son subgrupos distintos
 de G de orden q, necesariamente H1 ∩H2 = {e}. Supongase entonces que N
 no es normal en G (ası que p > 2) pero que aiNa−i = N , donde 1 ≤ i < p.
 Entonces aiba−i = br, 1 ≤ r ≤ q − 1, lo cual es absurdo, pues G serıa
 conmutativo o del tipo (p, q) y generado por (ai, b) (Teorema 11.3), lo cual
 garantizarıa la normalidad de N . Entonces, los conjugados aiNa−i de N ,
 0 ≤ i < p, son todos distintos, lo cual implica que solo se intersectan en {e}y que G tiene al menos p(q−1) elementos de orden q (el numero de elementos
 distintos en la reunion de los aiNa−i, 0 ≤ i < p). Esto deja lugar a solo p− 1
 elementos de orden p (pues p(q−1)+1+(p−1) = p(q−1)+p = pq), ası que
 M =[a] es necesariamente normal en G y G es del tipo (q, p) y generado por
 (b, a) (Nota 11.3 ). Sea 1 < r < p tal que bab−1 = ar. Ahora, como (Z∗p, ·)
 es un grupo de orden p − 1, si r denota la clase modulo p de r y rk = 1,
 o sea, si rk ≡ 1(mod p), entonces mcd(k, p − 1) 6= 1, y como, segun ( 11.4),
 rq ≡ 1(mod p), entonces mcd(q, p − 1) 6= 1, lo cual es absurdo. Entonces N
 es normal en G y, por lo observado en la Nota 11.3, G es del tipo (p, q) y
 generado por (a, b). Supongamos entonces que aba−1 = br, 1 < r < q. Como
 rp ≡ 1(mod q) (relacion ( 11.4) ), entonces p | q − 1 (Lema 11.1) . �
 Nota 11.9. De hecho, N es el unico subgrupo normal de orden q. En efecto,
 M no puede ser normal en G, pues si tal fuera el caso se tendrıa que ab = ba,
 lo cual implicarıa que G es abeliano. Entonces, tal como al comienzo de la
 demostracion del Lema 11.2, se concluye que G tiene q(p − 1) elementos de
 orden p, lo cual solo deja campo para q− 1 elementos de orden q. Observese
 finalmente que si p ∤ q − 1, G debera ser irremediablemente abeliano.
 Nota 11.10. Los resultados del anterior lema y de la Nota 11.9 son conse-
 cuencia inmediata de la teorıa de Sylow (Teoremas 10.3 y 10.4). La demos-
 tracion que dimos no recurre a esta teorıa, para preservar la independencia
 del capıtulo. De la demostracion del Lema 11.2 se deduce sin mas que:
 Teorema 11.6. Si (G, ·) es no conmutativo y de orden pq, donde p < q son
 primos, entonces p | q − 1, y si a, b ∈ G son tales que o (a) = p y o (b) = q,
 G esta generado por (a, b).
 Demostraremos ahora la existencia de grupos del tipo (p, q), cuando p < q
 son primos y p | q − 1.
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 Teorema 11.7. Si p < q son primos tales que p | q − 1, existe un grupo
 D[p, q] del tipo (p, q).
 Demostracion. Podemos suponer que p > 2 (Teorema 11.5). Sea 1 < r < q,
 mınimo, tal que r sea solucion de la ecuacion xp = 1 en Z∗q (Lema 11.1 ).
 Sean ρ = (1, 2, ..., q) y σ una permutacion de Sq tales que σρσ−1 = ρr y
 que σ(1) = 1. Tal permutacion existe pues ρr es tambien un q−ciclo, y la
 condicion σ(1) = 1 la determina unıvocamente. Sea D[p, q] el subgrupo de
 Sq generado por {σ, ρ}. Claramente o (ρ) = q. Demostraremos que σp = e,
 lo cual, dado que σ 6= e (pues ρr = (σ−1(1), ..., σ−1(q)) 6= ρ), asegurara que
 o (σ) = p, y completara, en virtud del Teorema 11.6, la demostracion. Pero,
 tal como en la demostracion de (v), se deduce, a partir de σρ = ρrσ, que
 σpρ = ρrp
 σp. Entonces σpρ = ρσp, pues rp ≡ 1(mod q). En virtud de lo dicho
 en la Nota 11.6, esto implica que σp = ρk, 0 ≤ k < q. Pero, como σp(1) = 1
 y ρk es un q−ciclo si 1 ≤ k < q, necesariamente k = 0 y σp = e. �
 Nota 11.11. Si G tiene orden pq, donde p < q son primos, y M y N son
 subgrupos respectivos de ordenes p y q de G, entonces G es cıclico si y solo si
 M y N son normales en G (que es el caso si p ∤ q − 1). En efecto, si M =[a],
 N =[b] y son normales, ab = ba, lo cual implica que o (ab) = o (a)o (b) = pq.
 En tales circunstancias G ≈ Zpq (lo cual es aun posible si p | q − 1).
 Estudiaremos ahora el problema de la isomorfıa de los grupos del tipo (p, q)
 y de los grupos diedros.
 Teorema 11.8. Sean (G1, ·) y (G2, ·) grupos del tipo (p, q), con generadores
 respectivos (a1, b1) y (a2, b2). Si a ibia−1i = bri , 1 < r < q, i = 1, 2, entonces
 G1 ≈ G2.
 Demostracion. Sean a = ai, b = bi, i = 1, 2. Entonces (aibj)(ahbk
 )=
 ai(bjah
 )bk, donde 0 ≤ i, h < p, 0 ≤ j, k < q, de lo cual, mediante (vii),
 (aibj)(ahbk
 )= ai+hbjr
 h+k. Por lo tanto, si f : G1 7→ G2 esta dada por
 f(ai1b
 j1
 )= ai2b
 j2, i, j ∈ Z ( que f esta bien definida resulta de (iii)), entonces
 f((ai1b
 j1
 ) (ah1b
 k1
 ))= f
 (ai+h1 bjr
 h+k1
 )= ai+h2 bjr
 h+k2 =
 (ai2b
 j2
 ) (ah2b
 k2
 )
 = f(ai1b
 j1
 )f(ah1b
 k1
 ),
 ası que f es un homomorfismo; de hecho, un epimorfismo. Que f es inyectiva
 resulta de observar que si f(ai1b
 j1
 )= ai2b
 j2 = e, donde 0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q,
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 necesariamente i = j = 0, de lo cual ai1bj1 = e. Esto demuestra el teorema.
 �
 Corolario 11.2. Todo grupo diedro G de orden 2q es isomorfo al grupo
 Dq(σ, ρ).
 Necesitaremos ahora el siguiente lema.
 Lema 11.3. Si G es del tipo (p, q) y esta generado por (a, b) con aba−1 = br,
 1 < r < q, y si 1 ≤ l < p es tal que mcd(rl, q) = 1, entonces G esta tambien
 generado por a y por b1 = brl
 . Ademas, ab1a−1 = br1.
 Demostracion. Como mcd(rl, q) = 1 entonces o (b1) = q, y la relacion
 ab1a−1 = br1 resulta facilmente de (vii). Ahora, si M =[a] y N =[b] en-
 tonces G = MN y M ∩ N = {e}, y como N =[b1], (iii) es tambien valida
 para (a, b1) (Nota 11.3). �
 Teorema 11.9. Si G1 y G2 son del tipo (p, q), donde p < q son primos,
 entonces G1 ≈ G2.
 Demostracion. Supongase que G1 esta generado por a1 y b1 con a1b1a−11 = br1,
 1 < r < q, y que G2 lo esta a su vez por a2 y b2 con a2b2a−12 = bs2, 1 < s < q.
 De (11.4), rp ≡ 1(mod q) y sp ≡ 1(mod q). En virtud del corolario 11.1, esto
 implica que s ≡ rk(mod q), 0 ≤ k < p. De hecho k > 0 , pues q ∤ s−1, y q ∤ rk,ya que q ∤ s. Entonces mcd(rk, q) = 1. Del Lema 11.3 se deduce entonces,
 reemplazando a b2 por brk
 2 , si es necesario, que podemos suponer s = r. En
 virtud de lo establecido en el Teorema 11.8, esto implica que G1 ≈ G2. �
 Nota 11.12. Se deduce que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos,
 G esta generado por (a, b) y (c, d), y aba−1 = br, cdc−1 = ds, 1 < r, s < q,
 entonces existe 0 < k < p tal que s ≡ rk(mod q).
 Corolario 11.3. Si G1 y G2 son grupos no conmutativos de orden pq, donde
 p < q son primos, entonces G1 ≈ G2.
 Invocando los Teoremas 11.6 y 11.7, se tiene el resultado mas preciso siguien-
 te.
 Corolario 11.4. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde p < q
 son primos, entonces p | q − 1, y G es, de hecho, isomorfo al grupo D[p, q].
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 Nota 11.13. Se concluye que si G es un grupo de orden pq, donde p < q son
 primos, se tiene la alternativa
 1. G ≈ Zpq
 2. G ≈ D[p, q]
 La primera posibilidad ocurre si y solo si G es abeliano, lo cual se da au-
 tomaticamente si p ∤ q− 1. La segunda posibilidad ocurre si y solo si G es no
 abeliano, lo cual solo es posible si p | q − 1.
 Nota 11.14. El grupo diedro Dq (σ, ρ) admite una interpretacion simple y
 sugestiva que no deja de ser util para calcular explıcitamente tal grupo en
 casos especiales: como el grupo de las simetrıas de un polıgono regular de q
 lados.
 Considerese el conjunto S(q) de las simetrıas de un polıgono regular de q
 lados con respecto a sus “elementos de simetrıa”. Estos ultimos son:
 1. Las bisectrices de los angulos en los vertices, es decir, las rectas del
 plano que bisecan cada uno de estos angulos.
 2. El centro del polıgono: punto de interseccion de las bisectrices.
 3. Las mediatrices, es decir, las rectas del plano que unen los puntos me-
 dios de lados opuestos.
 Las mediatrices son elementos de simetrıa solo cuando q es par, y son q2en
 numero. Las correspondientes simetrıas son:
 a. Las reflexiones sobre una bisectriz.
 b. Las rotaciones en un angulo 2πqk, k = 1, 2, ..., q, alrededor del centro.
 c. Las reflexiones sobre una mediatriz, cuando q es par.
 Notese que las bisectrices son q si q es impar y solo q2si q es par, pues en este
 ultimo caso cada una de ellas biseca simultaneamente dos angulos.
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 Esto determina el numero de posibles simetrıas con respecto a cada uno de
 los elementos: q2reflexiones sobre las bisectrices si q es par; q, si q es impar;
 el numero de rotaciones alrededor del centro es siempre q; cuando q es par
 habra ademas q2reflexiones sobre las mediatrices. Esto da un total de 2q
 simetrıas en cada caso. Ası , #(S(q)) = 2q. La ley de composicion que hace
 de S(q) un grupo se obtiene dando un sentido dinamico a las simetrıas: reflejar
 sobre una recta, rotar en un cierto angulo. La composicion se obtiene entonces
 efectuando una de tales acciones, α, y seguidamente la otra, β. El resultado se
 escribe β◦α o αβ, segun el gusto. Nosotros preferiremos la segunda notacion.
 Como es claro, cualquier sucesion de tales acciones deja invariante el polıgono
 y debe ser por lo tanto una de las simetrıas mencionadas. Es ademas claro
 que si α es una reflexion entonces o (α) = 2, y que si β es una rotacion en un
 angulo 2πqentonces o (β) = q.
 Para interpretar S(q) en terminos de Dq (σ, ρ), enumerense los vertices del
 polıgono de 1 a q en el sentido positivo (el opuesto al del movimiento de las
 manecillas del reloj). Luego escojase un sistema de coordenadas x − y en el
 plano de tal manera que el eje y sea la bisectriz al primer vertice del polıgono,
 ası que el centro de este esta tambien sobre el eje y. Coloquese finalmente
 el centro del polıgono en el punto (0, 0) del sistema x− y, y efectuando una
 rotacion del polıgono en un angulo π, si es necesario, coloquese su primer
 vertice en el semiplano superior del sistema de coordenadas. Diremos en este
 caso que el polıgono esta en posicion inicial canonica. Sea β la rotacion en
 el sentido positivo en un angulo 2πq. Los vertices se permutaran en el orden
 1 → 2 → 3 → ... → q − 1 → q → 1, y es natural describirla mediante
 el ciclo (1, 2, 3, ..., q − 1, q) = ρ. A su vez, la reflexion α sobre el eje y (la
 bisectriz al primer vertice) permutara los vertices en la forma 1 → 1, 2 →q, 3 → q − 1, ..., q − 1 → 3, q → 2, y puede entonces describirse mediante la
 permutacion σ dada por ( 11.7) o ( 11.8) en el Teorema 11.4. Como es obvio,
 con estas identificaciones αβ se identifica con σρ, y mas generalmente, αiβj,
 i = 1, 2, j = 1, 2, ...q, con σiρj. Podemos entonces considerar que S(q) es un
 subgrupo de Dq(σ, ρ), ası que S(q) = Dq(σ, ρ). Como es claro, α2 = e (todo
 queda quieto) y βk, 1 ≤ k ≤ q, es la rotacion en un angulo 2πqk, con βq = e,
 ası que si αi denota la reflexion sobre la bisectriz al i−esimo vertice (α1 = α)
 y γj es la reflexion sobre la mediatriz por el punto medio del lado [j, j + 1],
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 entonces
 S(q) = {βk : 1 ≤ k ≤ q} ∪ {αi : 1 ≤ i ≤ q}, q impar (11.13)
 y
 S(q) = {βk : 1 ≤ k ≤ q} ∪ {αi : 1 ≤ i ≤ q
 2} ∪ {γj : 1 ≤ j ≤ q
 2}, q par.
 (11.14)
 La identificacion de S(q) con Dq(σ, ρ) permite calcular rapidamente este ulti-
 mo grupo en casos particulares. En cierta forma S(q) establece, de manera
 intuitiva, la existencia de grupos diedros, suministrando un recurso adicional
 nada despreciable en la teorıa de los grupos.
 EJERCICIOS
 11.1 Demuestre que el producto (11.1) es clausurativo en Z∗n si y solo si n
 es un numero primo.
 11.2 Demuestre que (Z∗n, ·) es un grupo si y solo si n es un numero primo.
 11.3 Sean n > 1 un numero entero, U(Zn) el subconjunto de Z∗n de las
 clases k+ nZ tales que 1 ≤ k < n y que mcd(k, n) = 1. Demuestre que
 (U(Zn), ·), con (·) definido por ( 11.1), es aun un grupo, y que U(Zn) =Z∗n si y solo si n es un numero primo. Verifique que U(Z8) ≈ Z2 ×Z2 y
 que U(Z9) ≈ Z6.
 11.4 Demuestre en detalle la relacion (v) para un grupo del tipo (p, q). Haga
 lo mismo con la relacion (vii).
 11.5 Demuestre en detalle que ( 11.4), el hecho de que ap−1 = a−1, y la
 validez de (vi) para n ≥ 0, implican la validez de esta ultima relacion
 para todo n ∈ Z.
 11.6 Demuestre que en todo grupo G del tipo (p, q) debe tenerse que p ≥ 2
 y q ≥ 3, ası que ◦(G) ≥ 6.
 11.7 Demuestre que si (G, ·) es un grupo y a, b ∈ G son tales que ab =
 bra, r 6= 1, entonces (ab)n = brmr(n)an, (ba)n = bmr(n)an, (ab)n =
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 b(r−1)mr(n) (ba)n, n = 0, 1, ..., donde mr(n) = 1 + r + ... + rn−1 = rn−1r−1
 ,
 n ≥ 0. Extienda las anteriores igualdades al caso n ∈ Z, n < 0.
 (Indicacion. Defina mr(n) = rn−1r−1
 para todo n ∈ Z, y observe que
 mr(−n) = −mr(n)r−n, n ∈ Z.)
 11.8 Verifique en detalle que D4(σ, ρ) se identifica con el grupo S(4) de las
 simetrıas de un cuadrado cuyo centro esta en el punto (0, 0) del plano
 cartesiano, en el cual el eje x y el eje y son bisectrices, y en el cual los
 vertices se enumeran de 1 a 4 en sentido positivo, comenzando con aquel
 sobre el eje y positivo. Verifique entonces que (1, 3, 4, 2) no pertenece
 a S(4) (ni, a D4(σ, ρ)). Haga lo mismo con D5(σ, ρ) y el grupo S(5) de
 las simetrıas de un pentagono regular.
 11.9 Calcule todos los subgrupos de Dq(σ, ρ) para q = 3, 4, 5. ¿Es el grupo
 cuatro de Klein un subgrupo de D4(σ, ρ)?
 11.10 Demuestre que (S3, ·) es diedro y generado por σ = (2, 3) y ρ = (1, 2, 3).
 Compruebe ademas que es el grupo de las simetrıas de un triangulo
 equilatero.
 11.11 ¿Cuantos grupos no isomorfos de orden 6 existen? ¿cuantos de orden
 15? ¿cuantos de orden 21? Demuestre que A4, el grupo alternante de 4
 elementos, no tiene subgrupos de orden 6.
 11.12 Sean (G, ·) un grupo finito y q un divisor primo de o (G). Demuestre
 que si H1 y H2 son subgrupos distintos de orden q de G entonces
 H1 ∩H2 = {e}.
 11.13 Sean (G, ·) un grupo finito y q un divisor primo de o (G). Demuestre que
 si H es un q−subgrupo de G y H es la reunion de los conjugados de H
 entonces #(H) = n(q)(q−1)+1, donde n(q) es el numero de conjugados
 deH distintos entre si. Demuestre tambien que si p = o (G)−n(q)(q−1)
 es tal que mcd(p, q) = 1, y si hay un subgrupo P de G de orden p,
 necesariamente P es normal en G y en G hay exactamente n(q)(q− 1)
 elementos de orden q.
 11.14 Demuestre que si q ≥ 3, el subgrupo G de GL2(C) generado por
 A =
 (0 1
 1 0
 )y B =
 (e2πi/q 0
 0 e−2πi/q
 )
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 es isomorfo a Dq(σ, ρ).
 (Indicacion. Verifique que
 (a 0
 0 b
 )n
 =
 (an 0
 0 bn
 ), n = 0, 1, 2, ..).
 11.15 Demuestre que el centro de Dq(σ, ρ) se reduce a {e} si q es impar y es
 el subgrupo{e, ρq/2
 }si q es par.
 11.16 Demuestre que los unicos subgrupos normales propios de Dq(σ, ρ) son:
 a) El generado por ρi, i > 0, donde i | q.b) El generado por {σ, ρ2}, cuando q es par.
 c) El generado por {σρ, ρ2}, cuando q es par.
 (Indicacion. Demuestre que si H es normal y σρi ∈ H, i > 0, entonces
 ρ2 ∈ H y σ ∈ H si i es par, mientras que ρ2 ∈ H y σρ ∈ H si i es
 impar).
 11.17 Sea G el subgrupo de GL2(R) generado por las matrices
 A =
 (−1 0
 0 1
 )y B =
 (cos θ sen θ
 -sen θ cos θ
 ),
 donde θ = 2πq, q ≥ 3. Demuestre que G es isomorfo al grupo diedro
 Dq(σ, ρ), mediante un isomorfismo que a A hace corresponder σ y a B,
 ρ. Para hacer esto, demuestre que G se identifica de manera natural con
 el grupo S(q) de las simetrıas de un polıgono regular P de q lados (en
 posicion inicial canonica), identificando la matriz C ∈ G con la aplica-
 cion fC : P 7→ P dada por fC(x, y) = (x, y)C. Compruebe entonces que
 fA es la reflexion sobre el eje y, y que fB es la rotacion positiva en un
 angulo 2πq. Verifique ademas que si se definen 〈(x, y), (u, v)〉 = ux+ vy
 y ‖(x, y)‖ =√x2 + y2 entonces〈fC(x, y), fC(u, v)〉 = 〈(x, y), (u, v)〉 y
 ‖fC (x, y)‖ = ‖(x, y)‖ para todo C ∈ G, y concluya que fC preserva
 angulos y distancias, ası que transforma vertices adyacentes (vertices
 de un mismo lado del polıgono) en vertices adyacentes.
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CAPITULO 12
 Nilpotencia y resolubilidad
 En este capıtulo dedicado a la teorıa de los grupos, estudiaremos dos clases
 de estos que son generalizaciones proximas de los grupos abelianos y que
 tienen por esta razon propiedades analogas: los grupos nilpotentes y los gru-
 pos resolubles. Los primeros son los mas cercanos a los grupos abelianos.
 Los segundos son quiza los mas importantes, dada su relacion con la llamada
 teorıa de Galois y con la resolubilidad de las ecuaciones polinomicas de grado
 superior.
 Desde el punto de vista de la teorıa de los grupos, ambos son importantes,
 por su conexion con la teorıa de las series de composicion, teorıa esta que
 muestra el papel que juegan los grupos simples en la descripcion de los gru-
 pos no abelianos.
 Solo presentaremos algunas de las propiedades mas elementales de estos gru-
 pos, con el fin de promover una cierta familiaridad con ellos y con las tecnicas
 para manejarlos. En particular, solo tocaremos superficialmente sus conexio-
 nes con la teorıa de las series de composicion. La presentacion que haremos
 esta basada en ideas de [19], [20], [28], pero algunas demostraciones son nues-
 tras.
 217
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 Comenzaremos por revisar algunas nociones y resultados considerados pre-
 viamente, con el fin de dar una cierta autonomıa al presente capıtulo.
 Si (G, ·) es un grupo finito y p es un numero primo, G es un p-grupo si
 o (G) = pn, n ≥ 0. Si (G, ·) es un grupo finito y H es un subgrupo de (G, ·) ,el cual es un p−grupo, se dice que H es un p−subgrupo de G; si ademas
 o (H) es la maxima potencia de p que divide a o (G) , se dice que H es un
 p−subgrupo de Sylow de G.
 Si (G, ·) es un grupo, a, b ∈ G y existe x ∈ G tal que b = xax−1, se dice que
 b es un conjugado de a. En tal caso a es tambien un conjugado de b, pues
 a = x−1bx. El conjunto
 CL (a) ={xax−1 : x ∈ G
 }(12.1)
 se denomina la clase de conjugacion de a. Es claro que a ∈ CL (a) y que
 b ∈ CL (a) si y solo si a ∈ CL (b) , lo que obviamente equivale a decir que
 CL (a) = CL (b) . Por lo tanto, CL (a) ∩ CL (b) 6= ∅ si y solo si CL (a) =
 CL (b) , ası que {CL (a) : a ∈ G} es una particion de G, es decir, CL (a) 6=∅ para todo a ∈ G, CL (a) ∩ CL (b) = ∅ si CL (a) 6= CL (b) y
 G =⋃
 a∈GCL (a) . (12.2)
 Supongase ahora que G es finito y que C es un subconjunto de G que tiene
 un unico elemento en comun con cada clase de conjugacion. Entonces
 o (G) =∑
 a∈C#(CL (a)) (12.3)
 donde # (CL (a)) es el numero de elementos de CL (a) . Como es evidente,
 si e es el elemento neutro de G entonces CL (e) = {e} , ası que (12.3) se
 escribe
 o (G) = 1 +∑
 a∈C′
 #(CL (a)) (12.4)
 donde C ′ = Cr{e} . Por otra parte, si a ∈ G, C (a) = {x ∈ G : xax−1 = a}es evidentemente un subgrupo deG, denominado el centralizador de a (Capıtu-
 lo 10), y
 Z (G) =⋂
 a∈GC (a) (12.5)
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 es un subgrupo de G, el cual es obviamente normal y abeliano. El subgrupo
 Z (G) de G ha aparecido varias veces en capıtulos previos y juega un papel
 importante en la teorıa de los grupos (vease el Ejercicio 4.7). Se denomina el
 centro de G. Como es claro, a ∈ Z (G) si y solo si C (a) = G. Ademas, para
 todo a ∈ G, la aplicacion ϕa : G/C (a) −→ CL (a) dada por ϕa (xC (a)) =
 xax−1 esta bien definida y es biyectiva (es decir, xC (a) = yC (a) si y solo
 si xax−1 = yay−1, lo cual es obvio, pues ambas afirmaciones equivalen a que
 y−1x ∈ C (a)). Esto implica que si G es finito entonces # (CL (a)) = [G :
 C (a)]. Se tiene entonces que:
 Teorema 12.1. Si (G, ·) es un p−grupo finito y G 6= {e} , entonces Z (G) 6={e} .
 Demostracion. Supongase que o (G) = pn, n ≥ 1, que Z (G) = {e} y que C ′
 es como en (12.4). Como p | [G : C (a)] , para todo a ∈ C ′, pues C (a) 6= G,
 entonces p | ∑a∈C
 #(CL (a)) , ası que p | pn − 1. Esto es absurdo. Entonces,
 Z (G) 6= {e} . �
 El Teorema 12.1 fue demostrado en el Capıtulo 10 dentro del marco general
 de la teorıa de Sylow. Para preservar la independencia del capıtulo, hemos
 incluido aquı la demostracion anterior, algo mas directa.
 Si H es un subgrupo de G, definimos
 N (H) ={a ∈ G : aHa−1 = H
 }. (12.6)
 Se dice que N (H) es el normalizador de H en G. Es claro que N (H) es un
 subgrupo deG y queH es un subgrupo normal deN (H) . Mas generalmente,
 si H ′ es un subgrupo de G y H ⊆ H ′, H es un subgrupo normal de H ′ si y
 solo si H ′ ⊆ N (H) . Por lo tanto, H es normal en G si y solo si N (H) = G.
 Si G es un grupo y A es un subconjunto no vacıo de G, el subgrupo [A] de
 G generado por A es el conjunto de los productos finitos de elementos de
 A ∪A−1, donde A−1 = {a−1 : a ∈ A} . Por lo tanto, si H es un subgrupo de
 G y A ⊆ H, tambien [A] ⊆ H. Si a, b ∈ G,
 [a, b] = aba−1b−1 (12.7)
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 se denomina el conmutador de a y b. Claramente [a, e] = e, [a, b]−1 = [b, a] ,
 y [a, b] = e si y solo si ab = ba. Mas generalmente, ab = [a, b] ba, ası que
 [a, b] mide en cierta forma el grado de no conmutatividad de a y b. Si H,
 K son subgrupos de G, [H,K] denotara el subgrupo de G generado por
 {[a, b] : a ∈ H, b ∈ K} . Entonces [H,K] = [K,H] .
 Ademas:
 Teorema 12.2. Si H y K son subgrupos de G, H ⊆ N (K) si y solo si
 [H,K] ⊆ K.
 Demostracion. Si H ⊆ N (K) y a ∈ H, b ∈ K, entonces aba−1 ∈ K, ası que
 [a, b] ∈ K, Recıprocamente, si a ∈ H y cualquiera que sea b ∈ K se tiene
 que [a, b] ∈ K, entonces aba−1 = [a, b] b ∈ K para todo b ∈ K, ası que
 aKa−1 ⊆ K; es decir, a ∈ N (K) . �
 Corolario 12.1. Un subgrupo H de G es normal si y solo si [G,H] ⊆ H.
 Nota 12.1. Observese que un subgrupo H de G es tal que H ⊆ Z (G) si
 y solo si [H,G] = {e} . Mas generalmente, si K es un subgrupo de G y
 definimos
 C (K) = {a ∈ G : [a, x] = e, x ∈ K} , (12.8)
 entonces H ⊆ C (K) si y solo si [H,K] = {e} . Notese que
 C (K) =⋂
 x∈KC (x) . (12.9)
 Se dice que C (K) es el centralizador de K en G. Claramente C (K) ⊆ N (K)
 y C (G) = Z (G) .
 Definicion 12.1. Si (G, ·) es un grupo, definimos inductivamente G(0) = G,
 G(1) = [G,G] , G(2) =[G,G(1)
 ], ..., G(n+1) =
 [G,G(n)
 ], n = 2, 3, .... El
 subgrupo G(n) se denomina la n-esima potencia de G.
 Es claro que G(2) ⊆ G(1) ⊆ G(0), e inductivamente se deduce que G(n+1) ⊆G(n).
 Teorema 12.3. Para todo n ≥ 0, G(n) es un subgrupo normal de G.
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 Demostracion. Es claro que si A 6= ∅ y xAx−1 ⊆ [A] para todo x ∈ G,
 entonces [A] es normal en G. Evidentemente G(0) y G(1) son normales en
 G (esto ultimo resulta de observar que si a, b ∈ G entonces x [a, b] x−1 =
 [xax−1, xbx−1]). Suponiendo entonces, por induccion, que G(n) es normal en
 G, donde n ≥ 1, se deduce que si a ∈ G y b ∈ G(n) entonces x [a, b] x−1 =
 [xax−1, xbx−1] ∈[G,G(n)
 ]= G(n+1), ası que G(n+1) es tambien normal en G.
 �
 Definicion 12.2. Se dice que un grupo (G, ·) es nilpotente si existe n ≥ 0
 tal que G(n) = {e} .
 Evidentemente todo grupo abeliano G es nilpotente, pues G(1) = {e} . De
 hecho, G es abeliano si y solo si G(1) = {e} . Es en este sentido en el cual los
 grupos nilpotentes generalizan naturalmente los grupos abelianos. Como G(n)
 se conoce usualmente como la n-esima potencia de G, un grupo es nilpotente
 si y solo si alguna de sus potencias se anula (es decir, se reduce a {e}).
 Teorema 12.4. Si un grupo (G, ·) es nilpotente, todo subgrupo H de G
 tambien lo es.
 Demostracion. Como (H, ·) es un grupo, H(n) esta definido para todo n
 (H(0) = H, H(1) = [H,H] , H(2) =[H,H(1)
 ], ..., H(n+1) =
 [H,H(n)
 ], n ≥ 1),
 y suponiendo que H(n) ⊆ G(n) para un n ≥ 1 dado, se concluye que tambien
 H(n+1) =[H,H(n)
 ]⊆[G,G(n)
 ]= G(n+1). Se deduce que H(n) ⊆ G(n) para
 todo n ≥ 0, ası que H(n) = {e} si G(n) = {e} . �
 Lema 12.1. Si (G, ·) es un grupo y H es un subgrupo normal de G,
 (G/H)(n) = G(n)H/H, n ≥ 0. (12.10)
 Demostracion. La afirmacion es evidente si n = 0. Suponiendola para un
 n > 0 dado, se observa que si bH ∈ (G/H)(n) entonces bH = cH, c ∈G(n), ası que [aH, bH] = [aH, cH] = [a, c]H ∈ G(n+1)H/H para todo a ∈G. Esto implica que (G/H)(n+1) =
 [G/H, (G/H)(n)
 ]⊆ G(n+1)H/H. Para
 demostrar la afirmacion recıproca, es decir, que G(n+1)H/H ⊆ (G/H)(n+1) ,
 basta evidentemente demostrar que si a ∈ G y b ∈ G(n) entonces [a, b]H ∈(G/H)(n+1) , lo cual es obvio, pues [a, b]H = [aH, bH] , y, por la hipotesis
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 de induccion, bH ∈ (G/H)(n) . Se concluye que (12.10) es valida para todo
 n ≥ 0. �
 Teorema 12.5. Si G es nilpotente y H es un subgrupo normal de G, G/H
 es nilpotente.
 Demostracion. Si G(n) = {e} entonces G(n)H/H = {H} , ası que (G/H)(n)
 = {H} . �
 Los dos teoremas siguientes suministran ejemplos de grupos nilpotentes no
 necesariamente abelianos.
 Lema 12.2. Si H es un subgrupo de G, H ⊆ Z (G) y G/H es nilpotente,
 tambien G es nilpotente.
 Demostracion. En efecto, existe n ≥ 0 tal que (G/H)(n) = G(n)H/H = {H} ,ası que G(n) ⊆ H. Entonces G(n) ⊆ Z (G) , de lo cual G(n+1) =
 [G,G(n)
 ]=
 {e} . �
 Corolario 12.2. Un grupo G es nilpotente si y solo si G/Z (G) tambien lo
 es.
 Teorema 12.6. Si p es un primo, todo p−grupo finito G es nilpotente.
 Demostracion. Haremos induccion sobre o (G) . La afirmacion es clara si
 o (G) = 1 u o (G) = p, pues G es abeliano. Supongamos entonces que
 o (G) > p y que la afirmacion es cierta para todo p−grupo G′ con o (G′) <
 o (G), y demostremosla para G. Pero esto es obvio, pues como Z (G) 6= {e}(Teorema 12.1) y G′ = G/Z (G) es un p−grupo con o (G′) < o (G), entonces
 G′ es nilpotente. �
 Teorema 12.7. Un grupo finito G en el cual todos sus subgrupos de Sylow
 son normales es necesariamente nilpotente.
 Demostracion. Sean p1, ..., pm los divisores primos de o (G) y P1, ..., Pmsubgrupos de Sylow de G, siendo Pi un pi−grupo. Entonces G = P1P2 · · ·Pm,y el producto es directo, como se verifica inmediatamente (pues si para cada
 1 ≤ i ≤ m, Pi es el producto de los Pj, j 6= i, entonces, Pi es un subgrupo
 normal de G tal que Pi ∩ Pi = {e} . Vease el Capıtulo 6). Entonces, todo

Page 235
                        

223
 elemento x ∈ G se escribe (de manera unica) en la forma x = a1a2 · · · an,donde ai ∈ Pi. Sea a ∈ Z (P1) . Evidentemente a conmuta con todos los
 ai, i = 1, 2, ...,m, ası que a conmuta con x. Entonces a ∈ Z (G) ; es decir,
 Z (P1) ⊆ Z (G) . Haremos ahora induccion sobre o (G) . La afirmacion es
 clara si o (G) = 1, o, de hecho, si G es un p−grupo. Sean a ∈ Z (P1) ,
 H = [a] , G′ = G/H y ϕ : G −→ G′ el epimorfismo canonico. Si P ′i = ϕ (Pi) ,
 los subgrupos P ′i son subgrupos de Sylow de G′ (y, con la posible excepcion
 de P ′1, no triviales), los cuales son normales en G′ (pues ϕ es un epimorfismo).
 Si suponemos entonces que la afirmacion es cierta para todo grupo finito con
 o (G′) < o (G), esta resulta inmediatamente para G, como consecuencia del
 Lema 12.2. �
 De hecho, la propiedad de que todos sus subgrupos de Sylow son normales
 caracteriza completamente los grupos nilpotentes finitos, como resultara del
 siguiente teorema.
 Lema 12.3. Si G 6= {e} es nilpotente, entonces Z (G) 6= {e} .
 Demostracion. En efecto, si n es mınimo tal que G(n) = {e} , entoncesG(n−1) 6= {e} , y como
 [G : G(n−1)
 ]= {e} , necesariamente G(n−1) ⊆ Z (G) .
 �
 Teorema 12.8. En un grupo finito nilpotente, todos los subgrupos de Sylow
 son normales.
 Demostracion. Sean G un grupo finito nilpotente, y sean p1, ..., pm los di-
 visores primos de o (G) . Para cada i = 1, ...,m, sea Pi un pi−subgrupo de
 Sylow de G. Sin perdida de generalidad podemos suponer que p1 | o (Z (G)),
 y sean a ∈ Z (G) con o (a) = p1, y H = [a] , ası que H es normal en G. Hare-
 mos induccion sobre o (G) . La afirmacion del teorema es clara si o (G) = 1
 o, de hecho, si o (G) es un primo. Supongamosla entonces valida para todo
 grupo G′ con o (G′) < o (G), y sean G′ = G/H y ϕ : G −→ G′ el epimor-
 fismo canonico. Para cada i = 1, ...,m, un pi−subgrupo de Sylow de G′
 es P ′i = ϕ (Pi) y, como G′ es nilpotente (Teorema 12.5) y o (G′) < o (G),
 podemos suponer que P ′i es normal en G′. Como es claro, ϕ−1 (P ′
 i ) = PiH,
 y es entonces un subgrupo normal de G. Por otra parte, como H es nor-
 mal en G, P1H es un p−grupo, ası que P1H = P1 (de lo cual a ∈ P1), y
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 P1 es ası normal en G. Nos queda por demostrar que Pi es normal en G
 para i = 2, 3, ...,m. Sean entonces b ∈ G, c ∈ Pi. Como PiH es normal
 en G entonces b (ca) b−1 = (bcb−1) a ∈ PiH, ası que (bcb−1) a = dak, d ∈ Pi,
 0 ≤ k < p1. Pero entonces o (bcb−1) = o (d)o (ak−1), lo cual implica que
 o (ak−1) = pji , j ≥ 0. Esto solo es posible si j = 0 y k = 1, de lo cual
 bcb−1 = d ∈ Pi. Esto demuestra el teorema. �
 El siguiente resultado es tambien caracterıstico de los grupos nilpotentes
 finitos. (Vease al respecto el Ejercicio 12.21, el cual contiene otra demostra-
 cion del anterior teorema, la cual depende, sin embargo, de resultados en el
 Capıtulo 10).
 Teorema 12.9. Si (G, ·) es nilpotente y H es un subgrupo propio de G,
 H 6= N (H) .
 Demostracion. En efecto, como G(0) = G mientras que G(n) = {e} para
 algun n ≥ 1, habra un mınimo 0 < m ≤ n tal que G(m) ⊆ H. Entonces,
 G(m−1) * H. Sin embargo, puesto que G(m) =[G,G(m−1)
 ]⊆ H, necesaria-
 mente G(m−1) ⊆ N (H) (Teorema 12.2). �
 Nota 12.2. Existen grupos nilpotentes infinitos, no abelianos, pero los ejem-
 plos son mas difıciles de conseguir. Por ejemplo, existen p−grupos infinitos
 (grupos en los cuales todo elemento tiene como orden una potencia de p) cu-
 yo centro se reduce a {e} , con lo cual, contrariamente a los p−grupos finitos,
 no suministran ejemplos de grupos nilpotentes.
 Demostraremos sin embargo un resultado sobre los grupos finitos nilpotentes
 que refuerza aun mas la analogıa de estos con los grupos abelianos finitos.
 Teorema 12.10. Si G es un grupo nilpotente finito y m es un divisor de
 o (G) , existe un subgrupo normal H de G con o (H) = m.
 Demostracion. Haremos induccion sobre o (G) , siendo clara la afirmacion si
 o (G) es 1 o un primo p. Sea m | o (G). Podemos suponer que existe un
 primo p tal que p | o (G) y p | m. Sean P el correspondiente p−subgrupo
 de Sylow de G, Z (P ) el centro de P. Como es claro, p | o (Z (P )). Sean
 entonces a ∈ Z (P ) con |a| = p y N = [a] . Como Z (P ) ⊆ Z (G) (vease
 la demostracion del Teorema 12.7), N es un subgrupo normal de G, y si
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 m = p, N es el subgrupo H buscado. Supongamos entonces que m > p y
 que la afirmacion es cierta si G′ es nilpotente y o (G′) < o (G). El grupo
 G′ = G/N es nilpotente y o (G′) < o (G). Por lo tanto si m′ = m/p, G′
 tiene un subgrupo normal M con o (M) = m′, y, en virtud de lo afirmado
 en la Nota 6.1, existe un subgrupo normal H de G con H/N ≈ M. Como
 o (H) = m, H es el subgrupo normal buscado. �
 Finalmente demostraremos el siguiente teorema, frecuentemente util.
 Teorema 12.11. Si G es un grupo finito nilpotente y p es un divisor primo
 de o (G) , todo subgrupo H de G con [G : H] = p es necesariamente normal.
 Demostracion. Como p = [G : H] = [G : N (H)] · [N (H) : H] y [N (H) : H]
 6= 1 (Teorema 12.9), debera tenerse que [G : N (H)] = 1, o sea, que N (H) =
 G. Entonces, H es normal en G. �
 Para grupos no nilpotentes, el anterior teorema solo es valido, en general,
 para el mınimo primo que divide o (G) . Vease, al respecto, el Ejemplo 12.1.
 Ejemplo 12.1. Daremos ahora ejemplo de una clase importante de grupos
 que no son nilpotentes. Recordamos (Capıtulo 11) que si p < q, se dice que
 un grupo G es del tipo (p, q) si existen a, b ∈ G con o (a) = p y o (b) = q tales
 que todo elemento x de G se escriba de manera unica en la forma x = aibj,
 donde 0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q, y que aba−1 = br, donde 1 < r < q. Esto
 implica que G es no abeliano y que si H = [a] y K = [b] entonces K es
 normal en G, G = HK y H ∩K = {e} . Entonces G/K ≈ H, ası que K y
 G/K, siendo ambos cıclicos, son nilpotentes. Por otra parte, H no es normal
 en G (pues G no es abeliano), ası que si p es primo y p ∤ q, G no puede
 ser nilpotente (Teorema 12.8), y tampoco lo sera si q es primo (Teorema
 12.11). Este ejemplo muestra tambien, cuando q es primo, o cuando p lo es
 y p ∤ q, que el hecho de que haya un subgrupo normal K de G tal que K y
 G/K sean ambos nilpotentes no asegura que G sea nilpotente. Lo anterior
 garantiza tambien que un grupo diedro Dq con q impar, y en particular S3,
 no es nilpotente (y que tampoco lo es un grupo no abeliano de orden pq
 donde p < q son primos, pues G resulta ser del tipo (p, q)).
 Definicion 12.3. Para un grupo (G, ·) , definimos inductivamente G(0) = G,
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 G(1) = [G,G] , G(2) =[G(1), G(1)
 ],..., G(n+1) =
 [G(n), G(n)
 ], n ≥ 2. Se dice
 que G(n) es el n-esimo subgrupo derivado de G.
 Por definicion G(0) = G(0) = G, G(1) = G(1). Por otra parte, G(2) =[G(1), G(1)
 ]⊆[G,G(1)
 ], y si suponemos inductivamente que G(n) ⊆ G(n)
 entonces G(n+1) =[G(n), G(n)
 ]⊆[G,G(n)
 ]= G(n+1), ası que G(n) ⊆ G(n) pa-
 ra todo n ≥ 0. En lugar de G(n) se escribe a veces Dn (G) (con D0 (G) = G
 y D1 (G) = D (G) = [G,G]). Como es evidente, si H es un subgrupo normal
 de G, G/H es abeliano si y solo si D (G) ⊆ H, y G mismo es abeliano si y
 solo si D (G) = {e}.
 Definicion 12.4. Se dice que un grupo (G, ·) es resoluble si G(n) = {e} para
 algun n ≥ 0.
 Entonces:
 Teorema 12.12. Todo grupo nilpotente G es resoluble.
 Demostracion. En efecto, si G(n) = {e} , tambien G(n) = {e} . �
 En particular, todo grupo abeliano es resoluble (esto es obvio, pues G(1) =
 G(1) = {e}). Lo mismo es cierto de todo grupo finito cuyos subgrupos de
 Sylow sean todos normales (y, en particular, de todo p−grupo finito).
 Lema 12.4. Para todo n ≥ 0, G(n) es un subgrupo normal de G y G(n)/G(n+1)
 es abeliano.
 Demostracion. Como ya se establecio anteriormente, G(0) y G(1) son nor-
 males. Suponiendo ahora que G(n) es normal, para demostrar que G(n+1)
 tambien lo es basta demostrar que si a, b ∈ G(n) entonces x [a, b] x−1 ∈ G(n+1)
 para todo x ∈ G. Pero esto es obvio, pues x [a, b] x−1 = [xax−1, xbx−1] y
 xax−1, xbx−1 ∈ G(n). Como ademas G(n+1) = D(G(n)
 ), n ≥ 0, es claro que
 G(n)/G(n+1) es abeliano. �
 Corolario 12.5. Si G es resoluble y G 6= {e} , existe un subgrupo normal
 H de G, H 6= {e} , el cual es abeliano.
 Demostracion. Si n es mınimo tal que G(n) = {e} , entonces n ≥ 1 y G(n−1) 6={e} . Como D
 (G(n−1)
 )= {e} , necesariamente H = G(n−1) es un subgrupo
 normal abeliano de G. �

Page 239
                        

227
 Nota 12.3. Sin embargo, puede suceder, en el Corolario 12.5, que H *Z (G) . De hecho, puede suceder que Z (G) = {e} (vease mas adelante).
 Si H es un subgrupo de G es claro que H(n) ⊆ G(n) para todo n ≥ 0. Por lo
 tanto:
 Teorema 12.13. Todo subgrupo de un grupo resoluble es a su vez resoluble.
 Tal como se demostro el Lema 12.1, se demuestra tambien que:
 Lema 12.5. Si G es un grupo y H es un subgrupo normal de G,
 (G/H)(n) = G(n)H/H (12.11)
 para todo n ≥ 0.
 Entonces:
 Teorema 12.14. Si G es resoluble y H es un subgrupo normal de G, G/H
 es resoluble.
 Demostracion. Si G(n) = {e} , entonces (G/H)(n) = {H}. �
 El siguiente teorema marca, sin embargo, una diferencia notable entre los
 grupos resolubles y los nilpotentes.
 Teorema 12.15. Si G es un grupo para el cual existe un subgrupo normal
 resoluble H tal que G/H es tambien resoluble, entonces G es resoluble.
 Demostracion. Por hipotesis existen m y n tales que H(m) = {e} y que
 (G/H)(n) = {H} . Como entonces G(n) ⊆ H, se concluye que G(m+n) = {e} .�
 Corolario 12.6. Para que un grupo G sea resoluble es necesario y suficiente
 que G/Z (G) sea resoluble.
 Corolario 12.7. Todo grupo G de tipo (p, q) y, en particular, todo grupo
 diedro, es resoluble.
 Demostracion. Si G esta generado por (a, b) y H = [b] , H es resoluble y
 normal en G. Como ademas G/H ≈ [a] es cıclico y, por lo tanto, abeliano,
 entonces G/H es resoluble. Se concluye que G es resoluble. �
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 Nota 12.4. Como hemos visto, si G es del tipo (p, q) y q es primo, G no es
 nilpotente. Notese ademas que si q es impar y G es diedro del tipo (2, q) ,
 entonces Z (G) = {e} (Ejercicio 11.15).
 Nota 12.5. Se deduce tambien que todo grupo no abeliano de orden pq,
 donde p < q son primos, es resoluble (pues, Capıtulo 11, G es del tipo (p, q)).
 Observamos ahora que si n ≥ 5, Sn no es resoluble. En efecto, si lo fuera,
 tambien lo serıa An. Pero:
 Teorema 12.16. Si G es un grupo simple no conmutativo, G no es resoluble.
 Demostracion. En caso contrario G tendrıa un subgrupo normal abeliano
 H, H 6= {e}, lo cual es absurdo, pues serıa H 6= G. �
 Nota 12.6. Contrario a lo que sucede con los grupos finitos nilpotentes,
 es falso en general que si G es un grupo finito resoluble y m es un divisor
 de o (G) , exista un subgrupo H de G con o (H) = m. Por ejemplo, A4 es
 resoluble (si V es el grupo cuatro de Klein (Capıtulo 8), dado que V es normal
 en A4, que o (V ) = 4, y que o (A4/V ) = 3, tanto V como A4/V son abelianos,
 de lo cual, resolubles). Sin embargo, A4 no tiene subgrupos de orden 6 (en
 efecto, siH fuera un tal subgrupo, existirıa un 3−ciclo σ ∈ A4, σ /∈ H, ası que
 si K = [σ] entonces K ∩H = {e} , de lo cual, siendo H normal en A4, HK
 serıa un subgrupo deA4 de orden 18. Esto es absurdo, pues o (A4) = 12). Sin
 embargo si m es un divisor de o (G) tal que o (G) = mn con mcd(m,n) = 1,
 un famoso teorema de P. Hall (veanse [16], [20], [28] asegura la existencia
 de subgrupos de orden m de G (y por lo tanto, tambien de orden n). Mas
 aun, dos de tales subgrupos son siempre conjugados, y si k | m y H es un
 subgrupo de orden k de G, este queda contenido en uno de tales conjugados.
 En particular, si o (G) = mpn donde n ≥ 1, p es primo y p ∤ m, existensubgrupos de orden m de G (denominados p−complementos), los cuales son
 todos conjugados. El teorema de Hall es uno de los primeros resultados
 sobre la existencia de p−complementos. Resultados muy profundos en esta
 direccion fueron posteriormente obtenidos por J. G. Thompson, a comienzos
 de la decada de 1960 (vease [31]).
 Examinaremos ahora, brevemente, la conexion entre los grupos nilpotentes
 y resolubles y las series asociadas a un grupo. Para mucho mas detalle, el
 lector puede consultar [3], [20], [28].
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 Definicion 12.5. Una serie para un grupo (G, ·) es una sucesion (Hn) ,
 n ≥ 0, de subgrupos de G con G = H0 y Hn+1 ⊆ Hn para todo n ≥ 0. Si
 para todo n ≥ 0, Hn+1 es un subgrupo normal de Hn, se dice que tal serie
 es subnormal . Si Hn es normal en G para todo n ≥ 0, se dice que (Hn) es
 normal .
 Si (Hn) es subnormal (o normal), los grupos Hn/Hn+1 se denominan los
 grupos factores de la serie (Hn/Hn+1 es el (n+ 1)-esimo factor). Como es
 claro, toda serie normal es subnormal (lo recıproco es falso, en general).
 Si (Hn) es subnormal y los grupos Hn/Hn+1 son simples, se dice que (Hn) es
 una serie composicional . Si los Hn/Hn+1 son abelianos, se dice que (Hn) es
 una serie resolvente.
 Las series(G(n)
 )y(G(n)
 )son subnormales (de hecho, normales). Ambas
 son series resolventes del grupo G.
 Una serie (Hn) tal que Hn = {e} para algun n (con lo cual Hm = {e} para
 todo m ≥ n) se denomina una serie terminal . Si Hn = {e} , es costumbre
 presentar (Hn) en la forma
 G = H0 ⊇ H1 ⊇ ... ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e} ,
 olvidando los terminos Hm, m > n. Una serie composicional terminal se
 denomina una serie de composicion y el numero de sus grupos factores no
 triviales es su longitud . Una serie resolvente terminal se denomina una re-
 solucion. No es difıcil demostrar que todo grupo finito admite una serie
 de composicion. Un poco mas difıcil es establecer que cualquier otra tie-
 ne la misma longitud y esencialmente los mismos grupos factores (grupos
 factores correspondientes, una vez desechados los triviales, son iguales sal-
 vo isomorfismo). Estos resultados constituyen el denominado Teorema de
 Jordan-Holder, uno de los mas importantes de la teorıa de los grupos. Un
 grupo finito arbitrario determina entonces unıvocamente, mediante una serie
 de composicion, una cadena de grupos simples: sus grupos simples componen-
 tes. Es en este sentido en el cual los grupos simples constituyen los pilares
 sobre los cuales se construyen todos los grupos finitos (vease, al respecto, [1],
 [2] y [15]), y explica por que una clasificacion completa de ellos conduce al
 conocimiento de estos.
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 Un grupo resoluble admite una resolucion. Recıprocamente:
 Teorema 12.17. Si un grupo G admite una resolucion
 G = H0 ⊇ H1 ⊇ ... ⊇ Hn = {e}
 entonces G es resoluble.
 Demostracion. Como G/H1 = H0/H1 es abeliano, se deduce que G(1) ⊆ H1.
 Esto implica de manera analoga que G(i) ⊆ Hi para todo i, ası que G(n) =
 {e} . �
 Nota 12.7. Una resolucion no es necesariamente una serie de composicion.
 Sin embargo, es posible demostrar (facilmente, Ejercicio 12.22) que todo gru-
 po resoluble finito, no trivial, admite una serie de composicion cuyos grupos
 factores son todos grupos cıclicos de orden primo. Tal serie de composicion
 es evidentemente una resolucion.
 Nota 12.8. Como es claro, puede suceder que, para un grupo dado G, la
 serie(G(n)
 )sea una resolucion sin que
 (G(n)
 )lo sea.
 EJERCICIOS
 12.1 Verifique que S3 no tiene subgrupos normales de orden 2 y demuestre
 ası, de otra manera, que S3, siendo resoluble, no es nilpotente.
 12.2 Verifique en detalle que(G(n)
 )es una serie resolvente del grupo G. Es
 decir, establezca que D(G(n)
 )⊆ G(n+1). Concluya que G es nilpotente
 si y solo si(G(n)
 )es una resolucion de G.
 12.3 Sea (G, ·) un grupo.
 a) Demuestre que si existe un subgrupo H de G, H 6= {e} , tal queH = D (H) , G no es resoluble.
 b) Demuestre que si (G, ·) es finito y no resoluble, existe un subgrupo
 normal H de G, H 6= {e} , tal que H = D (H) .
 12.4 Demuestre que un grupo G 6= {e} es nilpotente si y solo si existe n ≥ 0
 tal que G(n) ⊆ Z (G) y G(n) 6= {e} .
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 12.5 Demuestre que si G es del tipo (p, q) , donde p < q son primos, entonces
 Z (G) = {e} , y concluya ası, de otra manera, que G no es nilpotente.
 12.6 Demuestre que si G es un grupo diedro generado por a, b con o (a) = 2
 y o (b) = q, entonces Z (G) 6= {e} si y solo si q es par, y que en tal
 caso Z (G) ={e, bq/2
 }. Concluya que si q es impar entonces G no es
 nilpotente. Demuestre ademas que si q es par entonces G/Z (G) ≈ G′
 donde G′ es el subgrupo de G generado por a y b2, y que si q > 4
 entonces G′ es diedro. Concluya de esto que G es nilpotente si y solo
 si q = 2n para algun n ≥ 2.
 12.7 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de
 G. Demuestre que
 [MH,NH] = [M,N ]H. (12.12)
 (Indicacion. Recuerde que MH = HM, NH = HN).
 12.8 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de
 G tales que H ⊆M y H ⊆ N. Demuestre que
 [M/H,N/H] = [M,N ]H/H (12.13)
 y que M/H ⊆ C (N/H) si y solo si [M : N ] ⊆ H. Concluya que
 M/H ⊆ Z (G/H) si y solo si [G,M ] ⊆ H.
 12.9 Use la relacion (12.13) del ejercicio anterior y la (12.12) del Ejercicio
 12.7 para demostrar inductivamente las relaciones (12.10) y (12.11).
 *12.10 Sean G un grupo nilpotente, H un subgrupo normal propio de G. De-
 muestre que existe a ∈ G tal que a /∈ H y que [a, x] ∈ H para todo
 x ∈ G, y que si n es mınimo tal que G(n) = {e} entonces G(k)∩H 6= {e}para todo 0 ≤ k ≤ n−1. Concluya que H∩Z (G) 6= {e} . (Indicacion:
 Use el hecho de que si H 6= G entonces Z (G/H) 6= {H}).
 *12.11 Sean p un primo, G un p−grupo no trivial, H un subgrupo normal de
 G, H 6= {e} . Demuestre que H ∩ Z (G) 6= {e} . Demuestre que la
 misma afirmacion es valida en todo grupo finito G cuyos subgrupos de
 Sylow sean todos normales.
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 12.12 Demuestre que un grupo simple es resoluble si y solo si es cıclico de
 orden primo.
 12.13 Sean G y G′ grupos, f : G −→ G′ un homomorfismo. Demuestre:
 a) Si A ⊆ G, f ([A]) = [f (A)] , y si f es un epimorfismo y [A] es
 normal en G entonces [f (A)] es normal en G′. ([A] es el subgrupo
 generado por A.)
 b) Si a, b ∈ G, f ([a, b]) = [f (a) , f (b)] .
 c) Si M, N son subgrupos de G, f ([M,N ]) = [f (M) , f (N)] .
 d) f(G(n)
 )= f (G)(n) para todo n.
 e) f(G(n)
 )⊆ f (G)(n) para todo n, y si f es un epimorfismo, f
 (G(n)
 )=
 (G′)(n) para todo n.
 12.14 Sean G y G′ grupos, f : G −→ G′ un homomorfismo. Demuestre:
 a) Si G es resoluble, f (G) tambien lo es. Si f es un monomorfismo
 y G′ es resoluble, tambien G es resoluble.
 b) Si G′ es nilpotente y f es un monomorfismo, G es nilpotente. Si
 f es un epimorfismo y G es nilpotente, G′ es nilpotente.
 c) Si G ≈ G′, G es nilpotente (respectivamente, resoluble) si y solo
 si G′ es nilpotente (respectivamente, resoluble).
 12.15 Sean G y G′ grupos, f : G −→ G′ un homomorfismo. Demuestre
 que f (Z (G)) ⊆ Z (f (G)) y que si f es un monomorfismo enton-
 ces f (Z (G)) = Z (f (G)) . Concluya que si f es un epimorfismo,
 f (Z (G)) ⊆ Z (G′) , y que si f es un isomorfismo, f (Z (G)) = Z (G′) .
 12.16 Demuestre que si H es un subgrupo nilpotente de G y K ⊆ Z (G) ,
 entonces H ∩K y HK son subgrupos nilpotentes de G.
 12.17 Demuestre que si H y K son subgrupos resolubles de G, K normal en
 G, H ∩K y HK son subgrupos resolubles de G.
 12.18 Sean G1 y G2 grupos, G1 × G2 el grupo producto. Verifique que si
 (a, b) , (c, d) ∈ G1×G2 entonces [(a, b) , (c, d)] = ([a, c] , [b, d]) , concluya
 que (G1 ×G2)(n) = G
 (n)1 ×G
 (n)2 , y demuestre que G1×G2 es nilpotente
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 si y solo si G1 y G2 lo son. Demuestre tambien que Dn (G1 ×G2) =
 Dn (G1) × Dn (G2) y que G1 × G2 es resoluble si y solo si G1 y G2 lo
 son. ¿Se pueden extender los anteriores resultados al producto de un
 numero finito G1 ×G2 × ...×Gn de grupos?
 12.19 Demuestre que si H y K son subgrupos normales de G tales que H ∩K = {e} y que H y K son nilpotentes (resolubles), entonces HK es un
 subgrupo nilpotente (resoluble) de G.
 12.20 Sea G un grupo finito cuyo centro Z (G) es diferente de {e} . Sean p
 un divisor primo de o (Z (G)) , a ∈ Z (G) con o (a) = p, H = [a] , P
 un p−subgrupo de Sylow de G. Demuestre que a ∈ P. (Indicacion.
 Sean G′ = G/H, ϕ : G −→ G′ el epimorfismo canonico. Verifique que
 si P ′ = ϕ (P ) entonces ϕ−1 (P ′) = PH y que P ′ ≈ PH/H ≈ P/H ∩ P.Concluya que no es posible que P ′ ≈ P ).
 *12.21 Use el Lemas 10.1 y el Corolario 10.4 (Capıtulo 10) para demostrar que
 si G es un grupo finito y P es un subgrupo de Sylow de G entonces
 N (N (P )) = N (P ) . Concluya entonces que un grupo finito G es
 nilpotente si y solo si N (H) 6= H cualquiera que sea el subgrupo propio
 H de G.
 12.22 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G tal que G/H es
 abeliano. Demuestre que existen subgrupos G = H0 ⊇ H1 ⊇ ... ⊇Hn = H de G tales que Hi es normal en Hi−1, i = 1, 2, ..., n, y que
 Hi−1/Hi es cıclico. Concluya que un grupo finito resoluble admite una
 serie de composicion cuyos subgrupos factores son todos cıclicos (y, por
 tanto, aquellos grupos factores no triviales son de orden primo). De
 hecho, demuestre que si G es no trivial, los grupos factores de tal serie
 pueden tomarse todos cıclicos de orden primo.
 12.23 Demuestre directamente (sin recurrir a la nocion de nilpotencia) que
 todo p−grupo finito (p un primo) es resoluble y que todo grupo finito
 cuyos subgrupos de Sylow sean todos normales tambien lo es.
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 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
 En los siguientes ejercicios se introducen conceptos y se dan resultados adi-
 cionales que pueden ser de interes e importancia en la teorıa de los grupos.
 Sus soluciones pueden necesitar recursos de cualquiera de los Capıtulos 2 a
 12 y constituyen entonces un buen repaso de todo el material y un buen
 entrenamiento para estudios mas avanzados en la teorıa de los grupos.
 S.1 Sea (G, ·) un grupo. Un homomorfismo f de G en sı mismo se deno-
 mina un endomorfismo de G. Si f es ademas biyectivo, es decir, un
 isomorfismo, se dice que f es un automorfismo de G.
 a) Sea G un grupo finito. Demuestre que todo endomorfismo inyec-
 tivo de G es automaticamente un automorfismo y que lo mismo
 es cierto de todo endomorfismo sobreyectivo.
 b) Demuestre que si G es un grupo, el conjunto Aut(G) de todos los
 automorfismos de G es, con la ley (◦) de composicion de funciones,
 un grupo, en el cual el elemento neutro es la aplicacion identica de
 G y en el cual el inverso de f es su aplicacion inversa. Demuestre
 que si G es finito y o (G) = n, Aut(G) es finito y o (Aut(G)) | n!.c) Sean G un grupo, a ∈ G. Demuestre que la aplicacion δa : G −→
 G dada por δa(x) = axa−1 es un automorfismo de G y que δ :
 G −→Aut(G) dada por δ(a) = δa es un homomorfismo de G en
 Aut(G) cuyo nucleo es el centro Z(G) de G.
 d) Sean G y δ como en (c). Demuestre que Auto(G) := δ(G) es
 un subgrupo normal de Aut(G), denominado el grupo de los au-
 tomorfismos interiores de G. Demuestre, mas precisamente, que
 f ◦ δa ◦ f−1 = δf(a) para todo a ∈ G y todo f ∈Aut(G).e) Sean G y δ como en (c) y (d). Demuestre que G/Z(G) ≈ Auto(G)
 mediante el isomorfismo δ obtenido de δ por paso al cociente (Teo-
 rema 6.2). Concluya que Auto(G) se reduce a la identidad si y
 solo si G es abeliano.
 S.2 Demuestre que si G es un grupo cıclico finito y n ∈ Z, f(x) = xn
 es un endomorfismo de G (Ejercicio S.1), el cual es un automorfismo
 (Ejercicio S.1) si y solo si mcd(n, o (G)) = 1. Mas aun, demuestre
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 que f(x) = xr, donde r es el resto de dividir n por o (G), y que todo
 automorfismo de G es de esta forma con mcd(r, o (G)) = 1.
 S.3 Si N∗ = Nr {0}, la aplicacion ϕ : N∗ −→ N definida por
 ϕ(n) = #{k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n, mcd(k, n) = 1}, n ≥ 1, (S.1)
 se denomina la funcion de Euler. Demuestre que si G es un grupo cıclico
 de orden n entonces o (Aut(G)) = ϕ(n).
 S.4 Sea G un grupo cıclico infinito. Demuestre que todo endomorfismo
 (Ejercicio S.1) de G es inyectivo y que los unicos automorfismos de G
 (Ejercicio S.1) son la identidad y f(x) = x−1.
 S.5 Sean m ∈ N, m > 1,y Zm el conjunto Z/mZ de las clases residuales
 modulo m. Escrıbase a = a+mZ. Demuestre que a ·b = ab+mZ define
 una ley de composicion interna sobre Zm, denominada la multiplicacion
 modulo m, y que a ·b 6= 0 si y solo sı m ∤ ab. Observese que a = r(a,m),
 donde r(a,m) es el resto de dividir a por m, y concluya que Um(Z) ={a ∈ Zm : 1 ≤ a < m, mcd(a,m) = 1} dotado de la multiplicacion (·)modulo m es un grupo en el cual el elemento neutro es 1. Si a ∈ Um(Z),¿como se determina el inverso(a)−1 de a? Demuestre que m es primo si
 y solo si Um(Z) = Z∗m = Zm r {0}.
 S.6 Sea (Um(Z), ·) como en el Ejercicio S.5. Demuestre que o (Um(Z)) =
 ϕ(m), donde ϕ es la funcion de Euler (Ejercicio S.3), y concluya que si
 mcd(a,m) = 1 entonces aϕ(m) ≡ 1(modm) (es decir, m |(aϕ(m) − 1
 )).
 Verifique que si m es primo, o (Um(Z)) = m − 1 y am−1 ≡ 1(modm)
 para todo a ∈ Z tal que m ∤ a.
 S.7 Sean m ∈ N, m > 1, y sea (Tm, ·) el grupo multiplicativo de las raıces
 m-esimas de la unidad:
 Tm = {wkm : k = 0, 1, 2, ...,m− 1}, wm = e2πi/m.
 Sea Um el conjunto de las raıces primitivas m−esimas de la unidad
 (Um = {wkm : 1 ≤ k < m,∣∣wkm
 ∣∣ = m}). Demuestre que wkm ∈ Um si y
 solo si mcd(k,m) = 1, y concluya que #(Um) = ϕ(m), donde ϕ es la
 funcion de Euler (Ejercicio 5.3). ¿Es Um un subgrupo de Tm?
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 S.8 Sean G = {a1, ..., an} un grupo abeliano finito y x = a1a2 · · · an.Demuestre que x2 = e y que si n es impar entonces x = e.
 S.9 Sean p un numero primo y x ∈ Z tal que x2 ≡ 1(mod p) (es decir,
 p | (x2 − 1)). Demuestre que x ≡ 1(mod p) o x ≡ −1(mod p).
 S.10 Sea p un numero primo impar y considere el grupo Up(Z) (Ejercicio S.5).Verifique que o (Up(Z)) = p− 1 y que si x = 1 · 2 · ... · (p− 1) entonces
 x2 = 1. Demuestre que entonces x = −1 = (p− 1)!, y concluya que
 (p−1)! = −1(mod p) y que (p−2)! ≡ 1(mod p). ¿Valen estas relaciones
 si p = 2? (La relacion (p− 1)! ≡ −1(mod p), valida para todo primo p,
 se conoce como el Teorema de Wilson.)
 S.11 Demuestre que todo grupo finito G de orden > 2 tiene al menos un
 automorfismo (Ejercicio S.1) distinto del automorfismo identico.
 S.12 Demuestre que un grupo abeliano es simple (Capıtulo 8) si y solo si es
 cıclico de orden primo.
 S.13 Demuestre que si G es un grupo simple no conmutativo entonces
 G ≈Auto(G) (Ejercicio S.1).
 S.14 Sean G un grupo finito y ϕ ∈Aut(G) tal que ϕ◦ϕ es la identidad de G.
 Supongase ademas que ϕ(x) = x implica que x = e. Demuestre que G
 es abeliano y que ϕ(a) = a−1 para todo a ∈ G. (Indicacion. Demuestre
 primero que la aplicacion ψ : G −→ G dada por ψ(x) = x−1ϕ(x)
 es inyectiva, y concluya que para todo a ∈ G existe x ∈ G tal que
 a = ψ(x).)
 S.15 Sean G un grupo y p un numero primo. Demuestre que un subgrupo
 finito H de G es un p−subgrupo de G (Capıtulo 10) si y solo si todo
 elemento de H tiene orden pk para algun k ≥ 0.
 S.16 Sean G y G′ grupos, H un subgrupo de G, p un numero primo, f un
 homomorfismo de G en G′. Demuestre que si H es un p−subgrupo de
 G (Capıtulo 10), tambien f(H) es un p−subgrupo de G′.
 S.17 Si G es un grupo finito y H es un p−subgrupo de Sylow de G (Capıtulo
 10), demuestre que H es el unico p−subgrupo de Sylow de N(H), el
 normalizador de H (Capıtulo 9).
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 S.18 Si H es un p−subgrupo de Sylow del grupo finito G (capıtulo 10)
 y a ∈ G es un elemento de G de orden pk, k ≥ 0, demuestre que
 aHa−1 = H si y solo si a ∈ H.
 S.19 Si H es un p−subgrupo de Sylow de G (Capıtulo 10) y a, b ∈ Z(H)
 son tales que b = xax−1 para algun x ∈ G, existe tambien y ∈ N(H)
 tal que b = yay−1. (Para la definicion de N(H), vease el Capıtulo 9.)
 S.20 Sean G un grupo finito, p un primo, H un p−subgrupo de Sylow de
 G (Capıtulo 10), el cual es normal en G. Demuestre que G/H es un
 grupo, ninguno de cuyos elementos tiene orden pk, k ≥ 1.
 S.21 Sean G y G′ grupos finitos, p un numero primo, P ′ un p−subgrupo
 de G′ (Capıtulo 10), f un monomorfismo de G en G′. Demuestre que
 f−1(P ′) es un p−subgrupo de G y que si P ′ es un p−subgrupo de Sylow
 de G′ (Capıtulo 10), el cual es normal en G′, tambien f−1(P ′) es un
 p−subgrupo de Sylow de G, normal en G. ¿Que se puede decir si P ′ no
 es normal en G′?
 S.22 Sean G un grupo finito, p un primo, P un p−subgrupo de Sylow de G
 (Capıtulo 10) tal que P ⊆ Z(G). Demuestre que existe un subgrupo
 normal H de G tal que H ∩ P = {e} y que G = HP .
 S.23 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo, P
 un p−subgrupo de Sylow de G (Capıtulo 10). Demuestre que H ∩ P
 es un p−subgrupo de Sylow de H y que HP/H es un p− subgrupo de
 Sylow de G/H.
 S.24 ¿Es cıclico un grupo infinito en el cual {x : xn = e} tiene a lo sumo n
 elementos para todo n ∈ N, n ≥ 1. (Indicacion. Considere (Z× Z,+),
 Capıtulo 7).
 S.25 Demuestre que si H es un subgrupo normal de G y C(H) =⋂a∈H
 C(a),
 donde C(a) es el centralizador de a en G (Capıtulo 9), entonces C(H)
 es un subgrupo normal de G.
 S.26 Considere el grupo simetrico Sn, n ≥ 1 (Capıtulo 8), y sea σ un
 p−ciclo, 1 ≤ p ≤ n. ¿Cuantos conjugados tiene σ en Sn? ¿Cual es
 el orden del centralizador C(σ) de σ en Sn. ( Respuestas. n!/p(n −
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 p)!, p(n− p)!). Describa explıcitamente CL(σ) y C(σ) cuando p = 1 y
 cuando p = n. (Respuestas. {e}, Sn si p = 1; {(1, i2, ..., in : 1 < ik ≤n, k = 2, ..., n, ik 6= ih si k 6= h}, {σk : 1 ≤ k ≤ n} si p = n).
 S.27 ¿Cuantos conjugados tiene la permutacion σ = (1, 2)(3, 4) en S4? ¿Cual
 es el orden de C(σ)? ¿Que son CL(σ) y C(σ)?
 ( Respuestas. 3, 8, CL(σ) = {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)},C(σ) = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 2), (3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 3, 2, 4),(1, 4, 2, 3)}).
 S.28 Sea G un grupo. Se dice que un subgrupo M de G es maximal si no
 existe ningun subgrupo propio N de G tal que M ⊆ N ⊆ G y N 6=M .
 Se dice que M es normal maximal si M es normal y no existe ningun
 subgrupo normal propio N de G tal que M ⊆ N ⊆ G y N 6=M .
 a) Demuestre que si G es finito, dado un subgrupo H de G, H 6= G,
 siempre existe un subgrupo maximal M de G, M 6= G, tal que
 H ⊆M .
 b) Demuestre que si H en (a) es normal, M puede tomarse normal
 maximal.
 c) Demuestre que en todo grupo finito no trivial existen subgrupos
 maximales y subgrupos normales maximales distintos de todo el
 grupo.
 d) Demuestre que si M es un subgrupo normal de G, M es normal
 maximal si y solo si G/M es un grupo simple.
 e) Demuestre que si G es un grupo simple no trivial G ⊇ {e} es
 una serie de composicion de G, y la unica posible con factores no
 triviales.
 f ) Demuestre que si G es un grupo finito, G admite una serie de
 composicion G =M0 ⊇M1 ⊇ ... ⊇Mn = {e}.
 S.29 Sean G un grupo, H un subgrupo de G. Se dice que H es un subgrupo
 invariante o un subgrupo caracterıstico de G si f(H) = H cualquiera
 que sea el automorfismo f de G.
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 a) Demuestre que si H es un subgrupo invariante de G, G es un
 subgrupo normal de G. (Lo recıproco es falso, pero no es facil de
 verificar).
 b) Demuestre que si G es finito, p es primo y H es un p−subgrupo
 de Sylow de G (Capıtulo 10), H es invariante si y solo si H es
 normal en G.
 c) Demuestre que H es caracterıstico si y solo si f(H) ⊆ H o f(H) ⊇H para todo automorfismo f de G.
 d) Demuestre que siM y N son subgrupos caracterısticos de G,M ∩N y MN son ambos subgrupos caracterısticos de G.
 e) Sean G un grupo, M un subgrupo caracterıstico de G, N un sub-
 grupo caracterıstico de M . Demuestre que N es un subgrupo ca-
 racterıstico de G. Demuestre ademas que si solo se supone que M
 es normal en G, se puede aun concluir que N es normal en G. ¿Es
 cierto que si M es normal en G y N es normal en M entonces N
 es normal en G? (Vease el Ejercicio 8.18).
 f ) Demuestre que Z(G) es un subgrupo caracterıstico de G.
 S.30 Sean G un grupo, a ∈ G, H un subgrupo de G, C(a) el centralizador
 de a, N(H) el normalizador de H (Capıtulo 9). Demuestre que:
 a) C(xax−1) = xC(a)x−1 para todo x ∈ G.
 b) N(xHx−1) = xN(H)x−1 para todo x ∈ G.
 c) C(ϕ(a)) = ϕC(a) para todo ϕ ∈Aut(G).d) N(ϕ(H)) = ϕN(H) para todo ϕ ∈Aut(G).e) Si H es caracterıstico, N(H) = G.
 S.31 Sean G un grupo, Z0(G) = {e}, Z1(G) = Z(G) su centro. Sea ϕ1 :
 G −→ G/Z1(G) el epimorfismo canonico. Definimos
 Z2(G) = ϕ−11 (Z(G/Z1(G)),
 e inductivamente Zn+1(G) = ϕ−1n (Z(G/Zn(G)), n ≥ 1. Se obtiene
 ası una sucesion (Zn(G)), n ≥ 0, de subgrupos normales de G tales que
 Zn(G) ⊆ Zn+1(G), n ≥ 0. Demuestre que
 Zn+1(G)/Zn(G) ≈ Z(G/Zn(G)), n ≥ 0 (S.2)
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 (La sucesion ascendente (Zn(G)) se denomina la serie central de G).
 S.32 Demuestre que si G y G′ son grupos y f : G −→ G es un isomorfismo,
 entonces f induce un isomorfismo f1 : Z(G) −→ Z(G′). Demuestre a
 su vez que f1 induce un isomorfismof1 : G/Z(G) −→ G′/Z(G′), e iso-
 morfismos f2 : Z(G/Z(G)) −→ Z(G′/Z(G′)) y f2 : Z2(G) −→ Z2(G′).
 Continuando de esta manera, establezca la existencia de isomorfismos
 fn : Z(G/Zn−1(G)) −→ Z(G′/Zn−1(G′)) y fn : Zn(G) −→ Zn(G
 ′) pa-
 ra todo n ≥ 1. Es decir, si G ≈ G′, entonces Zn(G) ≈ Zn(G′) y
 Z(G/Zn(G)) ≈ Z(G/Zn(G′)) para todo n ≥ 0.
 S.33 Demuestre inductivamente que si G es un grupo entonces
 Zn+1(G)/Z(G) ≈ Zn(G/Z(G)), n ≥ 0, (S.3)
 y concluya (con Z = Z(G)) que
 Zn+1(G)/Zn(G) ≈ Zn(G/Z)/Zn−1(G/Z), n ≥ 1. (S.4)
 (Use los resultados de los Ejercicios S.31 y S.32).
 S.34 Use los resultados del Ejercicio S.33 para demostrar que un grupo finito
 G es nilpotente si y solo si existe m ≥ 1 tal que Zn(G) = G para todo
 n ≥ m (haga induccion sobre o (G)). Concluya que (Zn(G)) es una
 resolucion de G si y solo si G es nilpotente.
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 Teorıa elemental de cuerpos
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CAPITULO 13
 Extensiones algebraicas de los cuerpos numericos
 La teorıa de los polinomios sobre los dominios y cuerpos numericos es el
 corazon del algebra clasica. Pensamos que considerar estos casos especiales,
 particularmente ricos, puede ser una excelente motivacion para el estudio de
 sus contrapartes abstractas. Las analogıas entre ambos casos pueden ser,
 ademas, de gran ayuda para la comprension de estas ultimas.
 Iniciamos considerando algunas estructuras que se generan naturalmente den-
 tro de los numeros complejos: sistemas, dominios y cuerpos numericos.
 Si S ⊆ C es tal que
 i. 0, 1 ∈ S,
 ii. Dados a, b ∈ S, tambien a+ b y ab ∈ S,
 se dice que (S,+, ·) es un sistema numerico. Por ejemplo, (N,+, ·) es un sis-
 tema numerico. Por otra parte, si (S,+, ·) es un sistema numerico entonces
 0, 1 ∈ S, y si n ∈ N es tal que n ∈ S, (ii) implica que tambien n + 1 ∈ S.
 Luego S es inductivo, ası que N ⊆ S; es decir, todo sistema numerico contiene
 los numeros naturales. Otros sistemas numericos son (R+,+, ·) y (Q+,+, ·) ,donde Q+ = Q ∩ R+.
 243
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 Si (S,+, ·) es un sistema numerico tal que
 iii. −S = {−a : a ∈ S} ⊆ S,
 ası que −S = S, se dice que (S,+, ·) es un sistema aditivamente simetrico,
 o un dominio numerico, o, simplemente, que es un dominio. Un dominio es
 entonces un sistema numerico que contiene los inversos aditivos de sus ele-
 mentos. Es claro, por ejemplo que (Z,+, ·) es un dominio, y que si (S,+, ·) esun dominio entonces Z ⊆ S (pues, como N ⊆ S, tambien (−N) ⊆ S) ası que
 todo dominio contiene los enteros. Un dominio interesante es, como veremos
 mas adelante, Z [i] = {a+ bi : a, b ∈ Z, i2 = −1}, denominado el dominio de
 los enteros de Gauss , el cual no esta exento de importancia.
 Si (K,+, ·) es un dominio y K∗ = K r {0} es tal que
 (K∗)−1 = {a−1 : a ∈ K∗} ⊆ K∗,
 o sea, que (K∗)−1 = K∗, se dice que (K,+, ·) es un dominio multiplicativa-
 mente simetrico , que es un cuerpo numerico o, simplemente, que es un cuer-
 po. Por ejemplo (Q,+, ·) , (R,+, ·) , (C,+, ·) son cuerpos, y si (K,+, ·) es uncuerpo, entonces Q ⊆ K. En efecto, Z∗ = Zr {0} ⊆ K∗, ası que si a, b ∈ Z,b 6= 0, entonces b−1 ∈ K, y, en virtud de (ii) , tambien a/b = ab−1 ∈ K. Un
 cuerpo es entonces un dominio que contiene, junto con sus elementos no nu-
 los, los inversos multiplicativos de estos. Como es claro, el dominio (Z,+, ·) ,no es un cuerpo.
 Si K,L son cuerpos numericos y K ⊆ L, se dice que K es un subcuerpo de
 L o que L es una extension de K. En vista de lo anterior, todo cuerpo es un
 subcuerpo de C y una extension de Q. Es claro, por ejemplo, que
 Q[√
 2]:= {a+ b
 √2 : a, b ∈ Q} (13.1)
 es un cuerpo numerico, el cual es un subcuerpo de R (Ejercicio 13.17), mien-
 tras que
 Q [i] := {a+ bi : a, b ∈ Q, i2 = −1} (13.2)
 es tambien un cuerpo que extiende propiamente a Q pero no es un subcuerpo
 de R (basta observar que i ∈ Q [i]) (Ejercicio 13.17). Por el contrario, el
 conjunto
 Q := {a+ b3√2 : a, b ∈ Q} (13.3)
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 no es un cuerpo, pues el producto no es cerrado, (vease el Ejercicio 13.1),
 mientras que
 Q[
 3√2]:= {a+ b
 3√2 + c
 3√4 : a, b, c ∈ Q} (13.4)
 sı lo es(vease Ejercicio 13.18). Notese que
 C = R [i] := {a+ bi : a, b ∈ R, i2 = −1} (13.5)
 Teorema 13.1. Si (S,+, ·) es un dominio, existe un cuerpo(S,+, ·
 )tal
 que
 1. S ⊆ S,
 2. Si K es un cuerpo y S ⊆ K, entonces S ⊆ K.
 Demostracion. Como se verifica inmediatamente, si S∗ = S r {0}, entonces
 S := {a/b : a ∈ S, b ∈ S∗} (13.6)
 es un cuerpo que satisface (1) y (2) . �
 Definicion 13.1. Si (S,+, ·) es un dominio, se dice que(S,+, ·
 )es el cuer-
 po de cocientes de (S,+, ·) .
 Nota 13.1. Si (S,+, ·) es un sistema numerico, siempre existe un dominio
 numerico(S,+, ·
 )tal que
 1. S ⊆ S,
 2. Si (S ′,+, ·) es un dominio numerico y S ⊆ S ′, entonces S ⊆ S ′.
 Basta, en efecto, tomar S = S ∪ (−S) . Se dice que S es el dominio de
 saldos o el dominio de activos y pasivos de S (este lenguaje proviene de la
 contabilidad, oficio en el cual se origino el concepto). Notese que N= Z y
 que Z= Q. Si S es ya un dominio, es claro que S = S. Y si S es un cuerpo,
 entonces S = S.
 Sean (S,+, ·) un dominio numerico y x /∈ C un objeto fijo. El conjunto de
 las sumas “formales”
 f (x) =∞∑
 k=0
 akxk (13.7)
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 tales que ak ∈ S y para algun m ≥ 0, ak = 0 para todo k ≥ m, ası que la
 suma en (13.7) es realmente finita), se denomina el sistema de los polinomios
 sobre S en la indeterminada x y se denota con S [x] . Se entiende que
 ∞∑
 k=0
 akxk =
 ∞∑
 k=0
 bkxk
 si y solo si ak = bk para todo k ≥ 0.
 A pesar de la notacion funcional utilizada, f (x) ∈ S [x] no es, en principio,
 una funcion (notese que x es un objeto fijo, no una variable). Sin embargo,
 f (x) define de manera natural una funcion f : S −→ S, por
 f (s) =∞∑
 k=0
 aksk. (13.8)
 Notese que la suma de la derecha en (13.8) es finita y define efectivamente
 un elemento de S. Aunque en el caso de los sistemas numericos no es muy
 importante distinguir entre el polinomio f (x) y la funcion f, es mejor ha-
 cerlo, ası sea por las razones siguientes: en primer lugar, si (K,+, ·) es otrodominio tal que S ⊆ K, tambien S [x] ⊆ K [x] , ası que f (x) ∈ K [x] , y
 por lo tanto, f (x) define tambien, de manera natural, una aplicacion de K
 en sı mismo, por medio de (13.8), la cual se denotarıa aun con f. Ası la
 funcion f definida por f (x) no esta unıvocamente determinada. Por otra
 parte, no se puede excluir, a priori, que exista otro polinomio g (x) ∈ S [x] ,
 g (x) 6= f (x) , tal que g (s) = f (s) para todo s ∈ S (esto no se da en el caso
 de los polinomios sobre los sistemas numericos, pero puede darse en el de los
 polinomios sobre dominios finitos, a los cuales extenderemos, en el futuro, la
 nocion de polinomio).
 Si f (x) es como en (13.7) y ak = 0 para k > m, es usual escribir
 f (x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·+ amx
 m. (13.9)
 Notese que esto sugiere que x0 = 1 y x1 = x, lo cual aceptaremos en lo que
 sigue, y no excluye que ak = 0 para k ≤ m. Definimos
 0 (x) =∞∑
 k=0
 akxk, ak = 0 para todo k, (13.10)
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 y
 1 (x) :=∞∑
 k=0
 bkxk, b0 = 1, bk = 0 para todo k > 0, (13.11)
 ası que, segun (13.9),
 0 (x) = 0, 1 (x) = 1 (13.12)
 lo cual identifica los polinomios 0 (x) y 1 (x) , respectivamente, con los nume-
 ros 0 y 1. De hecho, S puede considerarse como un subconjunto de S [x] ,
 identificando a ∈ S con el polinomio a+0x+0x2 + · · · (a0 = a, ak = 0 para
 todo k > 0). Para f (x) como en (13.9), definimos
 −f(x) = (−f) (x) :=∞∑
 k=0
 (−ak) xk. (13.13)
 Es claro que (−f) (x) ∈ S [x] .
 Si f (x) =∞∑k=0
 akxk y g (x) =
 ∞∑k=0
 bkxk estan en S [x] , definimos tambien
 f (x) + g (x) :=∞∑
 k=0
 (ak + bk) xk. (13.14)
 Observese que
 f (x) + g (x) ∈ S [x] , (13.15)
 pues si ak = 0 para k > m y bk = 0 para k > n, entonces
 ak + bk = 0, k > max {m,n} . (13.16)
 Notese tambien que
 f (x) + 0 (x) = f (x) + 0 = f (x) = 0 + f (x) = 0 (x) + f (x) . (13.17)
 Por otra parte,
 f (x) + (−f) (x) = (−f) (x) + f (x) = 0 (x) . (13.18)
 Tambien es obvio que
 (f (x) + g (x)) + h (x) = f (x) + (g (x) + h (x)) (13.19)
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 y que
 f (x) + g (x) = g (x) + f (x) . (13.20)
 Definamos ahora
 f (x) · g (x) = f (x) g (x) :=∞∑
 k=0
 ckxk, (13.21)
 donde
 ck =k∑
 i=0
 aibk−i =k∑
 i=0
 ak−ibi =∑
 i+j=k
 aibj. (13.22)
 Notese que si i+ j = k > m+ n entonces i > m o j > n, ası que
 ck = 0, k > m+ n; cm+n = ambn. (13.23)
 La segunda relacion en (13.23) resulta de observar que si i + j = m + n e
 i < m entonces j > n, y si j < n entonces i > m. Ademas, i = m si y solo
 si j = n. Entonces
 f (x) · g (x) ∈ S [x] , (13.24)
 y, como es obvio,
 f (x) · 1 (x) = f (x) · 1 = f (x) = 1 · f (x) = 1 (x) · f (x) . (13.25)
 Veamos que
 (f (x) g (x))h (x) = f (x) (g (x)h (x)) . (13.26)
 Escribamos f (x) =∞∑k=0
 akxk, g (x) =
 ∞∑k=0
 bkxk, h (x) =
 ∞∑k=0
 ckxk, y suponga-
 mos que f (x) (g (x)h (x)) =∞∑k=0
 dkxk y (f (x) g (x))h (x) =
 ∞∑k=0
 lkxk. Enton-
 ces
 dm =m∑
 i=0
 am−i
 (i∑
 j=0
 bi−jcj
 )=
 m∑
 (i,j)∈Tam−ibi−jcj
 =m∑
 j=0
 m∑
 i=j
 am−ibi−jcj =m∑
 j=0
 (m−j∑
 k=0
 am−j−kbk
 )cj,
 donde T = {(i, j) : 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ i} = {(i, j) : 0 ≤ j ≤ m, j ≤ i ≤ m}(vease Figura 13.1) y k = i − j, j fijo. Entonces, dm = lm, m ≥ 0. Esto
 demuestra la afirmacion.
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 (m,m)m
 j
 i0
 m
 Figura 13.1
 La region de sumacion es el triangulo de vertices 0, m, (m,m) . (Para cada
 0 ≤ i ≤ m, la suma es sobre el segmento vertical. Para cada 0 ≤ j ≤ m,
 fijo, sobre el segmento horizontal).
 Es tambien claro que
 f (x) · 0 (x) = f (x) · 0 = 0 = 0 · f (x) = 0 (x) · f (x) . (13.27)
 y que
 f (x) (g (x) + h (x)) = f (x) g (x) + f (x)h (x) ,
 (g (x) + h (x)) f (x) = g (x) f (x) + h (x) f (x) .
 (13.28)
 De (13.22) se deduce finalmente que
 f (x) g (x) = g (x) f (x) . (13.29)
 Sean (S,+, ·) un dominio numerico, y f (x) =∞∑k=0
 akxk ∈ S [x] . Entonces,
 existe m ≥ 0 tal que ak = 0 para todo k > m. Si am 6= 0, esto es si
 f(x) 6= 0(x) se dice que f (x) tiene grado m, o que es un polinomio de grado
 m. Se dice tambien que m es el grado de f (x) y escribimos
 grad(f (x)) := m,
 o tambien
 grad(f (x)) := max{k : ak 6= 0} ≥ 0. (13.30)
 Convendremos en que
 grad(0 (x)) := −∞. (13.31)

Page 262
                        

250 CAPITULO 13. EXTENSIONES ALGEBRAICAS DE LOS CUERPOS NUMERICOS
 Esta convencion es util teniendo en cuenta que, como se acepta usualmente,
 −∞ < a y −∞+ a = a+ (−∞) = −∞, para todo a ∈ R
 Teorema 13.2. Si (S,+, ·) es un dominio y f (x) , g (x) ∈ S [x] , entonces
 grad(f (x) + g (x)) ≤ max (grad(f (x)), grad(g (x))) (13.32)
 y
 grad(f (x) g (x)) = grad(f (x)) + grad(g (x)). (13.33)
 Demostracion. Resulta inmediatamente de las relaciones (13.16) y (13.23).
 Observese que (13.32) es aun valida si f (x) + g (x) = 0 y que (13.33) tam-
 bien lo es si f (x) g (x) = 0, pues, como se deduce de (13.23) y (13.27),
 f (x) g (x) = 0 si y solo si f (x) = 0 o g (x) = 0. �
 De (13.33) se deduce tambien que
 grad(f (x)) ≤ grad(f (x) g (x)) (13.34)
 cualquiera que sea g (x) ∈ S [x] , g (x) 6= 0. Es claro ademas que grad(f (x))
 = 0 si y solo si f (x) = a ∈ S, a 6= 0.
 Definicion 13.2. Sean f (x) , g (x) ∈ S [x] . Se dice que f (x) divide a g (x)
 en S [x] , que f (x) es un divisor de g (x) en S [x] , o que f (x) es un factor de
 g (x) en S [x] , si f (x) 6= 0, y existe h (x) ∈ S [x] tal que g (x) = f (x)h (x) .
 Se escribe f (x) | g (x) en S [x] . Si f (x) = 0, o si f (x) no es un divisor de
 g (x) , escribiremos f (x) ∤ g (x) .
 Notese que el escribir f (x) | g (x) asegura entonces que f (x) 6= 0.
 Sean (S,+, ·) un dominio y f (x) , g (x) , h (x) ∈ S [x] . Si f (x) 6= 0 entonces
 f (x) | 0, y si f (x) | g (x) y g (x) 6= 0 se tiene que grad(f (x)) ≤grad(g (x)). Tambien
 f (x) | f (x) , f (x) 6= 0 (13.35)
 y
 Si f (x) | g (x) y g (x) | h (x) , entonces f (x) | h (x) . (13.36)
 Ademas,
 Si f (x) | g (x) y g (x) | f (x) , entonces f (x) = ag (x) , (13.37)
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 donde a ∈ S es tal que a−1 ∈ S.
 Si (S,+, ·) un dominio y a ∈ S es tal que a−1 ∈ S, se dice que a es mul-
 tiplicativamente invertible en S o que a es una unidad de S. El elemento
 unidad 1 de S es una unidad de S. Sin embargo, no toda unidad de S es un
 elemento unidad de S. Por ejemplo, si S = Z, 1,−1 son (las unicas) unidades
 de S, y −1 no es un elemento unidad de S. Si (S,+, ·) es un cuerpo, todo
 elemento no nulo de S es de hecho una unidad. Si S = Z [i] es el dominio
 de los enteros de Gauss, las unicas unidades de S son ±1 y ±i. Esto se
 deduce de observar que si a + bi ∈ Z [i] y a + bi 6= 0, el inverso de a + bi en
 C es (a− bi) / (a2 + b2) , y como a/a2 + b2 y b/a2 + b2 deben ser enteros, si
 queremos que (a+ bi)−1 ∈ Z [i] , esto solo es posible cuando a = ±1 y b = 0
 o a = 0 y b = ±1.
 Definicion 13.3. Si f (x) , g (x) ∈ S [x] y f (x) = ag (x) donde a es una
 unidad de S, se dice que f (x) y g (x) estan o son asociados en S [x] , y se
 escribe f (x) ∼ g (x) (modS).
 Es claro que si f (x) | h (x) y g (x) ∼ f (x) (modS), tambien g (x) | h (x) .Ademas, si f (x) g (x) 6= 0,
 f (x) | g (x) y g (x) | f (x) si y solo si f (x) ∼ g (x) (modS). (13.38)
 La teorıa de la divisibilidad de polinomios sobre un dominio numerico S pre-
 senta caracterısticas que son frecuentemente mejor comprendidas si se tiene
 en cuenta que S [x] ⊆ S [x] , donde S es el cuerpo de cocientes de S, como
 sera claro mas adelante (vease la Nota 13.22). De hecho, la teorıa de la divi-
 sibilidad de polinomios sobre cuerpos es mas rica, accesible y util de lo que
 suele serlo la teorıa sobre dominios. Por esta razon haremos mayor enfasis,
 en lo que sigue, en los polinomios sobre cuerpos, aunque algo diremos, cuan-
 do sea facil hacerlo, acerca de los polinomios sobre dominios. Dejaremos, sin
 embargo, muchos aspectos de la teorıa sobre dominios a la consideracion de
 capıtulos posteriores y, algunas veces, inclusive, a la de cursos mas avanzados
 de algebra.
 El teorema siguiente, por ejemplo, marca una diferencia notable entre el com-
 portamiento de los polinomios sobre dominios y sobre cuerpos.
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 Teorema 13.3. Sean f (x) , g (x) ∈ K [x] donde K es un cuerpo numerico.
 Si g (x) 6= 0, existen polinomios q (x) , r (x) ∈ K [x] tales que
 grad(r (x)) <grad(g (x)) y que
 f (x) = q (x) g (x) + r (x) . (13.39)
 Ademas, q (x) y r (x) estan unıvocamente determinados por f (x) y g (x) .
 Demostracion. La validez de (13.39) es evidente en cualquiera de las dos
 siguientes circunstancias: (i) , grad(f (x)) < grad(g (x)) (tomese q (x) = 0 y
 r (x) = f (x)), y (ii) , g (x) = b ∈ K, b 6= 0 (con q (x) = b−1f (x) y r (x) = 0).
 Supongamos entonces que grad(f (x)) ≥ grad(g (x)) ≥ 1, e, inductivamente,
 que (13.39) vale para todo polinomio cuyo grado es estrıctamente menor que
 grad(f (x)) . Si entonces f (x) = amxm + · · · + a0 y g (x) = bnx
 n + · · · + b0con ambn 6= 0 y m ≥ n ≥ 1, al definir
 f (x) = f (x)− b−1n amx
 m−ng (x)
 se obtiene que grad(f (x)) < grad(f (x)) , ası que
 f (x) = q (x) g (x) + r (x)
 donde q (x) , r (x) ∈ K [x] y grad(r (x)) < grad(g (x)) , de lo cual se deduce
 que
 f (x) = q (x) g (x) + r (x)
 con q (x) = b−1n amx
 m−n+ q (x) y r (x) = r (x) . Esto establece (13.39). Para
 demostrar la unicidad de q (x) y r (x) , supongase que tambien
 f (x) = q′ (x) g (x) + r′ (x) con grad(r′ (x)) < grad(g (x)) . Entonces
 (q (x)− q′ (x)) g (x) = r′ (x)− r (x) ,
 lo cual, dado que g (x) 6= 0 y que grad(r′ (x)− r (x)) < grad(g (x)) , solo es
 posible si q (x) = q′ (x) , en cuyo caso, tambien r (x) = r′ (x) . Esto demues-
 tra el teorema. �
 Si q (x) y r (x) son como en (13.39), se dice que q (x) es el cociente y que
 r (x) es el residuo (o resto) de dividir f (x) por g (x) en K [x] . Escribiremos
 q (x) = q (f (x) , g (x)) , r (x) = r (f (x) , g (x)) . (13.40)
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 En lugar de (13.39) es tambien corriente escribir
 f (x)
 g (x)= q (x) +
 r (x)
 g (x). (13.41)
 Ası,x2 − 1
 x− 1= x+ 1 +
 0
 x− 1= x+ 1,
 x2 − 5x+ 6
 x− 1= x− 4 +
 2
 x− 1
 Nota 13.2. El Teorema 13.3 se conoce como el algoritmo euclıdeo de la
 division. El proceso de demostracion de (13.39) es en efecto algorıtmico
 (repetitivo de los mismos pasos un numero finito de veces), y consiste, basi-
 camente, en reducir el problema al caso grad(f (x)) < grad(g (x)) (la afir-
 macion es inmediata si g (x) = b ∈ K, b 6= 0). Por esta razon se sustrae
 b−1n amx
 m−ng (x) de f (x) para obtener f (x) = cm−kxm−k + · · ·+ c0, k ≥ 1, y,
 si aun m − k > n, se repetira este paso y se sustraera b−1n cm−kx
 m−k−ng (x) ,
 y ası sucesivamente. El proposito se lograra en un numero finito de pasos.
 Para conocer como se ordenan las cosas para llevar esto a cabo sistematica-
 mente, consultese cualquier texto de algebra elemental. Por ejemplo [1] o [8].
 Nota 13.3. Como es facil comprobarlo, el Teorema 13.3 es aun valido si K
 es cualquier dominio numerico, cuando g (x) = bnxn + · · · + b0 con n ≥ 0 y
 bn = 1. Por ejemplo,
 x5 − 3x4 + 2x3 − 3x2 + 2x+ 1
 x2 − 3x+ 2= x3 − 3 +
 (−7) x+ 7
 x2 − 3x+ 2.
 Si bn 6= 1, el resultado puede ser, sin embargo, falso. Por ejemplo, no existen
 q (x), r (x) ∈ Z [x] tales que x2 − 1 = q (x) (2x) + r (x) con r (x) ∈ Z.
 Nota 13.4. Si L es una extension de K entonces K [x] ⊆ L [x] , y si
 f (x) , g (x) ∈ K [x] , tambien f (x) , g (x) ∈ L [x] . Como es claro, q (f (x) , g (x))
 y r (f (x) , g (x)) son independientes de donde se efectue la division: K [x]
 o L [x] .
 Nota 13.5. Como es tambien claro, si K es un cuerpo, g (x) | f (x) en K [x]
 si y solo si r (f (x) , g (x)) = 0.
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 El siguiente corolario del Teorema 13.3, aunque es una consecuencia sencilla
 tiene, sin embargo, gran importancia. Recordamos que si f (x) = amxm +
 · · ·+ a0 ∈ K [x] , f (x) define una aplicacion f : K −→ K dada por
 f (s) = amsm + · · ·+ a0 (13.42)
 para todo s ∈ K
 Corolario 13.1. Si K es un cuerpo, a ∈ K y f (x) ∈ K [x] , entonces
 f (x) = q (x) (x− a) + f (a) (13.43)
 donde q (x) ∈ K [x] .
 Demostracion. Segun (13.39), f (x) = q (x) (x− a)+ r (x) donde q (x) , r (x)
 ∈ K [x] y grad(r (x)) < grad(x− a) = 1, ası que r (x) = b ∈ K. Como
 f (a) = q (a) (a− a) + b = 0 + b = b, la afirmacion queda demostrada. �
 Definicion 13.4. Si K es un dominio numerico, f (x) ∈ K [x] , y a ∈ K es
 tal que f (a) = 0, se dice que a es una raız de f (x) en K.
 Del Corolario 13.1 se deduce entonces que
 Corolario 13.2. Si K es un cuerpo, a ∈ K y f (x) ∈ K [x] , a es una raız
 de f (x) en K si y solo si existe q (x) ∈ K [x] tal que
 f (x) = q (x) (x− a) . (13.44)
 Esto implica, por otra parte, que:
 Teorema 13.4. Si K es un cuerpo, f (x) ∈ K [x] y grad(f (x)) = n ≥ 0,
 entonces f (x) tiene a lo sumo n raıces distintas en K.
 Demostracion. La afirmacion es clara si grad(f (x)) = 0, 1. Puede suceder
 que f (x) no tenga raıces en K cuando n > 1, con lo cual la afirmacion del
 teorema es trivialmente cierta. Pero si f (x) tiene al menos una raız a ∈ K,
 es posible escoger g (x) ∈ K [x] tal que f (x) = g (x) (x− a) , y cualquier
 raız de f (x) distinta de a sera una raız de g (x) . Como grad(g (x)) = n− 1,
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 razonando inductivamente podemos suponer que g (x) tiene a lo sumo n− 1
 raıces distintas en K. Entonces f (x) tendra a lo sumo n raıces distintas en
 K. �
 Nota 13.6. Como es claro, si f (x) ∈ K [x] y grad(f (x)) = n ≥ 0, f (x)
 tendra a lo sumo n raıces distintas en cualquier extension L de K. Puede
 suceder, sin embargo, que f (x) tenga una o mas raıces en L y ninguna en
 K. Por ejemplo, f (x) = x2 + 1 ∈ R [x] no tiene ninguna raız en R, pero iy −i son raıces de f (x) en C. Notese, sin embargo, que toda raız de f (x)
 en K es una raız de f (x) en L. Se deduce tambien que si f (x) ∈ K [x] y
 grad(f (x)) < n, f (x) tendra n o mas raıces en K si y solo si f (x) = 0, en cu-
 yo caso todo elemento de K es raız. Esto implica que si f (x) , g (x) ∈ K [x] ,
 f (x) , g (x) definen la misma funcion ϕ : L −→ L (ϕ (a) = f (a) = g (a) para
 todo a ∈ L) en alguna extension L de K si y solo si f (x) = g (x) (pues
 h (x) = f (x)− g (x) tendrıa infinitas soluciones en L).
 Nota 13.7. Como es facil de verificar, los Corolarios 13.1 y 13.2, ası como
 el Teorema 13.4, son aun validos si K es simplemente un dominio. Observe-
 se tambien que si z ∈ C y n ≥ 1, el Teorema 13.4 aplicado al polinomio
 xn − z ∈ C [x] asegura que z tiene a lo sumo n raıces n−esimas distintas en
 C, y como las zk, k = 0, 1, ..., n − 1 son n raıces n−esimas de z, distintas
 entre si, se concluye, de manera distinta de la usada en la demostracion del
 Teorema 1.23 del Capıtulo 1, que z tiene exactamente n raıces n−esimas
 (distintas) en C.
 Definicion 13.4. Se dice que un cuerpo numerico K es algebraicamente
 cerrado, o, simplemente, que es cerrado, si todo polinomio f (x) ∈ K [x] con
 grad(f (x)) ≥ 1, tiene al menos una raız a ∈ K.
 Ni Q ni R son cerrados, pues x2 + 1 ∈ Q [x] ⊆ R [x] , pero ninguna de sus
 raıces, i,−i, esta en Q o R.
 Teorema 13.5. Un cuerpo numerico K es algebraicamente cerrado si y solo
 si todo polinomio f (x) ∈ K [x] , con grad(f (x)) = n ≥ 1, se escribe en la
 forma
 f (x) = a (x− a1) · · · (x− an) , (13.45)
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 donde a 6= 0 y los ak, k = 1, ..., n, estan en K.
 Demostracion. Supongamos primero que K es cerrado y que f (x) ∈ K [x]
 tiene grado n ≥ 1. Si n = 1, ası que f (x) = ax + b, a, b ∈ K, a 6= 0,
 entonces f (x) = a (x− a1) , con a1 = −b/a ∈ K. Supongamos enton-
 ces que n > 1, y sea an ∈ K tal que f (an) = 0. En virtud de (13.44),
 Corolario 13.2, existe q (x) ∈ K [x] tal que f (x) = q (x) (x− an) , y como
 grad(q (x)) = n−1 ≥ 1, podemos suponer inductivamente que existen a ∈ K,
 a 6= 0, y a1, ..., an−1 ∈ K, tales que q (x) = a (x− a1) · · · (x− an−1) . Enton-
 ces, f (x) satisface (13.45). Recıprocamente, si todo polinomio f (x) ∈ K [x]
 con grad(f (x)) = n ≥ 1 satisface una relacion (13.45), entonces f (ak) = 0,
 k = 1, 2, ..., n, ak ∈ K, y K sera, ası, algebraicamente cerrado. �
 Corolario 13.3. Si K es algebraicamente cerrado y f (x) ∈ K [x] tiene
 grado n ≥ 1, existen a′1, ..., a′m ∈ K, 1 ≤ m ≤ n, a′k 6= a′j si k 6= j, y αk ∈ Z,
 1 ≤ αk ≤ n, k = 1, ...,m, tales que
 f (x) = a (x− a′1)α1 · · · (x− a′m)
 αm , (13.46)
 donde a ∈ K y a 6= 0. Ademas,
 α1 + · · ·+ αm = n. (13.47)
 Demostracion. La relacion (13.46) se obtiene de la (13.45) agrupando fac-
 tores iguales. La relacion (13.47) es consecuencia de la (13.33). �
 Nota 13.8. La relacion (13.45) se expresa diciendo que f (x) tiene en K
 n raıces (no necesariamente distintas). La (13.46), diciendo que f (x) tiene
 en K m raıces distintas a′1, ..., a′m, con a′k de multiplicidad αk, k = 1, ...,m.
 De hecho, si (x− a)α | f (x) , donde a ∈ K y α ∈ Z, α ≥ 0, son tales que
 (x− a)α+1 ∤ f (x) , se dice que a es una raız de f (x) en K de multiplicidad
 α. Notese que segun nuestra demostracion de (13.46), αk es simplemente
 el numero de veces que a′k aparece como raız de f (x) en (13.45). Cuando
 αk = 1, se dice que a′k es una raız simple de f (x) . Si αk = 2, se dice que a′kes una raız doble, etc. Notese que si αk = 0, ak no es, realmente, una raız de
 f (x) (una raız de multiplicidad 0).
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 Establecer la existencia de cuerpos numericos algebraicamente cerrados es un
 problema cuya solucion requiere usualmente instrumentos matematicos no
 puramente algebraicos. Tal vez el resultado mas notable en esta direccion es
 el siguiente, debido a C. F. Gauss, el cual es conocido, por su importancia,
 como el Teorema Fundamental del Algebra, y el cual enunciamos sin demos-
 tracion.
 Teorema 13.6 (Gauss). El cuerpo (C,+, ·) de los numeros complejos es al-
 gebraicamente cerrado.
 A partir del Teorema 13.6 es posible establecer, en forma puramente alge-
 braica, la existencia de otros cuerpos numericos algebraicamente cerrados,
 aunque esto ultimo requiere, en general, conocimientos elementales de Alge-
 bra Lineal. Nosotros usaremos libremente el Teorema 13.6 para propositos
 mas modestos. Demostraciones del Teorema 13.6 pueden encontrarse en [10],
 [20] y [29].
 Nota 13.9. Es posible que aun si K no es algebraicamente cerrado, un
 polinomio dado f (x) ∈ K [x] se escriba en la forma (13.45) con a y los ak,
 k = 1, 2, ..., n, en K. Si este es el caso, en ninguna extension L de K puede
 existir b ∈ L, distinto de los ak, tal que f (b) = 0; es decir, A = {a1, ..., an}es un conjunto completo de raıces de f (x) en cualquier extension L de K,
 ya que las hipotesis sobre b garantizan que f (b) = a (b− a1) · · · (b− an) 6= 0.
 Esto implica obviamente que la descomposicion (13.45) es la unica posible
 de f (x) como producto de polinomios de grado 1, y no solo en K, sino en
 cualquier extension L de K, y lo mismo sera cierto de la descomposicion
 (13.46).
 Las descomposiciones de un polinomio como producto de polinomios de gra-
 do menor pueden suministrar informacion valiosa sobre este. Desafortuna-
 damente, una descomposicion como la (13.45), la mejor posible, puede no
 existir si K no es algebraicamente cerrado. En lo que sigue daremos, sin em-
 bargo, respuestas parciales, validas aun si K no es algebraicamente cerrado.
 Necesitaremos algunas nociones adicionales.
 Definicion 13.5. Sean K un cuerpo numerico, f (x) ∈ K [x] . Si f (x) =
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 amxm + · · · + a0, donde m ≥ 0 y am = 1, es decir, si f (x) = 1 o f (x) =
 xm+am−1xm−1+ · · ·+a0, m ≥ 1, diremos que f (x) es un polinomio monico.
 Notese que si f (x) es monico entonces grad(f (x)) ≥ 0. Claramente f (x) = 1
 es el unico polinomio monico de grado 0. Por otra parte, si K es un cuerpo,
 todo polinomio no nulo enK [x] esta asociado con un unico polinomio monico.
 Nota 13.10. La Definicion 13.5 tiene aun sentido cuando K es simplemente
 un dominio, y para todo m ≥ 0 hay polinomios monicos en K [x] de grado
 m. Sin embargo, no todo polinomio no nulo en K [x] esta asociado con un
 polinomio monico. Por ejemplo en Z [x] , 2x+1 no esta asociado con ningun
 polinomio monico.
 En lo que sigue nos limitaremos, salvo advertencia expresa de lo contrario, a
 polinomios sobre cuerpos numericos.
 Definicion 13.6. Sean K un cuerpo numerico, f (x) , g (x) ∈ K [x] , uno
 al menos de los cuales es no nulo. Se dice que d (x) ∈ K [x] es el maximo
 comun divisor de f (x) y g (x) , si:
 1. d (x) es monico,
 2. d (x) | f (x) y d (x) | g (x) ,
 3. Si h (x) | f (x) y h (x) | g (x) , donde h (x) ∈ K [x] , entonces h (x) |d (x) .
 La propiedad 2. expresa que d (x) es un divisor comun de f (x) y g (x) . La
 3. asegura que todo divisor comun h (x) de f (x) y g (x) en K [x] debe ser
 un divisor de d (x) , y debera tenerse entonces que grad(h (x)) ≤ grad(d (x)) .
 En este sentido, d (x) es un maximo comun divisor de f (x) y g (x) .
 De la Definicion 13.6 no se deduce la existencia de maximos comunes diviso-
 res, aunque si su unicidad, en caso de que existan (pues si tambien d′ (x) es un
 maximo comun divisor de f (x) y g (x) entonces d (x) | d′ (x) y d′ (x) | d (x) ,ası que d (x) = ad′ (x) , a ∈ K, a 6= 0, y, necesariamente, a = 1). El siguiente
 teorema garantiza la existencia de maximos comunes divisores.
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 Teorema 13.7 (Bezout). Sean K un cuerpo numerico, f (x) y g (x) poli-
 nomios en K [x] , uno al menos de los cuales es no nulo. Entonces, existe
 d (x) ∈ K [x] , el cual es maximo comun divisor de f (x) y g (x) . Mas aun,
 d (x) se escribe en la forma
 d (x) = m (x) f (x) + n (x) g (x) , (13.48)
 donde m (x) , n (x) ∈ K [x] .
 Demostracion. Sea A = {p (x) f (x) + q (x) g (x) 6= 0 : p (x) , q (x) ∈ K [x]}.Claramente A 6= ∅, pues si f (x) 6= 0 entonces f (x) ∈ A (ya que f (x) =
 1·f (x)+0·g (x)), y un resultado analogo vale si f (x) = 0 pero g (x) 6= 0. Sean
 m = mın{grad(h (x)) : h (x) ∈ A}, D (x) ∈ A con grad(D (x)) = m, y a ∈ K
 tal que d (x) = aD (x) sea monico. Notese quem ≥ 0. Evidentemente d (x) se
 escribe en la forma (13.48), lo cual implica que si h (x) ∈ K [x] , h (x) | f (x)y h (x) | g (x) , entonces h (x) | d (x) . Veamos entonces que d (x) | f (x) y
 d (x) | g (x) , lo cual demostrara la afirmacion. Supongamos que d (x) ∤ f (x) ,ası que f (x) = q (x) d (x) + r (x) con 0 ≤ grad(r (x)) < grad(d (x)). Pero
 entonces
 r (x) = (1− q (x)m (x)) f (x) + (−q (x)n (x)) g (x) ,
 lo cual asegura que r (x) ∈ A. Esto es absurdo, pues r (x) 6= 0 y grad(r (x))
 < grad(d (x)) . Entonces, d (x) | f (x) . El argumento para demostrar que
 d (x) | g (x) es analogo. �
 Si f (x) , g (x) ∈ K [x] y no son ambos nulos, escribiremos
 d (x) = mcd (f (x) , g (x))
 para denotar el maximo comun divisor de f (x) y g (x) . La relacion
 mcd (f (x) , g (x)) = m (x) f (x) + n (x) g (x) (13.49)
 dada por el Teorema 13.7 se denomina una relacion de Bezout para
 mcd(f (x) , g (x)) . En general m (x) y n (x) no estan unıvocamente determi-
 nados (Ejercicios 13.27 y 13.28). Como es claro, si d (x) = mcd (f (x) , g (x)) ,
 existen m (x) , n (x) ∈ K [x] tales que d (x) = m (x) f (x) + n (x) g (x) , pe-
 ro el solo hecho de que esta ultima relacion sea valida no garantiza que
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 d (x) = mcd (f (x) , g (x)) . Por ejemplo, en Q [x] , x2 = x2 (x+ 1)+ (−x2) x,pero x2 6=mcd(x+ 1, x) . De hecho, mcd(x+ 1, x) = 1. Observese, sin em-
 bargo, que si 1 = m (x) f (x) + n (x) g (x) donde m (x) , n (x) ∈ K [x] , ne-
 cesariamente 1 = mcd (f (x) , g (x)) pues 1 | f (x) y 1 | g (x) . Observese
 tambien que si f (x) , g (x) ∈ K [x] , d (x) = mcd (f (x) , g (x)) en K [x] si y
 solo si esto es tambien valido en L [x] , cualquiera que sea la extension L
 de K. En efecto, si (13.48) es valida en K [x] , tambien lo es en L [x] , y
 si d (x) | f (x) y d (x) | g (x) en K [x] , esto tambien sera cierto en L [x] .
 Por otra parte, si f (x) , g (x) ∈ K [x] y d (x) = mcd (f (x) , g (x)) en K [x] ,
 d′ (x) = mcd (f (x) , g (x)) en L [x] , entonces d (x) | d′ (x) pues d (x) es un
 divisor de f (x) y g (x) en L [x] , y d′ (x) | d (x) en L [x] , ya que d (x) satisface
 una relacion de Bezout en L [x] , ası que d (x) = d′ (x) . Sin embargo, una
 relacion de Bezout para d (x) en L [x] puede no ser valida en K [x] .
 Nota 13.11. Aunque el procedimiento para determinar el maximo comun
 divisor es mas elaborado en el caso de los polinomios, (vease el Ejercicio
 13.31), el lector debe haber observado la analogıa existente entre las nociones
 y resultados anteriores y los de la Seccion 1.4. del Capıtulo 1. Esta analogıa
 persistira a lo largo de este capıtulo y nos permitira, de hecho, ser breves y
 concisos en nuestras consideraciones y en las demostraciones de muchos de
 los resultados. Por ejemplo, las demostraciones de los siguientes resultados
 son completamente analogas a las de algunos de los establecidos en dicha
 seccion, y las omitiremos, dejandolas como ejercicio al lector.
 Teorema 13.8. Si d (x) = mcd (f (x) , g (x)) y h (x) es monico, entonces
 mcd(h (x) f (x) , h (x) g (x)) = h (x) d (x) . Si ademas h (x) | f (x) y h (x) |g (x) entonces d (x) /h (x) = mcd (f (x) /h (x) , g (x) /h (x)) .
 Corolario 13.4. Si d (x) = mcd (f (x) , g (x)) entonces
 mcd(f (x) /d (x) , g (x) /d (x)) = 1.
 Definicion 13.7. Si f (x) , g (x) ∈ K [x] , y mcd(f (x) , g (x)) = 1, se dice
 que f (x) y g (x) son primos relativos en K [x] .
 Teorema 13.9. Para que f (x) y g (x) en K [x] sean primos relativos es
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 necesario y suficiente que existan m (x) , n (x) ∈ K [x] tales que
 1 = m (x) f (x) + n (x) g (x) (13.50)
 Corolario 13.5. Si f (x) y g (x) son primos relativos en K [x] y h (x) |f (x) , entonces h (x) y g (x) son aun primos relativos en K [x] .
 Teorema 13.10. Si f (x) y g (x) son primos relativos en K [x] y f (x) |g (x)h (x) , entonces f (x) | h (x) en K [x] .
 Corolario 13.6. Si g (x) y h (x) son primos relativos con f (x) , tam-
 bien lo es g (x)h (x). En tales circunstancias, si grad(f (x)) > 0, entonces
 f (x) ∤ g (x)h (x) .
 Mas generalmente:
 Corolario 13.7. Si mcd(f (x) , gi (x)) = 1, i = 1, 2, ..., n, entonces
 mcd(f (x) , g1 (x) g2 (x) · · · gn (x)) = 1. Si grad(f (x)) > 0, entonces f (x) ∤g1 (x) g2 (x) · · · gn (x) . Dicho de otra manera: si mcd(f (x) , gi (x)) = 1, i =
 1, 2, ..., n, y f (x) | g1 (x) g2 (x) · · · gn (x) gn+1 (x) , entonces f (x) | gn+1 (x) .
 Teorema 13.11. Si f (x) | h (x) , g (x) | h (x) y f (x) , g (x) son primos
 relativos, entonces f (x) g (x) | h (x) .
 Observese que si f (x) , g (x) ∈ K [x] , f (x) y g (x) son primos relativos en
 K [x] si y solo si lo son en L [x] , cualquiera que sea la extension L de K.
 Definicion 13.8. Se dice que p (x) ∈ K [x] es un polinomio irreducible de
 K [x] si p (x) /∈ K y los unicos divisores de p (x) en K [x] son los elementos
 no nulos de K y los polinomios f (x) = ap (x) con a ∈ K, a 6= 0 (es decir las
 constantes no nulas de K y los polinomios asociados con p (x)).
 Nota 13.12. Si p (x) , f (x) ∈ K [x] y p (x) es irreducible en K [x] , decir que
 p (x) ∤ f (x) es equivalente a decir que p (x) y f (x) son primos relativos.
 Todo polinomio irreducible tiene grado al menos 1, y todo polinomio de grado
 1 es irreducible y asociado de un polinomio monico. De hecho, todo poli-
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 nomio irreducible es asociado de un polinomio monico. Si f (x) ∈ K [x] no
 es irreducible y f (x) /∈ K, se dice que f (x) es reducible en K [x] . Como
 es claro, f (x) es reducible en K [x] si y solo si grad(f (x)) ≥ 2 y existe
 g (x) ∈ K [x] con 0 < grad(g (x)) < grad(f (x)) tal que g (x) | f (x) .
 Nota 13.13. Es claro que si p (x) , q (x) ∈ K [x] son irreducibles,
 p (x) | q (x) si y solo si p (x) ∼ q (x) (modK) , y que si ademas p (x) , q (x) son
 monicos
 p (x) | q (x) si y solo si p (x) = q (x) . Dos polinomios irreducibles moni-
 cos distintos son primos relativos.
 Nota 13.14. El hecho de que p (x) ∈ K [x] sea irreducible en K [x] depende
 de K, es decir, si p (x) es irreducible en K [x] y L es una extension de K,
 puede ser que p (x) no sea irreducible en L [x] . Ası x2 + 1 es irreducible en
 R [x] , como se verifica facilmente, pero no en C [x] , pues x + i y x − i son
 divisores de x2 + 1 en C [x] .
 Nota 13.15. Como se deduce del Teorema 13.5, un cuerpo K es algebrai-
 camente cerrado si y solo si los unicos polinomios irreducibles de K [x] son
 los de grado 1. Ası, los unicos polinomios monicos irreducibles en C [x] son
 los de la forma x− a con a ∈ C.
 Nota 13.16. En cualquier cuerpo K, un polinomio de grado 2 es irredu-
 cible si y solo si no tiene raıces en K (Ejercicio 13.29). De esto se dedu-
 ce que un polinomio f (x) de grado 2 en R [x] es irreducible si y solo si
 f (x) = ax2 + bx + c, a, b, c ∈ R, con b2 − 4ac < 0. De hecho estos son los
 unicos polinomios irreducibles de R [x] con grado mayor que 1. Para demos-
 trar esto observese que si f (x) ∈ R [x] y α ∈ C, entonces f (α) = f (α) ,
 ası que si α ∈ C es raız de f (x) , tambien α lo es. Ahora, si f (x) tie-
 ne grado mayor que 1 y una raız real, f (x) es reducible (Corolario 13.1).
 Entonces, si f (x) ∈ R [x] , grad(f (x)) > 1 y f (x) es irreducible en R [x] ,
 sus raıces son todas complejas no reales, y si α es una de ellas, tambien lo
 sera α. Como gα (x) = (x− α) (x− α) = x2 + bx + c con b = −2ℜ (α) y
 c = |α|2 , se tiene que gα (x) ∈ R [x] y, de esto, que f (x) = h (x) gα (x) ,
 donde h (x) ∈ R [x] . Pero como f (x) es irreducible y h (x) ∈ R [x] , necesa-
 riamente h (x) = a ∈ R, a 6= 0, ası que f (x) = agα (x) . Como evidentemente
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 (aℜ (α))2 − (a |α|)2 = a2((ℜ (α))2 − |α|2
 )< 0, pues |ℜ (α)| < |α| , ya que
 ℑ (α) 6= 0, esto demuestra la afirmacion.
 Nota 13.18. Por el contrario, en Q [x] pueden existir polinomios irreduci-
 bles de cualquier grado, como demostraremos mas adelante (Teorema 13.13).
 Nuestro siguiente teorema es completamente analogo al Lema 1.1 de la Sec-
 cion 1.4 del Capıtulo 1 y da una descripcion de cualquier polinomio sobre
 un cuerpo K en terminos de polinomios irreducibles (en general, de grado
 menor), lo cual puede dar valiosa informacion sobre la estructura del poli-
 nomio. Notese que si p (x) es monico e irreducible en K [x] y p (x) ∤ fi (x) ,i = 1, 2, ..., n, el hecho de que p (x) | f1 (x) · · · fn (x) fn+1 (x) asegura que
 p (x) | fn+1 (x) (pues, Corolario 13.6, mcd(p (x) , fi (x)) = 1, i = 1, 2, ..., n).
 Teorema 13.12. Si K es un cuerpo, f (x) ∈ K [x] y grad(f (x)) ≥ 1,
 existen polinomios monicos irreduciblesp1 (x) , ..., pn (x) en K [x] , n ≥ 1, y
 a ∈ K, tales que
 f (x) = ap1 (x) · · · pn (x) . (13.51)
 Tal descomposicion es ademas unica, en el sentido de que si tambien
 f (x) = bq1 (x) · · · qm (x) (13.52)
 donde b ∈ K y los qi (x) , i = 1, 2, ...,m, son polinomios monicos irreducibles
 en K [x] , entonces a = b, m = n, y existe una aplicacion biyectiva σ de
 {1, 2, ..., n} en sı mismo tal que
 pi (x) = qσ(i) (x) , i = 1, 2, ..., n. (13.53)
 Si f (x) es monico, se puede tomar a = 1 en (13.51).
 Demostracion. Sea A el conjunto de los polinomios en K [x] con grado
 mayor o igual que 1 y para los cuales no es posible una descomposicion
 (13.51). Supongase que A 6= ∅ y sea f (x) ∈ A de mınimo grado posible.
 Claramente grad(f (x)) ≥ 1 y no es irreducible, pues, en tal caso, existirıan
 a ∈ K y p1 (x) ∈ K [x] , monico irreducible, tales que f (x) = ap1 (x) . Pero
 entonces, existen g (x) , h (x) ∈ K [x] , con 1 ≤ grad(g (x)) , grad(h (x)) <
 grad(f (x)) , tales que f (x) = g (x)h (x) , y, por definicion de A, g (x) /∈ A y
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 h (x) /∈ A. Esto da, para cada uno de g (x), h (x) , y por tanto para f (x) ,
 una descomposicion de la forma (13.51). Esto es absurdo, ası que A = ∅,y la afirmacion sobre la existencia de una representacion (13.51) para todo
 polinomio f (x) ∈ K [x] con grad(f (x)) ≥ 1 queda asegurada. En cuanto a la
 unicidad, supongase que (13.51) y (13.52) valen para f (x) . Entonces p1 (x) |q1 (x) · · · qm (x) , ası que existe σ (1) = 1, 2, ...,m tal que p1 (x) | qσ(1) (x) .Esto es consecuencia del Corolario 13.5. Entonces p1 (x) = qσ(1) (x) , y se
 tendra que
 g (x) := ap2 (x) · · · pn (x) = bq1 (x) · · · qσ(1) (x) · · · qm (x) , (13.54)
 donde el sımbolo significa que qσ(1) (x) debe omitirse. Podemos ahora
 razonar por induccion, suponiendo que la afirmacion es valida para todo
 polinomio g (x) ∈ K [x] con 1 ≤ grad(g (x)) < grad(f (x)) . Notese que es
 obviamente cierta si grad(f (x)) = 1, pues en tal caso m = n = 1 (si no,
 una al menos de las dos descomposiciones deberıa tener grado mayor que
 1), y de ap1 (x) = bq1 (x) se deduce que a = b y p1 (x) = q1 (x) . Observe-
 se que es tambien valida si n = 1 en (13.51), pues (13.54) implicarıa que
 ab−1 = q1 (x) · · · qσ(1) (x) · · · qm (x) , lo cual es absurdo si m > 1 (comparense
 los grados), e implica de nuevo que a = b y que p1 (x) = qσ(1) (x) = q1 (x) . Pe-
 ro entonces, si grad(g (x)) ≥ 1 en (13.54), la hipotesis de induccion garantiza
 que m = n, que a = b es el coeficiente de grado maximo de f (x) , y que exis-
 te σ : {2, ..., n} −→ {1, ..., n} r {σ (1)}, biyectiva, tal que qσ(i) (x) = pi (x) ,
 i = 2, ..., n. Esto demuestra el teorema. �
 Nota 13.19. El teorema anterior se expresa frecuentemente en terminos de
 polinomios irreducibles (no necesariamente monicos), diciendo que si f (x) ∈K [x] y grad(f (x)) ≥ 1, existen p1 (x) , ..., pn (x) , irreducibles en K [x] , tales
 que f (x) = p1 (x) · · · pn (x) , n ≥ 1, y que si tambien f (x) = q1 (x) · · · qm (x)
 con los qi (x) irreducibles en K [x] , entonces m = n y existe σ como antes
 tal que pi (x) ∼ qσ(i) (x) (modK) para todo i = 1, 2, ..., n. Claramente esto
 es equivalente al enunciado del Teorema 13.12, y en este momento parece
 superfluo. Sin embargo, existen algunas razones para esto (vease, la Nota
 13.22, mas adelante).
 Del Teorema 13.12 se deduce sin mas el siguiente corolario.
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 Corolario 13.8. Si K es un cuerpo y f (x) ∈ K [x] es tal que grad(f (x)) ≥1, existen a ∈ K, polinomios monicos irreducibles distintos p1 (x) , ..., pn (x)
 en K [x] , y enteros αi > 0, i = 1, ..., n, tales que
 f (x) = apα11 (x) · · · pαn
 n (x) . (13.55)
 Ademas, tal descomposicion es unica, salvo por el orden de los factores.
 Demostracion. Obviamente (13.51) y (13.55) son, despues de agrupar fac-
 tores iguales, equivalentes. �
 Definicion 13.9. Las factorizaciones de f (x) dadas en (13.51) y (13.55)
 se denominan, respectivamente, las descomposiciones prima y primaria de
 f (x) .
 Como en el caso de los enteros, si f (x) , g (x) ∈ K [x] , f (x) g (x) 6= 0, y
 f (x) = apα11 (x) · · · pαn
 n (x) , g(x) = bpβ11 (x) · · · pβnn (x) ,
 donde a, b ∈ K, los pi (x) son monicos irreducibles, y αi, βi ≥ 0 para i =
 1, ..., n entonces
 mcd (f (x) , g (x)) = pγ11 (x)···pγnn (x) , γi = mın (αi, βi) , i = 1, ..., n. (13.56)
 Y si
 mcm (f (x) , g (x)) :=(ab)−1 f (x) g (x)
 mcd (f (x) , g (x))(13.57)
 (el mınimo comun multiplo de f (x) y g (x)), entonces
 mcm (f (x) , g (x)) = pµ11 (x) · · · pµnn (x) , µi = max (αi, βi) , i = 1, ..., n.
 (13.58)
 Nota 13.20. Si K es un dominio, las propiedades (13.15), (13.17), (13.18),
 (13.19), (13.20), (13.24), (13.25), (13.26), (13.27), (13.28), (13.29), y el hecho
 de que f (x) g (x) = 0 si y solo si f (x) = 0 o g (x) = 0, sugieren que, salvo
 porque K [x] * C, K [x] podrıa considerarse como un dominio (lo es, en el
 sentido abstracto), aunque no como un cuerpo (aun si K lo es), pues, por
 ejemplo, x−1 carece de sentido.
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 Nota 13.21. La nocion de maximo comun divisor de dos enteros se genera-
 liza a un numero finito de ellos (no todos nulos): d = mcd (a1, ..., an) (vease la
 Seccion 1.4). La nocion de maximo comun divisor de dos polinomios sobre un
 cuerpo K tambien se generaliza a un numero finito de ellos (no todos nulos),
 y es claro aun que d (x) = mcd (f1 (x) , ..., fn (x)) si y solo si d (x) | fi (x) yexisten mi (x) ∈ K [x] , i = 1, 2, ..., n, tales que
 d (x) = m1 (x) f1 (x) + · · ·+mn (x) fn (x) . (13.59)
 A su vez, si ninguno de los fi (x) es nulo y a ∈ K es tal que af1 (x) · · · fn (x)es monico, se define aun
 mcm (f1 (x) , ..., fn (x)) :=af1 (x) · · · fn (x)
 mcd (f1 (x) , ..., fn (x)). (13.60)
 Incursionaremos ahora, brevemente, en la teorıa de los polinomios sobre Z y
 sobre dominios mas generales.
 Definicion 13.10. Si f (x) = anxn+ an−1x
 n−1+ · · ·+ a0 ∈ Z [x] , f (x) 6= 0,
 se define
 c (f (x)) = mcd (a0, ..., an) . (13.61)
 Se dice que c (f (x)) es el contenido de f (x) . Si c (f (x)) = 1, se dice que
 f (x) es un polinomio primitivo de Z [x] , o un polinomio primitivo sobre Z.
 Evidentemente c (f (x)) ∈ Z y c (f (x)) ≥ 1. Todo polinomio monico es
 obviamente primitivo. Si a ∈ Z, a 6= 0 y f (x) ∈ Z [x] , f (x) 6= 0, entonces
 c (af (x)) = |a| c (f (x)) , (13.62)
 pues mcd(aa0, ..., aan) = |a|mcd (a0, ..., an) . Ademas, claramente
 f (x) = c (f (x)) f (x) ,
 donde f (x) es primitivo, y no es difıcil demostrar que si f (x) , g (x) ∈ Z [x]
 son primitivos, tambien f (x) g (x) lo es (Ejercicio 13.36). Esto implica que
 si f (x) , g (x) ∈ Z [x] son no nulos entonces
 c (f (x) g (x)) = c (f (x)) c (g (x)) . (13.63)
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 En efecto, f (x) = c (f (x)) f (x) , g (x) = c (g (x)) g (x) , donde f (x) y g (x)
 son primitivos, de lo cual
 c (f (x) g (x)) = c (f (x)) c (g (x)) c(f (x) g (x)
 )= c (f (x)) c (g (x)) ,
 pues c(f (x) g (x)
 )= 1. La relacion (13.63), que juega un papel importante
 en la teorıa de los polinomios sobre dominios, se debe a Gauss. Notese que
 (13.62) es un caso especial de (13.63).
 Nota 13.22. Supongase ahora que f (x) ∈ Z [x] , con grad(f (x)) ≥ 1. Como
 f (x) ∈ Q [x] , f (x) se escribe en la forma
 f (x) = aq1 (x) · · · qn (x) (13.64)
 donde a ∈ Z y qk (x) ∈ Q [x] es, para todo k = 1, 2, ..., n, un polinomio monico
 irreducible en Q [x] . Sea ahora bk ∈ Z tal que pk (x) = bkqk (x) ∈ Z [x],
 k = 1, 2, ..., n (tomese, por ejemplo, bk igual al mınimo comun multiplo de
 los denominadores de los coeficientes no nulos de qk (x)). Claramente pk (x)
 es aun un polinomio irreducible de Q [x] , y si pk (x) = [c (pk (x))]−1 pk (x) ,
 tambien pk (x) es irreducible en Q [x] . Pero entonces, como es obvio, pk (x)
 es irreducible en Z [x] . Ahora,
 b1 · · · bnf (x) = ap1 (x) · · · pn (x) ,
 de lo cual |b1 · · · bn| c (f (x)) = |a| c (p1 (x)) · · · c (pn (x)) , ası que, si f (x) =[c (f (x))]−1 f (x) , entonces f (x) = ap1 (x) · · · pn (x) . Se deduce que
 f (x) = c (f (x)) · p1 (x) · · · pn (x) .
 Por otra parte, si p ∈ Z, es claro que p es irreducible en Z [x] si y solo si
 tambien lo es en Z. Se deduce que si c (f (x)) = up1 · · · pm, u = ±1, es la
 descomposicion prima de c (f (x)) , entonces
 f (x) = up1 · · · pm · p1 (x) · · · pn (x) , (13.65)
 ası que f (x) es producto de irreducibles en Z [x] . Observese que si un
 polinomio p (x) es irreducible en Z [x] , necesariamente p (x) es primitivo
 (si no, c (p (x)) 6= 1, sera entonces producto de irreducibles de Z, y como
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 p (x) = c (p (x)) p (x) con p (x) primitivo, p (x) no sera irreducible). Esta ob-
 servacion implica, como se verifica facilmente, que la descomposicion (13.65)
 de f (x) ∈ Z [x] es unica, salvo por asociados y orden de los factores. Por
 esta razon se dice que Z [x] es un dominio de descomposicion factorial unica,
 o, simplemente, un dominio factorial . Si K es un dominio arbitrario, pue-
 de suceder que K [x] no sea un dominio factorial, pues, de hecho, K mismo
 puede no serlo (vease el Ejercicio 13.16). Si K = Z [i] es el anillo de los
 enteros de Gauss, es posible demostrar que tanto K como K [x] son domi-
 nios factoriales. De hecho, bastarıa demostrar esto para K, pues trabajando
 entonces en K [x] (K es el cuerpo de cocientes de K), es posible usar argu-
 mentos completamente analogos a los usados mas arriba para establecer que
 tambien K [x] lo es. Sin embargo, no demostraremos por ahora que Z [i] es
 un dominio factorial, dejandolo para mas adelante.
 Demostraremos ahora el criterio de irreducibilidad de Eisenstein, previamen-
 te mencionado.
 Teorema 13.13 (Criterio de Eisenstein). Sea f (x) = anxn+· · ·+a0 ∈ Z [x]
 y supongase que existe un primo p tal que
 p ∤ an, p | ak, k = 0, 1, ..., n− 1, p2 ∤ a0. (13.66)
 Entonces, f (x) es irreducible en Q [x] .
 Demostracion. No hay perdida de generalidad al suponer, para los propositos
 a la vista, que f (x) es primitivo, ya que si f (x) = c (f (x)) f (x) , los coeficien-
 tes de f (x) satisfacen las mismas condiciones (13.66) que los de f (x) , pues p ∤c (f (x)) . Supongamos entonces que f (x) es reducible en Q [x] y que f (x) =
 g0 (x)h0 (x) , donde g0 (x), h0 (x) ∈ Q [x] con 1 ≤ grad(g0 (x)) , grad(h0 (x)) <
 grad(f (x)) , y sean b, c ∈ Z tales que g (x) = bg0 (x), h (x) = ch0 (x) , esten
 en Z [x] . Como bcf (x) = g (x)h (x) , se deduce que |bc| = c (g (x)h (x)) ,
 de lo cual f (x) = g (x) h (x) , donde g (x) , h (x) ∈ Z [x] son primitivos. Su-
 pongamos que g (x) = b0 + b1x + · · · + brxr, h (x) = c0 + c1x + · · · + csx
 s,
 siendo r > 0 y s > 0 los grados respectivos de g (x) y h (x) . Suponemos
 bi = 0, i > r; ci = 0, i > s. Notese que a0 = b0c0, y como p | a0 entonces
 p | b0 o p | c0. Como p2 ∤ a0, podemos suponer que p ∤ c0. Ahora, p ∤ bry p ∤ cs, pues p ∤ an (y an = brcs). Sea k = mın{i : p ∤ bi, i = 0, 1, ..., r}.
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 Como p | b0 entonces k ≥ 1 y p | bi para todo i = 0, 1, ..., k − 1. Pero
 ak = bkc0 + bk−1c1 + · · · + b0ck y p | ak, lo cual contradice el hecho de que
 p ∤ bkc0. Esta contradiccion asegura que la factorizacion f (x) = g (x) h (x)
 no es posible, ası que f (x) es irreducible en Q [x] . �
 Nota 13.23. Notese que si en el Teorema 13.13, f (x) es primitivo, entonces
 f (x) tambien es irreducible en Z [x] .
 El siguiente corolario del Teorema 13.13 asegura la existencia de polinomios
 monicos irreducibles sobre Q de cualquier grado.
 Corolario 13.9. Si p es un primo, xn − p es irreducible sobre Q para todo
 n ≥ 1.
 Demostracion. Teniendo en cuenta que an−1 = an−2 = · · · = a1 = 0, la
 afirmacion es consecuencia obvia del teorema. �
 El siguiente resultado es util en la teorıa de las llamadas extensiones ci-
 clotomicas que seran examinadas en el Capıtulo 18 Vease, al respecto, la
 Seccion 1.7, relacion (1.45) del Capıtulo 1.
 Corolario 13.10. Si p es un numero primo, el polinomio
 f (x) =xp − 1
 x− 1= xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1 (13.67)
 es irreducible sobre Q.
 Demostracion. Demostraremos que f (x+ 1) es irreducible sobre Q. Es-
 to es suficiente, pues si f (x) = g (x)h (x) , g (x) , h (x) ∈ Q [x] , tambien
 f (x+ 1) = g (x+ 1)h (x+ 1) , y es claro que g (x+ 1) , h (x+ 1) ∈ Q [x] .
 Pero
 f (x+ 1) =(x+ 1)p − 1
 x=
 p∑
 k=1
 (p
 k
 )xk−1 (13.68)
 (vease el Ejercicio 1.35), y evidentemente(pp
 )= 1 y p |
 (pk
 ), 1 ≤ k < p, pues(
 pk
 )= p!
 k!(p−k)! , mientras que p2 ∤(p1
 ), pues
 (p1
 )= p. �
 Procederemos ahora al estudio de las extensiones de los cuerpos numericos.
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 Sean K un cuerpo numerico y α ∈ C. Evidentemente
 K [α] := {f (α) : f (x) ∈ K [x]} (13.69)
 es un dominio de integridad que contiene el cuerpo K (si a ∈ K y f (x) = a,
 entonces f (α) = a). Ademas α ∈ K [α] (si f (x) = x entonces f (x) ∈ K [x]
 y f (α) = α). En general K [α] no es un cuerpo. Sin embargo, lo es cuando
 existe f (x) ∈ K [x], f (x) 6= 0, tal que f (α) = 0 y solo en tal caso, como lo
 demostraremos a continuacion. Introduzcamos antes el concepto siguiente,
 uno de los mas importantes del algebra.
 Definicion 13.11. Si K es un cuerpo numerico y α ∈ C es raız de algun
 polinomio no nulo en K [x], se dice que α es algebraico sobre K. Si K = Qse dice simplemente que α es un numero algebraico.
 Evidentemente, todo a ∈ K es algebraico sobre K (tomese f (x) = x − a).
 Todo α ∈ C es tambien algebraico sobre R, pues f (x) = (x− α) (x− α) =
 x2 + bx+ c, donde b = −2ℜ (α) y c = |α|2 , es un polinomio en R [x] tal que
 f (α) = 0. Como lo anterior no implica que b, c ∈ Q, puede suceder que α
 no sea algebraico sobre Q (es claro que si b, c ∈ Q, α es algebraico sobre Q,
 pero es posible que α sea algebraico sobre Q sin que b, c ∈ Q. Tomese, por
 ejemplo, α = 4√2).
 Nota 13.24. Si α es algebraico sobre K y L es una extension de K, es cla-
 ro que α es aun algebraico sobre L (pues K[x] ⊆ L[x]). Por otra parte, el
 conjunto A = {f(x) ∈ K[x] : f(x) 6= 0, f(α) = 0} es no vacıo. Sea p(x) ∈ A,
 de mınimo grado posible, digamos m. Claramente m > 0 (pues p(x) 6= 0 y
 p(α) = 0), y evidentemente podemos suponer que p(x) es monico. Veamos que
 p(x) es ademas monico irreducible en K[x]. En efecto, si no, p(x) = m(x)n(x)
 dondem(x), n(x) ∈ K[x] con 0 <grad(m(x)), grad(n(x)) < m. Pero entonces
 m(α)n(α) = 0, ası que m(α) = 0 o n(α) = 0, lo cual es absurdo pues p(x) es
 de grado mınimo con esta propiedad.
 Definicion 13.12. Si α ∈ C es algebraico sobre el cuerpo K y p(x) ∈ K[x]
 es monico y de grado mınimo posible tal que p(α) = 0, se dice que p(x) es el
 polinomio mınimo de α sobre K y se escribe
 p(x) =: pK,α(x). (13.70)
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 Nota 13.25. Es importante recordar que pK,α(x) es un polinomio monico
 irreducible.
 Teorema 13.14. Sean K un cuerpo numerico y α ∈ C. Las afirmaciones
 siguientes son equivalentes :
 1. α es algebraico sobre K.
 2. Existe m > 0 tal que K[α] = {f(α) : f(x) ∈ K[x], grad(f(x)) < m} .
 Ademas, m en 2. es mınimo posible si y solo si m =grad(pK,α(x)).
 Demostracion. Supongase que 1. es valida y sean f(x) ∈ K[x] y p(x) =
 pK,α(x). Supongase ademas que m =grad(p(x)). Como f(x) = q(x)p(x) +
 r(x), grad(r(x)) < m y f(α) = q(α)p(α)+r(α) = r(α), la validez de 2. queda
 demostrada. Supongase, recıprocamente, que 2. es valida, y sea f(x) ∈ K[x]
 con grad(f(x)) ≥ m. Por hipotesis existe g(x) ∈ K[x] con grad(g(x)) < m
 tal que f(α) = g(α), ası que F (x) = f(x) − g(x) 6= 0, F (x) ∈ K[x] y
 F (α) = 0, de lo cual α es algebraico sobre K. Entonces 1. y 2. son equivalen-
 tes. Para demostrar la ultima afirmacion, observese que de la demostracion
 de 1. ⇒ 2. se deduce que m ≤grad(pK,α(x)) =: n. Y si fuera m < n, exis-
 tirıan f(x), g(x) ∈ K[x] con grad(g(x)) < m ≤grad(f(x)) < n tales que
 f(α) = g(α), de lo cual, si F (x) = f(x) − g(x), serıa F (α) = 0, y esto es
 absurdo (pues 0 <grad(f(x)) < n).�
 Teorema 13.15. Sean K un cuerpo numerico, α ∈ C. Las afirmaciones
 siguientes son equivalentes :
 1. α es algebraico sobre K.
 2. K[α] es un cuerpo numerico.
 Demostracion. Supongase que 1. es valida y que f(x) ∈ K[x] con f(α) 6= 0.
 Sea p(x) = pK,α(x). Como p(x) ∤ f(x) (pues p(α) = 0 y f(α) 6= 0) entonces
 mcd(p(x), f(x)) = 1, y existiran m(x), n(x) ∈ K[x] tales que 1 = m(x)f(x)+
 p(x)n(x), de lo cual 1 = m(α)f(α). Entoncesm(α) = 1/f(α) yK[α] es ası un
 cuerpo. Esto demuestra 2. Supongase recıprocamente que 2. es valida, esto es,
 que K[α] es un cuerpo, y sea f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) > 0. Si f(α) = 0,
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 α es ya algebraico sobre K. Si f(α) 6= 0, como K[α] es un cuerpo existe
 g(x) ∈ K[x] tal que f(α)g(α) = 1. Entonces F (x) = f(x)g(x) − 1 ∈ K[x],
 F (x) 6= 0 y F (α) = 0, ası que α es, de todas maneras, algebraico sobre K. �
 Nota 13.26. Observese que si p(x) = pK,α(x) y f(x) ∈ K[x] es tal que
 f(α) = 0 entonces p(x) | f(x), pues si r(x) = r(f(x), p(x)) se tiene que
 grad(r(x)) <grad(p(x)) y, necesariamente r(α) = 0. Esto implica que si L es
 una extension de K y q(x) = pL,α(x), entonces q(x) | p(x).
 Nota 13.27. Del Teorema 13.15 se deduce que si α no es algebraico sobre
 K entonces K[α], que es un dominio, no es un cuerpo. Ademas, para todo
 n ≥ 1 existira f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) ≥ n tal que f(α) 6= g(α) para
 todo g(x) ∈ K[x] con grad(g(x)) < n.
 Nota 13.28. Para los lectores familiarizados con los rudimentos del Algebra
 Lineal es inmediato comprobar que K[α] es un espacio vectorial sobre K. De-
 be ser claro ademas que α es algebraico sobre K si y solo si K[α] es de dimen-
 sion finita m sobre K para algun m ≥ 0 y que, de hecho, m =grad(pK,α(x)),
 pues un instante de reflexion muestra que esto es precisamente lo que afir-
 ma el Teorema 13.14. Observese entonces que K[α] es un cuerpo si y solo
 si, como espacio vectorial sobre K, K[α] es de dimension finita (y que L[α]
 sera tambien de dimension finita, y por lo tanto un cuerpo, para toda exten-
 sion L de K).
 Nota 13.29. Observese que Q[ 3√2] esta en efecto dado por la relacion (13.4),
 pues si α = 3√2 entonces α es algebraico sobre Q con pQ,α(x) = x3 − 2, ya
 que este polinomio es irreducible sobre Q (criterio de Eisenstein, Teorema
 13.13). De la misma manera se verifica que Q[√2], Q[i] y R[i] estan dados
 respectivamente por las relaciones (13.1), (13.2) y (13.5). Observese, mas
 generalmente, que si p es un primo y α = n√p, n ≥ 2, entonces pQ,α(x) = xn−p
 (criterio de Eisenstein, Teorema 13.13) y
 Q[α] = {a0 + a1α + · · ·+ an−1αn−1 : ak ∈ Q, k = 0, 1, . . . , n− 1}, (13.71)
 mientras que R[α] = R. Por otra parte xn−1 = (x−1)(xn−1+xn−2+ · · ·+1)
 no es irreducible sobre Q, pero si n es primo, el polinomio p(x) = xn−1 +
 xn−2 + · · ·+ 1 si lo es (Corolario 13.10), y si α = e2πik/n, k = 1, 2, . . . , n− 1,

Page 285
                        

273
 entonces p(α) = 0. Entonces p(x) = pQ,α(x) y
 Q[α] = {a0 + a1α + · · ·+ an−2αn−2 : ak ∈ Q, k = 0, 1, . . . , n− 2}, (13.72)
 ası que, si n = 2, Q[α] = Q[−1] = Q. Por otra parte, si n es un primo impar,
 q(x) = xn + 1/x + 1 es tambien irreducible sobre Q, y sus raıces son las
 eπi/nwkn, k = 1, 2, ..., n − 1, donde wn = e2πi/n. Por lo tanto, si α = eπi/nwkn,
 Q[α] esta tambien dado por (13.72). Si n no es un primo, Q[α] es mas difıcil
 de describir en ambos casos.
 Si K es un cuerpo numerico y a1, ..., an, n ≥ 2, son numeros complejos,
 definimos inductivamente
 K[a1, ..., an] = K[a1, ..., an−1][an] (13.73)
 Evidentemente K[a1, ..., an] es un dominio de integridad, y si a1 es algebraico
 sobre K y ak es algebraico sobre K[a1, ..., ak−1] para todo 1 < k ≤ n, entonces
 K[a1, ..., an] es un cuerpo. Como es claro entonces, si a1, ..., an son algebrai-
 cos sobre K, K[a1, ..., an] es un cuerpo (pues evidentemente ak es algebraico
 sobre K[a1, ..., ak−1] para todo k = 2, 3, ..., n).
 Aunque podrıamos admitir sin demostracion el siguiente resultado, para se-
 guir adelante con nuestras consideraciones sobre las extensiones de cuerpos
 sin apelar explıcitamente al Algebra Lineal, demostramos el siguiente lema
 haciendo uso de conocimientos mınimos que se pueden consultar en el Capıtu-
 lo 24.
 Lema 13.1. Si K es un cuerpo numerico, a es algebraico sobre K y b es
 algebraico sobre K[a], todo elemento c ∈ K[a, b] es, de hecho, algebraico
 sobre K. En particular, b mismo es algebraico sobre K, y si K[a] ⊆ K[b],
 entonces
 grad(pK,b(x)) = grad(pK,a(x))grad(pK[a],b(x)) (13.74)
 Demostracion. En efecto, si a es algebraico sobre K, K[a] es un espacio de di-
 mensionm =grad(pK,a(x)) (Teorema 13.14 y Nota 13.27) y {1, a, a2, . . . , am−1}es ası, obviamente, una base de K[a] sobre K. A su vez, si n =grad(pK[a],b(x))
 entonces {1, b, b2, . . . , bn−1} es una base de K[a, b] sobre K[a]. Esto implica
 que {aibj : 0 ≤ i ≤ m − 1, 0 ≤ j ≤ n − 1} es un sistema linealmente in-
 dependiente de generadores de K[a, b] y, por lo tanto, una base de K[a, b]
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 sobre K. Entonces K[a, b] es un espacio vectorial de dimension mn sobre
 K. Ahora, si K[c] no fuera un cuerpo, no podrıan existir a1, ..., al en K,
 no todos nulos, tales que∑l
 k=0 akck = 0, pues si f(x) = alx
 l + · · · + a0,
 serıan f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0 y f(c) = 0. Entonces {ck : k = 0, 1, ...} serıa
 un subconjunto infinito linealmente independiente de K[c] sobre K. Esto es
 absurdo, pues evidentemente K[c] ⊆ K[a, b]. La ultima afirmacion es conse-
 cuencia del argumento anterior con c = b, bajo la hipotesis K[a] ⊆ K[b].�
 Nota 13.30. Se deduce que K[c] es un cuerpo para todo c ∈ K[a, b] y, de
 hecho, para todo c ∈ K[a]∪K[b]. El lema se aplica en particular cuando a y b
 son algebraicos sobreK (pues b sera automaticamente algebraico sobreK[a]).
 Del Lema 13.1 se deduce inmediatamente el siguiente.
 Lema 13.2. Si a y b son algebraicos sobre K, y ab 6= 0, tambien lo son a+b,
 ab, −a, −b, a−1 y b−1.
 Demostracion. En efecto, es claro que b es algebraico sobre K[a], y a+ b, ab,
 −a, −b, a−1 y b−1 estan todos en K[a, b].�
 Si K es un cuerpo numerico, denotaremos con Alg(K) el conjunto de los
 numeros complejos algebraicos sobre K. Del Lema 13.2 se deduce sin mas
 que
 Teorema 13.16. Si K es un cuerpo numerico, Alg(K) tambien lo es.
 Observese que K ⊆Alg(K) ⊆ C. En general, K 6=Alg(K). Por ejemplo,
 Alg(R) = C 6= R, como ya se mostro. Mas adelante se demostrara que exis-
 ten cuerpos K tales que Alg(K) 6= C. Si α ∈ CrAlg(K), se dice que α es
 trascendente sobre K. Si α ∈ CrAlg(Q), se dice simplemente que α es un
 numero trascendente. La existencia real de numeros trascendentes fue esta-
 blecida por primera vez por J. Liouville hacia 1851 (demostrandola mediante
 ejemplos explıcitos, algo exoticos (vease [26]). Mas tarde, hacia 1873, Ch.
 Hermite demostro sorpresivamente que un numero tan bien conocido como
 e, la base de los logaritmos naturales era, de hecho, trascendente (una demos-
 tracion de esto puede encontrarse en [19], p.217). Finalmente, hacia 1882, y
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 ahora con mucho mayor esfuerzo, C. F. Lindemann logro establecer la trascen-
 dencia de π y de varios otros numeros relacionados con este. Desde entonces,
 la busqueda de numeros trascendentes no ha cesado y se han encontrado in-
 cluso resultados de caracter general, como el de Gelfond-Schneider, (1934),
 que afirma que si a y b son numeros algebraicos, con b irracional, entonces
 ab es trascendente. Ası, 2√2 serıa trascendente. En general, los argumentos
 necesarios para establecer dichos hechos no son exclusivamente de caracter
 algebraico y quedan por fuera del alcance de un texto introductorio como el
 presente. Daremos, sin embargo, una demostracion de la existencia de nume-
 ros trascendentes basados en la idea de cardinalidad (Capıtulo 1, Seccion 1.9).
 Teorema 13.17. El conjunto CrAlg(Q) de los numeros complejos que son
 trascendentes sobre Q es no vacıo.
 Demostracion. Si para cada polinomio f(x) ∈ Q[x], f(x) 6= 0, denotamos por
 Z(f(x)) el conjunto de sus raıces en C, es claro que
 Alg(Q) =⋃
 f(x)∈Q∗[x]
 Z(f(x)) (13.75)
 donde Q∗[x] es el conjunto de los polinomios no nulos con coeficientes ra-
 cionales. Como Q∗[x] es enumerable, pues la aplicacion ϕ : Qn+1 −→ Qn [x]
 dada por ϕ (a1, a2, ..., an+1) = a1+ a2x+ · · ·+ an+1xn es biyectiva, y Z(f(x))
 es finito para todo f(x) ∈ Q∗[x], tambien Alg(Q) es enumerable, segun lo
 establecido en la Seccion 1.9. Como en dicha seccion se establecio tambien
 que C es no enumerable, la afirmacion del teorema resulta inmediatamente.�
 Nota 13.31. Ası, Alg(Q) es enumerable, mientras que CrAlg(Q) no lo es.
 Es decir, en el sentido de la Seccion 1.9 del Capıtulo 1, hay en realidad mas
 numeros trascendentes que algebraicos.
 Como se demuestra facilmente, a partir del hecho de que C es algebraica-
 mente cerrado, Alg(K) es algebraicamente cerrado si Alg(K) = C, y K es
 algebraicamente cerrado si y solo si K =Alg(K). En lo que sigue demostrare-
 mos que Alg(K) es siempre algebraicamente cerrado (aun si Alg(K) 6= K,C).Sin recurrir en forma explıcita al Algebra Lineal, la demostracion depende de
 los dos lemas siguientes, no del todo triviales, pero que son, de todas maneras
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 de mucho interes en sı y de mucha utilidad en la teorıa de las extensiones
 algebraicas de cuerpos numericos. El primero tiene que ver con la simplicidad
 (multiplicidad uno) de las raıces de los polinomios irreducibles. El segundo
 con la simplicidad de las extensiones algebraicas finitas (extensiones de la
 forma K[a1, ..., an], con ak algebraico sobre K).
 Definicion 13.13. Una extension L de un cuerpo K se denomina una ex-
 tension simple de K si L = K[α], donde α es algebraico sobre K.
 Necesitaremos tambien introducir el concepto de derivada de un polinomio.
 Definicion 13.14. Si f(x) =∑∞
 k=0 akxk ∈ K[x], el polinomio
 f ′(x) =∞∑
 k=0
 kakxk−1 (13.76)
 (que esta tambien en K[x]) se denomina la primera derivada del polinomio
 f(x).
 Como se verifica inmediatamente, si f(x), g(x) ∈ K[x], entonces
 (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x), (13.77)
 (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). (13.78)
 En particular (af(x))′ = af ′(x) para todo a ∈ K. Notese ademas que
 f(x) = a ∈ K si y solo si f ′(x) = 0. No es difıcil comprobar que f ′(x)
 satisface muchas de las propiedades usuales de la derivada del calculo ele-
 mental. En particular, ((x− a)m)′ = m(x− a)m−1 para todo m ∈ N.
 Lema 13.3. Sean f(x) ∈ K[x], a ∈ C una raız de f(x). Para que a sea
 una raız de multiplicidad al menos 2, de f(x) es necesario y suficiente que
 f ′(a) = 0.
 Demostracion. Reemplazando K por K[a], si es necesario, podemos suponer
 que a ∈ K. Entonces f(x) = (x− a)αh(x), donde h(x) ∈ K[x] y α ≥ 1 es la
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 multiplicidad de a como raız de f(x). Entonces
 f ′(x) = α(x− a)α−1h(x) + (x− a)αh′(x)
 ası que f ′(a) = α(a− a)α−1h(a). Como h(a) 6= 0, es claro que f ′(a) = 0 si y
 solo si α ≥ 2. �
 Corolario 13.11. Si f(x) ∈ K[x] es irreducible sobre K, todas las raıces de
 f(x) en C son simples (de multiplicidad 1).
 Demostracion. Si f(x) ∈ K[x] es irreducible, a es una raız de f(x) y p(x) es
 el polinomio mınimo de a sobre K, entonces f(x) = bp(x), b ∈ K, y si fuera
 f ′(a) = 0, se tendıa que p(x) | f ′(x), de lo cual f(x) | f ′(x). Esto solo es
 posible si f ′(x) = 0, lo cual implica que f(x) = 0 (pues f(a) = 0). Esto es
 absurdo.�
 El lema siguiente es un caso espacial del teorema de simplicidad de las ex-
 tensiones algebraicas finitas mencionado arriba.
 Lema 13.4. Sea K un cuerpo numerico y a, b ∈ C, algebraicos sobre K, en-
 tonces K[a, b] es un subcuerpo de C, el cual es una extension de K. Ademas,
 existe c ∈ C tal que
 K[a, b] = K[c], (13.79)
 y que c es algebraico sobre K, ası que K[a, b] es una extension simple de K.
 Demostracion. Como K[a] es un cuerpo numerico que contiene a K y K[a][b]
 uno que contiene a K[a], es claro que K[a, b] es un cuerpo numerico que
 contiene a K. Sean respectivamente p(x) y q(x) los polinomios mınimos de
 a y b sobre K, a1, ..., am las raıces de p(x) en C (a1 = a), b1, ..., bn las de q(x)
 (b1 = b). En virtud del Corolario 13.1 las ai son todas distintas entre sı, y lo
 mismo es cierto de las bj. Sea λ ∈ K tal que
 λ 6= ai − a
 b− bj, i 6= 1, j 6= 1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, (13.80)
 y sea c = a + λb ∈ K[a, b], ası que L = K[c] ⊆ K[a, b] y es un cuerpo.
 Demostraremos que K[a, b] = K[c]. Notese que si j 6= 1, c − λbj no es raız
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 de p(x) (c− λbj 6= ai, i = 1, 2, ...,m, si j 6= 1). Sea h(x) = p(c− λx) ∈ L[x].
 Como h(b) = p(c − λb) = p(a) = 0, h(x) y q(x) tiene a b como raız
 comun, pero h(bj) 6= 0 para j 6= 1. Por lo tanto, b es la unica raız comun
 de h(x) y q(x). Se deduce que si d(x) = mcd (h(x), q(x)) ∈ L[x] en-
 tonces d(x) = (x − b)m,m ≥ 1, y puesto que,(x − b)2 ∤ q(x), entonces
 x− b = d(x) ∈ L(x), ası que b ∈ L = K[c]. Como ademas a = c− λb, λ ∈ K,
 tambien a ∈ K[c]. Entonces K[a, b] ⊆ K[c], y , ası, K[c] = K[a, b]. Como
 K[c] es un cuerpo, c es algebraico sobre K. Esto demuestra el lema �
 El siguiente es el teorema de simplicidad de las extensiones algebraicas finitas
 de cuerpos numericos.
 Teorema 13.18. Si a1, ..., an son algebraicos sobre K, L = K[a1, ..., an] es
 una extension simple de K. Es decir, existe c ∈ C, algebraico sobre K tal
 que L = K[c].
 Demostracion. La afirmacion es cierta si n = 1, 2, como resulta del Lema
 13.4. Suponiendo que vale para n ≥ 2 dado, de L = K[a1, ..., an, an+1] =
 K[a1, ..., an][an+1] = K[α][an+1], con α algebraico sobre K, se deduce del Le-
 ma 13.4 que si tambien an+1 es algebraico sobre K entonces L = K[c] para
 algun c ∈ C, algebraico sobre K, y la afirmacion sera tambien cierta para
 n+ 1. Entonces, sera cierta para todo n ∈ N.�
 Teorema 13.19. Si K es un cuerpo numerico, el cuerpo Alg(K) de los
 numeros complejos algebraicos sobre K es algebraicamente cerrado.
 Demostracion. Sea L =Alg(K) y f(x) = b0 + b1x + · · · + blxl ∈ L[x]. Como
 b0, ..., bl son algebraicos sobre K, existe c ∈ C, algebraico sobre K, tal que
 K[b0, ..., bl] = K[c]. Sea α ∈ C raız de f(x). Es claro que α es algebraico
 sobre K[c] y, como α ∈ K[c, α], entonces, segun el Lema 13.4, α es algebraico
 sobre K. Ası α ∈ L, y el teorema queda demostrado.�
 Nota 13.32. Una alternativa para la demostracion del Teorema 13.19 (sin
 usar los Lemas 13.3 y 13.4 ni sus consecuencias, sino recurriendo al Algebra
 Lineal) es la de demostrar que si b0, ..., bl son algebraicos sobre K, K[b0, ..., bl]
 es un espacio de dimension finita sobreK. Esto es claro si l = 0; y si l = 1. Su-
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 poniendo entonces la afirmacion para l, de K[b0, ..., bl+1] = K[b0, ..., bl][bl+1]
 se deduce para l+ 1, por el mismo argumento usado en dicha nota (con una
 base {a0, ..., am−1} de K[b0, ..., bl] sustituyendo a {1, a, ..., am−1}, haciendob = bl+1 y verificando que {aibj : i = 0, 1, ...,m− 1, j = 0, 1, ..., n− 1} es una
 base de K[b0, ..., bl, bl+1]). De hecho, tal argumento es valido si bl+1 es solo
 algebraico sobre K[b0, ..., bl]. Si b0, ..., bl y α son entonces como en la demos-
 tracion del Teorema 13.19, de α ∈ K[b0, ..., bl, α], se concluye, tal como en la
 Nota 13.30, que K[α] es un cuerpo y que α es algebraico sobre K.
 Nota 13.33. Si f(x) ∈ K[x] y α1, . . . , αn son sus raıces, K[α1, . . . , αn] se
 denomina el cuerpo de descomposicion de f(x) sobre K y se denota como
 K(f(x)). Lo anterior indica que f(x) = a(x−α1) · · · (x−αn) ∈ K(f(x)). El
 cuerpoK(f(x)), que siempre existe, juega un papel importante en la teorıa de
 la resolubilidad explıcita de la ecuacion f(x) = 0 y, mas aun, en la teorıa abs-
 tracta de los cuerpos. Por otra parte, existe α ∈ C tal que K(f(x)) = K[α].
 No necesariamente f(α) = 0 (pues, por ejemplo, K[α] = K[aα] para to-
 do a ∈ K, a 6= 0), pero cualquier raız αk de f(x) se escribe en la forma
 αk = fk(α) donde fk(x) ∈ K[x] y grad(fk(x)) <grad(pk,α(x)). En caso de
 que f(α) = 0, se dice que α es una raız primitiva de f(x). Hay buenas ra-
 zones para esta denominacion. Por ejemplo, si n ≥ 2 es un primo, es obvio
 que Q(xn − 1) = Q[ω], donde ω es cualquier raız primitiva n-esima de la
 unidad (Seccion 1.8. Por ejemplo ω = e2πi/n), pues cualquier raız de xn − 1
 es obviamente de la forma ωk con 0 ≤ k ≤ n − 1 y esta entonces en K[ω].
 Como obviamente pQ,ω(x) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1, debe observarse que
 ωn−1 = −(ωn−2+ · · ·+1), y ωn−1 se expresa tambien mediante un polinomio
 de grado menor que n− 1.
 Nota 13.34. Como lo mencionamos en la nota anterior, si n es primo, el
 cuerpo de descomposicion sobre Q del polinomio xn − 1, n ≥ 1, es Q[ω],
 donde ω = e2πi/n, o, de hecho, donde ω es cualquier raız n-esima primitiva
 de la unidad (vease Capıtulo 1, Seccion 1.8). Es decir,
 Q{xn − 1} = Q[ω]. (13.81)
 Esto es aun valido si n no es primo, como es evidente. Si n es primo,
 pQ,ω(x) =xn − 1
 x− 1= xn−1 + · · ·+ 1, (13.82)
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 pues el termino de la derecha en (13.82) es un polinomio monico irreducible.
 Esto ultimo no es cierto si n no es primo. Por ejemplo x3 + x2 + x + 1 =
 (x+ 1)(x2 + 1). De todas maneras, como, ωn − 1 = 1− 1 = 0, se deduce que
 pQ,ω(x) | (xn − 1) y, si n ≥ 2, entonces (x − 1) ∤ pQ,ω(x), ası que pQ,ω(x) |xn−1 + · · ·+ 1. Esto implica que pQ,ω(x) = x− 1 cuando n = 1 y que
 pQ,ω(x) = (x− ωk1) · · · (x− ωkr), k1 = 1, (13.83)
 donde 1 ≤ ki ≤ n − 1, 1 ≤ r < n, si n ≥ 2, y una expresion semejante
 serıa valida si ω = e2πik/n con mcd(k, n) = 1 (vease Capıtulo 1, Seccion 1.8).
 Supongamos ahora que para algun k = ki se tuviera que mcd(k, n) = d 6= 1.
 Para α ∈ C escribamos pα(x) = pQ,ω(x). Evidentemente pωk(x) | pω(x) como
 se deduce de (13.83). Por otra parte ωk = e(2πi/m)k′ donde m = n/d y k′ =
 k/d. Observese que mcd(m, k′) = 1, de lo cual Q{xm − 1} = Q[ωk], ası que
 todas las raıces de pωk(x) son de la forma ωkj, 1 ≤ j ≤ m− 1. Pero entonces
 ω no es raız de pωk(x), pues si fuera ωkj = ω se tendrıa que kj−1 = ln, l ∈ Z,ası que 1 = jk+(−l)n, y serıa mcd(k, n) = 1, lo cual es contrario a la hipotesis
 sobre k. Se deduce que mcd(ki, n) = 1, i = 1, 2, . . . , r, en (13.83), ası que las
 ωki son todas raıces primitivas n−esimas de la unidad, (Capıtulo 1, Seccion
 1.8). Es posible demostrar, aunque no facilmente, que las ωki son todas las
 raıces primitivas n−esimas de la unidad, ası que (Capıtulo 1, Seccion 1.8).
 grad(pQ,ω(x)) = # {1 ≤ k ≤ n− 1 : mcd(k, n) = 1} . (13.84)
 Es corriente denotar con ϕ(n) el termino de la derecha en (13.84), y definir
 ϕn(x) :=∏
 mcd(k,n)=11≤k≤n−1
 (x− ωk) (13.85)
 (el producto de los (x−ωk)). Supondremos valida en lo que sigue la relacion
 ϕn(x) = pQ,ω(x), (13.86)
 para toda raız prima n-esima de la unidad y todo n ≥ 1 (para una demos-
 tracion veanse [18], p. 234 o [19] p. 362). Se dice entonces que ϕn(x) es el
 n-esimo polinomio ciclotomico y en vista de (13.86), es un polinomio monico
 irreducible sobre Q de grado ϕ(n). Notese que ϕ(n) = n− 1 si n es primo y
 que ϕ1(x) = x− 1. Como es claro,
 xn − 1 = ϕn(x)ψn(x)
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 donde ψn(x) es el producto de las (x − ωk) tales que 1 ≤ k ≤ n − 1 y
 que mcd(k, n) = d 6= 1, y si m = n/d, de (ωk)n − 1 = 0 se obtiene que
 pωk(x) | xn − 1. Pero Q[ωk] = Q{xm − 1}, de lo cual pωk(x) = ϕm(x). Se
 deduce que si m | n, m 6= n y d = n/m, ası que mcd(d, n) = d 6= 1, entonces
 pωd(x) = ϕm(x) | ψn(x). Por otra parte,
 mcd(ϕk(x), ϕm(x)) = 1 (13.87)
 si k,m son divisores de n distintos entre si, ya que ϕk(x) y ϕm(x) son entonces
 polinomios monicos irreducibles distintos en Q[x]. Entonces
 ψn(x) =∏
 k|n1≤k<n
 ϕk(x) (13.88)
 (el producto de los ϕk(x)). Es decir,
 ϕn(x) =xn − 1∏k|n
 1≤k<nϕk(x)
 . (13.89)
 Esto suministra una definicion inductiva de ϕn(x). Ası,
 ϕ1(x) = x− 1,
 ϕ2(x) =x2 − 1
 x− 1= x+ 1,
 ϕ3(x) =x3 − 1
 x− 1= x2 + x+ 1,
 ϕ4(x) =x4 − 1
 (x− 1)(x+ 1)=x3 + x2 + x+ 1
 x+ 1= x2 + 1
 ϕ5(x) =x5 − 1
 (x− 1)= x4 + x3 + x2 + x+ 1
 ϕ6(x) =x6 − 1
 (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)= x2 − x+ 1
 ...
 observese que el grado de ϕn(x), es decir ϕ(n), no es una funcion creciente
 de n.
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 Nota 13.35. Si N∗ = Nr {0}, la funcion ϕ : N∗ → N definida por ϕ(1) = 1,
 y, para n ≥ 2, por
 ϕ(n) = # {1 ≤ k ≤ n− 1 : mcd(k, n) = 1} , (13.90)
 se denomina la Funcion de Euler y juega un papel notable en la teorıa de
 los numeros (y como pudimos apreciarlo, tambien en la de los grupos finitos).
 Notese que de (13.88) y (13.89) se deduce que
 n =∑
 k|n1≤k≤n
 ϕ(k). (13.91)
 Nota 13.36. Observese finalmente que si p > 1 es un entero,
 Q{xn − p} = Q[ n√p, n
 √pω, n
 √pω2, . . . , n
 √pωn−1]
 donde ω = e2πin , y, puesto que n
 √p ∈ Q(xn − p), de lo cual tambien ω ∈
 Q(xn − p), entonces Q{xn − p} = Q[ n√p, ω, ω2, . . . , ωn−1] = Q[ n
 √p, ω]. En
 este caso el valor de c tal que Q{xn − 1} = Q[c] y, sobre todo, pQ,c(x),
 son, en general mas difıciles de determinar. Por ejemplo, si p = 2, n = 3
 y ω = e2πi/3, de ( 3√2(1 + 2ω))3 = 2(3 + 6ω2), se deduce que ω2 ∈ Q[c],
 donde c = 3√2(1 + 2ω). Como ω = (ω2)2, tambien ω ∈ Q[c]. Esto implica
 que 3√2 ∈ Q[c] y permite concluir que Q[c] = Q[ 3
 √2, ω] = Q{x3 − 2}. Para
 determinar p(x) = pQ,c(x), recurriremos nuevamente a la ayuda del Algebra
 Lineal. Como ω /∈ Q[ 3√2] ⊆ R (notese que ω = (i
 √3 − 1)/2), Q[ 3
 √2][ω]
 debe ser un espacio vectorial de dimension al menos 2 sobre Q[ 3√2]. A su
 vez, como pQ, 3√2(x) = x3 − 2, Q[ 3
 √2] es de dimension 3 sobre Q. Entonces,
 Q[c] = Q{x3 − 2} tiene al menos dimension 6 sobre Q. Pero como se verifica
 facilmente (notese que c3 = 2(3+6ω2) = −6√3i), si f(x) = x6+108 entonces
 f(c) = 0. Esto implica que Q[c] tiene exactamente dimension 6 sobre Q, que
 f(x) es irreducible sobre Q, y que f(x) = pQ,c(x).
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 EJERCICIOS
 13.1 Sean ψ : N×N −→ Z la aplicacion ψ (a, b) = a − b y R = Rψ la rela-
 cion de equivalencia sobre N×N asociada con ψ (Ejercicio 1.12). Sean
 Z = N×N/R, ϕ : N×N −→ Z la aplicacion canonica, ψ : Z−→ Z la
 aplicacion obtenida de ψ como en el Ejercicio 1.12. Demuestre que
 ψ es biyectiva. Para cada (a, b) ∈ N×N, sea [a, b] = ϕ (a, b) la clase
 de equivalencia modulo R de (a, b). Demuestre que [a, b] = [c, d] si y
 solo si a + d = b + c (asi que la relacion de equivalencia R puede de-
 finirse independientemente de ψ por (a, b) ≡ (c, d) (modR) si y solo si
 a+ d = b+ c) y que [a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d] define una ley de com-
 posicion interna en Z tal que ψ ([a, b] + [c, d]) = ψ ([a, b]) + ψ ([c, d]) .
 Demuestre que tambien [a, b] [c, d] = [ac+ bd, ad+ bc] define una ley de
 composicion interna en Z tal que ψ ([a, b] [c, d]) = ψ ([a, b]) ψ ([c, d]) .
 Identifique N con N×{0} y demuestre que ϕ : N −→Z es inyectiva y tal
 que ϕ (a+ b) = ϕ (a)+ϕ (b) , ϕ (ab) = ϕ (a)ϕ (b) (ası que identificando
 a N con N = ϕ (N), se puede considerar que (N,+, ·) es un subsistema
 de(Z,+, ·
 )).
 Nota: Se deduce que(Z,+, ·
 ), construido arriba, es esencialmente igual
 a (Z,+, ·). Cuando se conoce (N,+, ·) , por ejemplo axiomaticamente
 (Peano) o, mejor, a partir de una teorıa cardinal u ordinal, pero no se
 conoce el sistema (Z,+, ·), este puede construirse a partir de (N,+, ·)via
 (Z,+, ·
 )(definiendo R directamente). Para evitar este tipo de
 construcciones, evidentemente engorrosas, hemos preferido desarrollar
 una teorıa puramente axiomatica de los reales. (En ciertos contextos
 tales construcciones son, sin embargo, inevitables).
 13.2 Sean Z∗ = Z r {0}, ψ : Z× Z∗ −→ Q la aplicacion ψ (a, b) = a/b,
 R = Rψ la relacion de equivalencia en Z× Z∗ asociada con ψ (Ejer-
 cicio 1.12). Sean Q = Z× Z∗/R, ϕ : Z× Z∗ −→ Q la aplicacion
 canonica, ψ : Q −→ Q la aplicacion obtenida de ψ como en el Ejer-
 cicio 1.12. Demuestre que ψ es biyectiva. Demuestre ademas que
 (a.b) ≡ (c, d) (modR) si y solo si ad = bc (lo cual permite definir
 R independientemente de ψ). Sea [a, b] = ϕ (a, b) . Demuestre que
 [a, b]+ [c, d] = [ad+ bc, bd] y [a, b] [c, d] = [ac, bd] definen leyes de com-
 posicion interna en Q y que ψ ([a, b] + [c, d]) = ψ ([a, b]) + ψ ([c, d]) ,
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 ψ ([a, b] [c, d]) = ψ ([a, b]) ψ ([c, d]), (ası que(Q,+, ·
 )es esencialmen-
 te lo mismo que (Q,+, ·)). Demuestre tambien que si Z se identifi-
 ca con Z×{1}, ϕ : Z −→Q es inyectiva, ϕ (a+ b) = ϕ (a) + ϕ (b) y
 ϕ (ab) = ϕ (a)ϕ (b) (ası que Z puede considerarse como un subconjun-
 to de Q).
 Nota. Evidentemente, la construccion anterior de(Q,+, ·
 )es com-
 pletamente analoga a la de(Z,+, ·
 )en el Ejercicio 1.22. Ambas se
 originan en las ideas introducidas en el Ejercicio 1.12. Generalmen-
 te(Q,+, ·
 )se construye en segunda etapa, a partir de
 (Z,+, ·
 ), ya
 construido a partir de (N,+, ·) como en tal ejercicio.
 13.3 Compruebe que el sistema(Q,+, ·,Q+), donde Q+ = Q ∩R+, satisface
 los axiomas algebraicos y los axiomas algebraicos del orden de R. Com-
 pruebe, sin embargo, que el conjunto A = {x ∈ Q : x2 ≤ 2} es acotado
 superiormente en Q pero no tiene extremo superior en Q.
 13.4 Demuestre que si A ⊆ Q es tal que A ∪ (−A) = Q, A ∩ (−A) ⊆ {0},A + A ⊆ A y AA ⊆ A, entonces A = Q+ := Q ∩ R+. (Indicacion.
 Demuestre primero que 0, 1 ∈ A y concluya que N ⊆ A).
 13.5 Demuestre que si A ⊆ R es tal que A ∪ (−A) = R, A ∩ (−A) ⊆ {0},A+ A ⊆ A y AA ⊆ A, entonces A = R+.
 13.6 Sean A ⊆ R, A• := A+ ∩ Q = {a ∈ Q :a ≥ x para todo x ∈ A} . Si
 A 6= ∅ 6= A• y A ∩ A• = ∅, se dice que (A,A•) es una cortadura de
 Dedekind de Q. Para cada a ∈ R, sea Aa = {x ∈ Q :x < a} . Verifi-
 que que (Aa, A•a) es una cortadura de Dedekind de Q y que si R es el
 conjunto de todas las cortaduras de Dedekind de Q, ψ : R −→ R dada
 por ψ (a) = (Aa, A•a) es biyectiva. Defina en R la relacion de orden
 (A,A•) ≤ (B,B•) si y solo si A ⊆ B. Con los significados obvios,n
 extremo superior.
 Nota. Este ejercicio apunta en la misma direccion que los Ejercicios
 1.22 y 13.4. Se trata ahora de construir R a partir de Q via R. Esto
 requiere definir sumas y productos apropiados de cortaduras, lo cual
 no es del todo trivial, pero puede hacerse. Si tenemos entonces una
 teorıa lo suficientemente buena de (N,+, ·) para asegurar la existencia
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 de tal sistema (ninguna te verifique que si A ⊆ R es superiormente
 acotado y no vacıo,A tiene uorıa axiomatica lo hace), tal como en cierta
 forma lo hacen la teorıa ordinal o la cardinal, o si admitimos desde un
 comienzo que (N,+, ·) nos ha sido dado por Dios (Kronecker), podemos
 construir (Z,+, ·) , (Q,+, ·) y (R,+, ·) , garantizando ası su existencia.
 Este es un merito de las teorıas constructivas o geneticas, que las teorıas
 axiomaticas no tienen.
 *13.7 Sea(R,+, ·, R+
 ), un sistema numerico que satisface los mismos axio-
 mas algebraicos de (R,+, ·,R+) y los mismos axiomas de orden, inclu-
 yendo el axioma (A.C.R) . Demuestre que existe una aplicacion biyec-
 tiva f : R −→ R tal que f (a+ b) = f (a) + f (b) , f (ab) = f (a) f (b)
 y que f (a) ≤ f (b) si a ≤ b. (Indicacion. Defina N, Z, Q en R de
 la manera obvia, y comience por definir f : N −→R por f (0) = 0 y
 f (n+ 1) = f (n) + 1, verificando que f aplica biyectivamente N sobre
 N. Luego extienda sucesivamente f a Z, y a Q, de la manera obvia,
 verificando que f (Z) = Z y f (Q) = Q, biyectivamente. Finalmen-
 te, para r ∈ R, defina f (r) = sup {f (x) : x ∈ Q, x < r}). Demuestre
 ademas que f es unica con las anteriores propiedades. Demuestre fi-
 nalmente que no es posible definir una aplicacion biyectiva de R en Qque satisfaga las propiedades anteriores de f.
 13.8 Si C+ = {z ∈ C : ℜ (z) ≥ 0} y C+ = {z ∈ C : ℑ (z) ≥ 0} ¿son (C+,+, ·)y (C+,+, ·) sistemas numericos? Demuestre que si K ⊆ R es un domi-
 nio y K+ = {x ∈ K : x ≥ 0} , entonces (K+,+, ·) es un sistema numeri-
 co.
 13.9 Si (S,+, ·) es un dominio numerico y a ∈ S es tal que a−1 ∈ S, se dice
 que a es una unidad de S. Demuestre que a es una unidad de S si
 y solo si a−1 tambien lo es, y que si a,b son unidades de S, ab es una
 unidad de S. ¿Cuales son las unidades de (Z,+, ·)? Si (S,+, ·) es uncuerpo ¿cuales son las unidades de S?
 13.10 Si (S,+, ·) es un dominio numerico y a, b ∈ S, diremos que a | b en S(a divide a b en S) si a 6= 0 y existe c ∈ S tal que ac = b. Se dice
 tambien que a es un divisor o un factor de b. Demuestre:
 a) Si a ∈ S y a 6= 0, a | a en S.
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 b) Si a, b, c ∈ S y a | b, b | c, entonces a | c.c) Si a, b ∈ S, a | b y b | a, existen u, v ∈ S tales que av = 1 y que
 b = ua, a = vb, ası que u, v son unidades de S. (Ejercicio 13.9)
 13.11 Si S es un dominio, a, b ∈ S, y existe una unidad u ∈ S tal que b = ua,
 en cuyo caso a = vb, v = u−1, se dice que a y b son asociados en S, y
 se escribe a ∼ b (modS) . Demuestre que si a, b ∈ S, ab 6= 0, entonces
 a ∼ b (modS) si y solo si a | b y b | a en S. Demuestre tambien que
 si G = {(a, b) : a, b ∈ S, a ∼ b (modS)} , entonces R = (S,G, S) es una
 relacion de equivalencia en S.
 13.12 Sea (S,+, ·) un dominio. Se dice que a ∈ S es irreducible en S, si
 a no es una unidad, y si sus unicos divisores son las unidades y los
 elementos se S de la forma ua donde u es una unidad. Demuestre
 que si (S,+, ·) es un cuerpo, no existen en S elementos irreducibles.
 ¿Cuales son los elementos irreducibles de (Z,+, ·)? Demuestre que si
 (S,+, ·) y (S ′,+, ·) son dominios tales que S ⊆ S ′, entonces:
 a) Si a ∈ S es irreducible en S ′, a es tambien irreducible en S.
 b) Si S 6= S ′, pueden existir elementos a ∈ S que son irreducibles en S
 pero no en S ′. ¿Puede usted dar un ejemplo de esta circunstancia?.
 c) Toda unidad de S es una unidad de S ′.
 13.13 Se dice que el sistema numerico (S,+, ·) es estable bajo conjugacion si
 S = {a : a ∈ S} ⊆ S (es decir, si S = S). Demuestre que Z [i] y Q [i]
 son estables bajo conjugacion, pero que N [i] = {a+ bi : a, b ∈ N} no lo
 es.
 13.14 Sea (K,+, ·) un cuerpo numerico. Demuestre que las afirmaciones si-
 guientes son equivalentes:
 a) K es estable bajo conjugacion. (Ejercicio 13.13).
 b) Re (K) = {ℜ (a) : a ∈ K} es un subcuerpo de K.
 c) Si a ∈ K, entonces |a|2 ∈ K.
 13.15 Demuestre que si (K,+, ·) es un cuerpo numerico,(K,+, ·
 )tambien lo
 es (K := {z : z ∈ K}).
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 13.16 Si S ⊆ C es tal que
 1. 0 ∈ S,
 2. − S ⊆ S,
 3. S + S ⊆ S,
 se dice que (S,+) es un grupo numerico aditivo o, mas precisamente,
 un subgrupo aditivo de (C,+) . A su vez, si S ⊆ C es tal que
 1. 0 /∈ S, 1 ∈ S,
 2. S−1 ⊆ S,
 3. SS ⊆ S,
 se dice que (S, ·) es un grupo numerico multiplicativo o, mas precisa-
 mente, un subgrupo multiplicativo de (C∗, ·) , donde C∗ = Cr {0} .Demuestre:
 a) Si (S,+, ·) es un dominio, (S,+) es un grupo aditivo.
 b) Si (K,+, ·) es un cuerpo, (K∗, ·) , donde K∗ = K r {0} , es un
 grupo multiplicativo.
 c) Si (S,+, ·) es un dominio, el conjunto U (S) de las unidades de S
 (Ejercicio 13.9) es, con la multiplicacion, un grupo multiplicativo.
 13.17 Verifique que Q[√
 2]dado por (13.1) es un cuerpo numerico en el cual
 a+ b√2 = c+ d
 √2 si y solo si a = c y b = d, y en el cual, si a+ b
 √2 6=
 0,(a+ b
 √2)−1
 =(a− b
 √2)/ (a2 − 2b2) . ¿Es posible que a2 = 2b2,
 a, b ∈ Q? Verifique tambien que Q [i] dado por (13.2) es un cuerpo en
 el cual, si a+ bi 6= 0, entonces (a+ bi)−1 = (a− bi) / (a2 + b2) .
 13.18 Demuestre que Q[
 3√2]dado por (13.4) es un cuerpo. (Indicacion. Ob-
 serve que si a, b, c ∈ Q entonces mcd(x3 − 2, a+ bx+ cx2) = 1 cuando
 a2 + b2 + c2 6= 0. Use entonces el Teorema 13.7)
 1.19 Verifique que Q dado por (13.3) no puede ser un cuerpo. De hecho, ni
 siquiera es un sistema numerico. (Indicacion. Tal como en el Ejercicio
 13.18, observe que si a2+b2+c2 6= 0 entonces mcd(x3 − 2, a+ bx+ cx2) =
 1, y muestre que esto contradice el que 3√4 =
 (3√2)2
 = a + b 3√2,
 a, b ∈ Q.)
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 13.20 Sea Z[i√5]={a+ bi
 √5 : a, b ∈ Z
 }. Verifique que Z
 [i√5]es un
 dominio pero no un cuerpo. Demuestre, de hecho, que las unicas uni-
 dades de Z[i√5]son −1 y 1, y que a ∈ Z
 [i√5]es irreducible si y
 solo si a 6= ±1 y sus unicos divisores son ±1 y ±a. Diremos que a
 es un primo de Z[i√5]si a es irreducible y ℜ (a) > 0 o ℜ (a) = 0
 e ℑ (a) > 0. Verifique entonces que 2, 3, 1 + i√5, 1 − i
 √5 son primos
 distintos y que 6 = 2 · 3 =(1 + i
 √5) (
 1− i√5), ası que Z
 [i√5]no
 es un dominio factorial. Demuestre finalmente que todo irreducible de
 Z[i√5]esta asociado con un primo.
 13.21 Sea p ≥ 2 un primo y Qp el conjunto de los r ∈ Q que pueden escribirse
 en la forma r = m/n con m,n ∈ Z, p ∤ n. Demuestre:
 a) Qp es un dominio de integridad.
 b) u ∈ Qp es una unidad si y solo si u = a/b donde a, b ∈ Z y p ∤ ab.
 c) Si r ∈ Qp, existen n ∈ Z, n ≥ 0, y una unidad u ∈ Qp, tales que
 r = upn.
 d) Los unicos elementos irreducibles de Qp son los de la forma up
 donde u es una unidad de Qp.
 e) Qp es un dominio factorial.
 f ) Qp no es un cuerpo.
 13.22 Demuestre que en el dominio Z [i] de los enteros de Gauss, las unicas
 unidades son ±1 y ±i. Si p es irreducible en Z [i] y ℜ (p) > 0, ℑ (p) ≥ 0,
 se dice que p es un primo de Z [i] . Demuestre que si q es irreducible
 en Z [i] , siempre existe un primo p tal que p ∼ q (modZ [i]) .
 13.23 Verifique que 5 no es un primo de Z [i] , y encuentre una descompo-
 sicion de 5 en factores primos (Resp. 5 = (−i) (2 + i) (1 + 2i)). Ve-
 rifique tambien que 5 = (2 + i) (2− i) = (1 + 2i) (1− 2i) son des
 composiciones de 5 en factores irreducibles, y describa las relaciones
 de asociacion para estas des- composiciones. (Resp. 2 + i = i (1− 2i) ,
 2− i = (−i) (1 + 2i) .)
 13.24 Verifique las relaciones (13.27), (13.28) y (13.29).
 13.25 Verifique la relacion (13.34).
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 13.26 Demuestre todas las afirmaciones del texto entre el Teorema 13.8 y la
 Nota 13.13.
 13.27 Verifique que, en Q [x] ,
 1 = 12(x2 + 1) + 1−x
 2(1 + x)
 = 2+x2
 (x2 + 1) +(−1)(x2+x)
 2(1 + x) .
 Demuestre, sin embargo, que si K es un cuerpo numerico arbitrario,
 f (x) , g (x) ∈ K [x] , f (x) g (x) 6= 0, y d (x) = mcd (f (x) , g (x)) , exis-
 ten m (x) , n (x) , unicos, tales que
 d (x) = m (x) f (x) + n (x) g (x)
 y que grad(m (x)) <grad(g (x)) o grad(n (x)) <grad(f (x)) .
 13.28 Sean K,L cuerpos numericos, K ⊆ L, K 6= L. Sean f (x) , g (x) ∈K [x] . De una relacion de Bezout para d (x) = mcd (f (x) , g (x)) , la
 cual sea valida en L [x] pero no en K [x] .
 13.29 Sea K un cuerpo numerico, f (x) ∈ K [x] un polinomio de grado dos o
 tres. Demuestre que f (x) es irreducible en K [x] si y solo si f (x) no
 tiene raıces en K. ¿Es x2−4x+2 irreducible en Q [x]? ¿Es irreducible
 en R [x]? ¿Son x3 + x+ 1 y x3 + x2 + x+ 1 irreducibles en Q [x]?
 13.30 Sean f (x) = anxn + · · · + a0 ∈ Z [x] , r = a/b ∈ Q, con a, b ∈ Z y
 mcd(a, b) = 1. Demuestre que si r es raız de f (x) entonces b | any a | a0. (Este resultado permite sistematizar la busqueda de raıces
 racionales de f (x) ∈ Q [x] .)
 13.31 (Algoritmo euclıdeo para el mcd.) Sean K un cuerpo numerico,
 f (x) , g (x) ∈ K [x] , con g (x) 6= 0 y grad(g (x)) ≤grad(f (x)) . Escrıba-
 se r0 (x) = f (x) , r1 (x) = g (x) , y supongase que
 rk (x) = qk+1 (x) rk+1 (x) + rk+2 (x) , 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1,
 donde grad(rk+2 (x)) <grad(rk+1 (x)) , 0 ≤ k ≤ n − 1, y rn+1 (x) = 0
 (division consecutiva de residuos hasta obtener un residuo nulo, comen-
 zando con r0 (x) = f (x) , r1 (x) = g (x)). Demuestre que
 rn (x) = mcd (r0 (x) , r1 (x)) = mcd (f (x) , g (x)) .
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 (Indicacion. Demuestre que rn (x) | f (x) , rn (x) | g (x) , y que si r (x) |f (x) , r (x) | g (x) entonces r (x) | rn (x) .). En los casos n = 1, 2, 3,
 encuentre, mediante el algoritmo mismo,m (x) y n (x) tales que (13.49)
 sea valida.
 13.32 SeaK un cuerpo numerico. Determine el mcd enK [x] de las siguientes
 parejas de polinomios:
 a) 3x3 + 13x2 + 15x+ 9, x3 + 4x2 + 4x+ 3. (Resp. x+ 3).
 b) x6 + x5 + x4 + 2x2 + 3x+ 1, x3 + x2 + x+ 1. (Resp. 1).
 c) x3 − 6x+ 7, x+ 4. (Resp. 1).
 d) 2x7 − 4x5 − 2, 2x2 − 2. (Resp. x+ 1).
 e) x7 − x4 + x3 − 1, x3 − 1. (Resp. x3 − 1).
 13.33 Sean a, b ∈ Z, d = mcd (a, b) , m, n ∈ Z, m,n ≥ 0. Demuestre que
 dk = mcd (am, bn) , k = mın (m,n) . Concluya que d = mcd (a, bn) =
 mcd(am, b) . Extienda los anteriores resultados al caso de
 d (x) = mcd(f (x) , g (x)) , donde f (x) , g (x) ∈ K [x] y K es un cuerpo.
 13.34 (Fracciones Parciales) Sean f1 (x) , ..., fn (x) , n ≥ 2, polinomios no
 nulos sobre un cuerpo K, tales que mcd(fi (x) , fj (x)) = 1 si i 6= j, y
 sean f (x) = f1 (x) · · · fn (x) y g (x) ∈ K [x] con grad(g (x)) <
 grad(f (x)) . Demuestre que existen mi (x) ∈ K [x] con grad(mi (x))
 <grad(fi (x)) , i = 1, ..., n, tales que
 g (x)
 f (x)=m1 (x)
 f1 (x)+ · · ·+ mn (x)
 fn (x).
 (Indicacion. Para cada i ≤ k ≤ n, sea fk (x) = f (x) /fk (x) . Demues-
 tre entonces que 1 = mcd(f1 (x) , ..., fn (x)
 ), y use una relacion de
 Bezout (1.147) para mcd. Multiplique luego por g (x) /f (x) y recurra
 finalmente al algoritmo de la division en cada termino.) Demuestre
 tambien que si f (x) = (p (x))n , n ≥ 1, p (x) ∈ K [x] , p (x) 6= 0 y
 g (x) ∈ K [x] con grad(g (x)) <grad(f (x)) , entonces
 g (x)
 f (x)=m1 (x)
 p (x)+
 m2 (x)
 (p (x))2+ · · ·+ mn (x)
 (p (x))n, k = 1, 2, ..., n.
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 13.35 (Fracciones parciales monogenas). Sean K un cuerpo y
 f (x) = (x− a1)n1 · · · (x− am)
 nm ,
 donde ak ∈ K, ak 6= aj si k 6= j, nk ≥ 1, k = 1, 2, ...,m. Demuestre que
 si g (x) ∈ K [x] y grad(g (x)) <grad(f (x)) , entonces
 g (x)
 f (x)=
 m∑
 k=1
 mk (x)
 (x− ak)nk, mk (x) ∈ K [x] , grad (mk (x)) < nk.
 Demuestre ademas que para k = 1, 2, ...,m,
 mk (x)
 (x− ak)nk
 =
 nk∑
 k=1
 bki
 (x− ak)i , bki ∈ K, i = 1, 2, ..., nk.
 13.36 (Gauss). Sean f (x) , g (x) ∈ Z [x] polinomios primitivos (es decir
 c (f (x)) = c (g (x)) = 1). Demuestre que h (x) = f (x) g (x) tam-
 bien es primitivo. (Indicacion. Supongase que f (x) = a0+ · · ·+anxn,g (x) = b0+ · · ·+ bmxm, con anbm 6= 0. Por hipotesis, mcd(a0, ..., an) =
 mcd(b0, ..., bm) = 1. Supongase ademas que a = c (h (x)) , y que p es
 un primo tal que p | a. Evidentemente p no divide a todos los ai ni a
 todos los bj. Sean k = mın {i : p ∤ ai} , h = mın {j : p ∤ bj} , l = k + h.
 Demuestre que si cl es el coeficiente de xl en h (x) entonces p ∤ cl,observando, con ak+i = 0 si k + i > m, bh+i = 0 si h+ i > n, que
 cl − akbh =h∑
 i=1
 ak+ibh−i +k∑
 i=1
 ak−ibh+i,
 y que si p | cl, p dividirıa el miembro de la derecha pero no el de la
 izquierda de la anterior igualdad.
 13.37 Verifique en detalle que Z [x] es un dominio factorial (Nota 13.22).
 Demuestre tambien la afirmacion de la Nota 13.23.
 13.38 Se dice que a ∈ C es un numero algebraico, si existe f (x) ∈ Q [x] ,
 f (x) 6= 0, tal que f (a) = 0. De igual manera, a ∈ R es un algebraico,
 si existe f (x) ∈ Z [x] , f (x) 6= 0, tal que f (a) = 0 Sea Alg (Q) el
 conjunto de los numeros algebraicos complejos. Demuestre que Alg (Q)
 es enumerable. (Indicacion. Use los Teoremas 13.4 y 13.26)
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 13.39 Muestre que si p ≥ 2 es un primo, el sistema (Zp,+, ·) tiene, salvo por
 el hecho de que Zp * C, todas las propiedades de un cuerpo numeri-
 co. Esto permite definir, de manera similar, el sistema Zp[x] de los
 polinomios en x con coeficientes en Zp. Verifique para este sistema, la
 validez de los Teoremas 13.3 y 13.4 y de los Corolarios 1.7 y 1.8. Esto
 implica que para todo n ≥ 1 en Z, la ecuacion xn = 1 tiene a lo sumo
 n soluciones en Z∗p.
 13.40 Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x] un polinomio de grado a lo
 sumo 3. Demuestre que f(x) es irreducible sobre K si y solo si ninguna
 raız de f(x) esta en K. ¿Es x2 − 4x + 2 irreducible sobre Q? ¿Es este
 polinomio irreducible sobre R? ¿Es x3 + x+ 1 irreducible sobre Q?
 13.41 Sea f(x) = anxn + an−1x
 n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x], r = a/b, donde
 mcd(a, b) = 1. Demuestre que si r es raız de f(x) entonces b | an y
 a | a0. (Este hecho permite sistematizar de alguna manera la busqueda
 de las raıces racionales de f(x)).
 13.42 Sea α ∈ C. Demuestre que R[α] = C si y solo si α /∈ R.
 13.43 Demuestre que si f(x) = g(x)h(x) ∈ Q[x], donde g(x), h(x) ∈ R[x] rQ[x] tienen grado 2, entonces f(x) es irreducible sobre Q.
 13.44 En cada uno de los siguientes casos establecer si α es algebraico sobre
 Q y, si lo es, determinar pQ,α(x).
 a) α =√2 +
 √3 (Resp. Si. x4 − 10x2 + 1)
 b) α =√7 +
 √12 (Resp. Si. x4 − 38x2 + 25)
 c) α = cos 2π3
 (Resp. Si. 2x+ 1)
 d) α = sen 2π3
 (Resp. Si. 4x2 − 3)
 13.45 Demuestre que si K es un cuerpo numerico, e2πik/n, n ≥ 1, k ∈ Z, esalgebraico sobre K y que lo mismo es cierto de cos 2kπ
 ny sen 2kπ
 n. ¿Es
 cos1◦ algebraico sobre K?
 13.46 Sean K un cuerpo numerico, a ∈ C tal que an ∈ K para algun n ≥ 1.
 Demuestre que a es algebraico sobre K.
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 13.47 Sean K un cuerpo numerico, a ∈ C tal que an es algebraico sobre K
 para algun n ≥ 1. Demuestre que a es algebraico sobre K. Si a > 0 es
 algebraico sobreK ¿es n√a algebraico sobreK para todo n ≥ 1? ¿Que se
 puede decir si a ≯ 0 (convendremos en que n√a := n
 √|a|ωn, ωn = e2πi/n,
 si a ≯ 0)?
 13.48 Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) ≥ 1. Sea
 a ∈ C tal que f(a) es algebraico sobreK. Demuestre que a es algebraico
 sobre K.
 13.49 Sea K un cuerpo numerico. Demuestre que K es algebraicamente ce-
 rrado si y solo si K =Alg(K).
 13.50 Demuestre que el cuerpo Alg(Q) no tiene grado finito sobre Q. ¿Tiene
 C grado finito sobre Q? (Indicacion. Considere los polinomios xn − 2,
 n ≥ 1, y las extensiones Q[ n√2]).
 13.51 Sea (Ki)i∈I una familia de cuerpos numericos. Demuestre que K :=⋂i∈I Ki es un cuerpo numerico tal que K ⊆ Ki para todo i ∈ I.
 13.52 Sea A ⊆ C. Demuestre que existe un cuerpo numericoK tal que A ⊆ K
 y que si K ′ es un cuerpo numerico y A ⊆ K ′ entonces K ⊆ K ′. Se dice
 que K es el cuerpo numerico generado por A y se denota con Q(A).
 Demuestre que Q ⊆ Q(A) cualquiera que sea A ⊆ C y que Q(A) ⊆ Qsi y solo si A ⊆ Q. (Indicacion. Considere la interseccion K de todos
 los cuerpos que contienen a A).
 13.53 Sean K un cuerpo numerico, A ⊆ C. En lugar de Q(K∪A) es corrienteescribirK(A). Demuestre queK(A) es una extension deK que contiene
 a A y que si L es otra extension de K con esta propiedad entonces
 K(A) ⊆ L. Verifique que K(∅) = K.
 13.54 Sean K un cuerpo numerico, α ∈ C. Es corriente escribir K(α) en lugar
 de K({α}). Demuestre que K[α] ⊆ K(α) y que:
 a) α es algebraico sobre K si y solo si K(α) = K[α].
 b) Si α es trascendente sobre K, entonces K(α) es el cuerpo cociente
 de K[α].
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 *13.55 Para cada raız primitiva (Capıtulo 1, Seccion 1.8) n−esima de la unidad
 ω sean pω(x) = pQ,ω(x) y N la dimension sobre Q de Q{xn − 1}, elcuerpo de la descomposicion de xn−1. Demuestre queQ{xn−1} = Q[ω]
 y concluya que N = grad(pω(x)).
 13.56 Verifique que si ω y ω′ son raıces primitivas n−esimas de la unidad tales
 que pω(x) 6= pω′(x) (Ejercicio 13.54), entonces mcd(pω(x), pω′(x)) = 1
 13.57 Sea ϕn(x) ∈ C[x], definido por
 ϕn(x) :=∏
 ω∈Pn
 (x− ω)
 donde Pn es el conjunto de las raıces primitivas n−esimas de la unidad.
 Demuestre que si ω ∈ Pn entonces pω(x) | ϕn(x) en C[x] y que si ω y ω′
 son raıces primitivas n−esimas de la unidad tales que pω(x) 6= pω′(x)
 entonces pω(x)pω′(x) | ϕn(x) en C[x].
 13.58 Sean n ≥ 1 y ω una raız primitiva n−esima de la unidad,
 ϕn(x) =∏
 1≤k≤nmcd(k,n)=1
 (x− ωk).
 Demuestre que ϕn(x) = ϕn(x). Demuestre tambien que pω(x) (Ejercicio
 (13.54)) es de la forma pω(x) =∏m(n)
 i=1 (x − ωki), donde mcd(ki, n) = 1
 y m(n) ≤ ϕ(n).
 13.59 Verifique que si grad(ϕn(x)) (Ejercicio 13.56) es un numero primo en-
 tonces ϕn(x) = pω(x) (Ejercicio 13.54) cualquiera que sea la raız pri-
 mitiva n−esima de la unidad ω (y concluya, en tal caso, que ϕn(x) ∈Q[x]).
 13.60 Si K es un cuerpo numerico, se dice que un cuerpo Cl(K) es una clau-
 sura algebraica de K si K ⊆ Cl(K), Cl(K) es algebraicamente cerrado,
 y todo cuerpo L algebraicamente cerrado y tal que K ⊆ L es a su vez
 una extension de Cl(K). Demuestre que un cuerpo numerico K tiene
 siempre una unica clausura algebraica y que esta es precisamente el
 cuerpo Alg(K) de los numeros complejos algebraicos sobre K. ¿Que es
 Cl(R)?
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 13.61 Si p es un primo y n = pm, m ≥ 0, escribiremos Φm(x) = ϕn(x).
 Demuestre que
 1. Φm(x) =xp
 m − 1
 (x− 1)Φ1(x) · · ·Φm−1(x).
 2. Φm(x) =xp
 m − 1
 xpm−1 − 1.
 3. Φ1(x) = 1 + x+ · · ·+ xp−1.
 4. Φm(x) = Φ1(xpm−1
 ) = 1 + xpm−1
 + · · ·+ x(p−1)pm−1.
 13.62 Sean K un cuerpo numerico y a1, . . . , am algebraicos sobre K. Sean
 K0 = K y Ki = K[a1, . . . , ai−1], ni =grad(pKi−1,ai(x)), i = 1, 2, . . . ,m.
 Demuestre a partir del Lema 13.1 que si α ∈ C es tal que Kn = K[α]
 y n =grad(pK,α(x)) entonces n = n1n2 · · ·nm. Demuestre ademas que
 si α es algebraico sobre K y a ∈ K[α] entonces K ⊆ K[a] ⊆ K[α], a es
 algebraico sobre K, grad(pK,a(x)) |grad(pK,α(x)) y que
 grad(pK[a],α(x)) | grad(pK,α(x)).
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CAPITULO 14
 Constructibilidad: Extensiones y objetos construibles
 En el presente capıtulo se abordaran los problemas griegos al respecto de la
 constructibilidad. La nocion de constructibilidad, desarrollada en este capıtu-
 lo, captura la nocion clasica de construcciones con regla y compas al igual que
 el caracter inductivo de tales construcciones. Ya era presente en los Elementos
 de Euclides la teorıa necesaria para abordar el problema de la constructibili-
 dad, ası como tambien los tres celebres problemas griegos: duplicar el cubo,
 trisecar un angulo cualquiera y cuadrar el cırculo. Abordaremos entonces el
 problema de construir un numero real o complejo mediante el uso de la regla
 y el compas, de manera que podamos decidir cuando es posible o no hacer
 tales construcciones.
 Sea L una extension simple del cuerpo numerico K (Capıtulo 13), ası que
 existe α ∈ L tal que L = K[α]. En general, L = K[β] para infinitos β ∈ L.
 De hecho, L = K[aα] para todo a ∈ K, a 6= 0. Sin embargo, de K ⊆K[β] ⊆ K[α] se deduce (Lema 13.1) que grad(pK,β(x)) |grad(pK,α(x)) y de
 K ⊆ K[α] ⊆ K[β] que grad(pK,β(x)) =grad(pK,α(x)) . Por lo tanto, si L es
 una extension simple de K, podemos definir sin ambiguedad
 [L;K] := grad(pK,α(x)), (14.1)
 donde α ∈ L es tal que L = K[α]. Se dice que [L;K] es el grado de L sobre K.
 297
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 Nota 14.1. De hecho, para cualquier lector familiarizado con el Algebra
 Lineal elemental es claro que [L;K] en (14.1) es simplemente la dimension de
 L como espacio vectorial sobre K (Nota 13.8). Si L es una extension de K, la
 cual es de dimension finita sobre K (se dice que L es una extension finita de
 K), necesariamente L es una extension simple de K, pues si a1, . . . , an es una
 base de L sobreK, es claro que L = K[a1, . . . , an] y que los ak, k = 1, 2, . . . , n,
 son algebraicos sobre K, y basta aplicar el Teorema 13.5. Esta observacion
 implica que si L es una extension finita de K y M es una extension finita
 de L entonces M es una extension finita de K y (Lema 13.1)
 [M ;K] = [M ;L][L;K]; (14.2)
 y, tambien, que si M es una extension finita de K y K ⊆ L ⊆ M es una
 extension intermedia, entonces L es una extension finita de K, M es una ex-
 tension finita de L, [L;K] | [M ;K] y [M ;L] | [M ;K]. Si existe α ∈ L el cual
 no es algebraico sobre K entonces [L;K] no puede ser finito. Escribiremos
 [L;K] = ∞. Como es claro si K(α) denota el cuerpo de cocientes de K[α],
 α es trascendente sobre K si y solo si [K(α);K] = ∞.
 Definicion 14.1. Se dice que α ∈ C es construible (sobre Q), si exis-
 ten a1, . . . , am en C tales que si Q0 = Q y Qk = Q[a1, . . . , ak] entonces
 [Qk;Qk−1] = 2nk , donde nk = 0, 1, k = 1, 2, . . . ,m, y que α ∈ Qm. Se dice
 ademas que (a1, . . . , am) es una construccion de α y que (Q0,Q1, . . . ,Qm) es
 la sucesion de cuerpos de construccion de α determinada por (a1, . . . , am).
 Del Lema 13.1 se deduce facilmente que
 [Qm;Q] = 2n1+···+nm . (14.3)
 Notese que Qk−1 ⊆ Qk, que Qk = Qk−1[ak], k = 1, 2, . . . ,m y que nk = 0 si y
 solo si Qk = Qk−1, es decir, si y solo si ak ∈ Qk−1. Por lo tanto, la Definicion
 14.1 es equivalente a afirmar que α es construible si y solo si α ∈ Q o α /∈ Qpero existen a1, . . . , as, s ≥ 1, en C, tales que [Qk;Qk−1] = 2, k = 1, 2, . . . , s,
 α ∈ Qs = Q[a1, . . . , as] y α /∈ Qs−1. Se dice en el segundo caso que (a1, . . . , as)
 es una construccion irreducible de α.
 Nota 14.2. Si α es construible y α ∈ Q, es claro que pQ,α(x) = x − α
 y [Q[α];Q] = 1 = 20. Si α /∈ Q y (a1, . . . , as), s ≥ 1 es una construc-
 cion irreducible de α, tambien lo es (a1, . . . , as−1, α) (α en lugar de (a1),
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 si s = 1), pues como α /∈ Qs−1 y Qs−1 ⊆ Qs−1[α] ⊆ Qs, necesariamente
 [Qs−1[α];Qs−1] = 2 (de lo cual Qs−1[α] = Qs). Del Lema 13.1 se deduce en-
 tonces que [Q[α];Q] = 2s. Esto implica al menos tres cosas: Primero, que no
 es posible encontrar una construccion de α con menos de s elementos ; se-
 gundo, que α es algebraico sobre Q; tercero, que si [Q[α];Q] =grad(pQ,α(x))
 no es una potencia de 2, α no es construible. Sin embargo, el hecho de que
 [Q[α];Q] sea una potencia de 2 no garantiza, en principio, que α sea cons-
 truible, pues aun ası podrıa no existir ninguna construccion de α. Como es
 obvio, sin embargo, si [L;Q] = 2, todo objeto α ∈ L es construible.
 Nota 14.3. Es claro que toda construccion (a1, . . . , am) de α es tambien una
 construccion de (−α), y de α−1 si α 6= 0.
 Sea C el conjunto de los numeros complejos construibles. Evidentemente
 Q ⊆ C.
 Teorema 14.1. El conjunto C es un cuerpo numerico.
 Demostracion. Sean a, b ∈ C, con ab 6= 0, (a1, . . . , an) una construccion de a,
 (b1, . . . , bn) una construccion de b. Sean
 Q0 = Q, Qi = Q[a1, . . . , ai], i = 1, . . . ,m, Qm+j = Qm[b1, . . . , bj], j = 1, . . . , n.
 Como pQm+j−1,bj(x) | pQ[b1,...,bj−1],bj(x), pues el ultimo polinomio esta enQm+j−1[x]
 y se anula en bj, se deduce que [Qm+j ;Qm+j−1] ≤ 2, lo cual garantiza, en vis-
 ta de que a, b ∈ Qm+n, que (a1, . . . , am, b1, . . . , bn) es una construccion de
 a + b y de ab. Como tambien −a,−b, a−1, b−1 ∈ Qm+n, es claro que a + b,
 ab,−a,−b, a−1, b−1 estan en C si a, b ∈ C y ab 6= 0. �
 Teorema 14.2. El cuerpo C es estable por conjugacion. Es decir, si a ∈ C,tambien a ∈ C.
 Demostracion. Si (a1, . . . am) es una construccion de a con cuerpos de cons-
 truccion (Q0, . . . ,Qm), Q0 = Q, es claro que (a1, . . . , am) es una construccion
 de a con cuerpos de construccion (Q0, . . . ,Qm), donde, si K es un cuerpo
 numerico, K = {b : b ∈ K} tambien lo es. Notese que si α ∈ C es algebrai-
 co sobre K, α es algebraico sobre K con pK,α(x) = pK,α(x) (se supone que
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 x = x, y entonces [K[α];K] = [K[α];K]).�
 Corolario 14.1. Para que a ∈ C sea construible, es necesario y suficiente
 que R(a) e I(a) lo sean. Si a ∈ C, entonces |a| ∈ C.
 Demostracion. Si a ∈ C, tambien R(a) = (a+a)/2 ∈ C. Por otra parte i ∈ C,pues [Q[i];Q] = 2 (ya que pQ,i(x) = x2+1). Entonces, I(a) = (a−a)/2i ∈ C.Por otra parte, si R(a), I(a) ∈ C entonces a = R(a)+I(a)i ∈ C. Finalmente,
 si a ∈ C entonces |a|2 = aa ∈ C, y si (a1, . . . , an), con an = |a|2 es una
 construccion de |a|2, entonces (a1, . . . , an, |a|) es una construccion de |a| (yaque [Qn[|a|];Qn] ≤ 2, pues si f(x) = x2 − |a|2, es claro que f(x) ∈ Qn[x] y
 f(|a|) = 0). �
 Nota 14.4. Puede suceder, sin embargo, que |a| sea construible sin que
 a lo sea. Como veremos, eπi/9 no es construible. Sin embargo∣∣eπi/9
 ∣∣ = 1.
 Observese tambien que a ∈ C si y solo si a2 ∈ C, pues si (a1, . . . , an, a2) es
 una construccion de a2, (a1, . . . , an, a2, a) es una construccion de a.
 Las pocas nociones introducidas anteriormente permiten resolver (en forma
 generalmente negativa) algunos de los llamados problemas clasicos de cons-
 truccion con regla y compas. Propuestos por los matematicos griegos hacia
 los siglos III o IV A. C., para ellos no hubo una respuesta (afirmativa o ne-
 gativa) hasta el siglo XIX.
 Teorema 14.3. (Problema de la duplicacion del cubo). La longitud del lado
 de un cubo de volumen 2 no es un numero construible.
 Demostracion. Si α ∈ R es tal que α3 = 2 entonces [Q[α];Q] = 3 (pues
 pQ,α(x) = x3 − 2, ya que x3 − 2 ∈ Q[x] es irreducible: Criterio de Eisenstein,
 Teorema 13.13), y no es, entonces, una potencia de 2 (vease la Nota 14.2).�
 El lado de un cubo de volumen 1 es construible: es 1 ∈ Q. Como lo hemos
 visto, esto no es cierto para el cubo de lado doble, el cual serıa 3√2. En gene-
 ral, si l es construible, L, tal que L3 = 2l3, no lo es, pues, en caso contrario,3√2 = L/l tambien lo serıa. La exigencia mencionada arriba de que la cons-
 truccion de α se haga con regla y compas sera aclarada mas adelante.
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 Nota 14.5. Si eiθ es construible, diremos, por abuso de lenguaje, que el
 angulo θ es construible. Estrictamente hablando, esto no significa que θ ∈ C.
 El angulo de 60◦ = π/3 es construible, i.e., ω = eiπ/3 ∈ C. En efecto,
 ω = 12+ i
 √32, 2ω − 1 = i
 √3 y (2ω − 1)2 = −3, o sea, ω2 − ω + 1 = 0. Como
 x2 − x+1 es irreducible sobre Q (ya que ±1, las unicas raıces racionales po-
 sibles, no son, de hecho, raıces de x2 − x+1), entonces pQ,ω(x) = x2 − x+1,
 y (ω) es ası una construccion de ω.
 Teorema 14.4. (Triseccion del angulo). El angulo π/9 = 20◦ no es cons-
 truible. Es decir, el angulo de 60◦ que es construible, no puede trisecarse con
 regla y compas.
 Demostracion. Si ω = eπi/9 ∈ C, tambien α = cos π/9 = ℜ(ω) serıa cons-
 truible. Pero, de cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ se deduce, con θ = π/9, que
 1/2 = cos π/3 = 4α3 − 3α. Puesto que f(x) = 8x3 − 6x− 1 es irreducible so-
 bre Q (ya que ninguna de ±1,±1/2,±1/4,±1/8, las unicas raıces racionales
 posibles de f(x), es, de hecho, raız de f(x) y, para que f(x) fuera reducible,
 una al menos deberıa serlo). Entonces pQ,α(x) = f(x) y [Q[α];Q] = 3, ası que
 α no es construible. �
 El Teorema 14.4 responde negativamente a la pregunta clasica sobre si todo
 angulo θ puede trisecarse con regla y compas.
 Consideraremos ahora los problemas, tambien clasicos, de construccion con
 regla y compas de polıgonos regulares.
 Definicion 14.2. Se dice que el polıgono regular de k lados inscrito en el
 cırculo unidad es construible son regla y compas, si sus vertices, ωjk, i ≤j ≤ k − 1, donde ωk = e2πi/k, son todos construibles. Para que el polıgono
 de k lados sea construible es suficiente que ωk sea construible, pues ωjk ∈Q[ωk] para todo j. Para una discusion adicional sobre la construccion de
 polıgonos, vease la Nota 14.6. Es facil comprobar que el triangulo equilatero
 y el cuadrado son construibles y que lo mismo es cierto del hexagono y el
 octagono. Veamos que el nonagono, polıgono regular de nueve lados, no es
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 construible. En efecto, de
 cos2 θ =1 + cos 2θ
 2, sen2 θ =
 1− cos 2θ
 2(14.4)
 se deduce que sen θ y cos θ son construibles si y solo si cos 2θ lo es. Si el
 nonagono fuera construible, tambien lo serıa cos 2π9, y entonces cos π
 9y sen π
 9,
 de lo cual eπi/9, serıan todos construibles.
 En cuanto al pentagono y al heptagono, el primero es construible (veanse los
 ejercicios del capıtulo). No ası el segundo, lo cual responde, tambien nega-
 tivamente a otra pregunta clasica de los griegos. Esto ultimo resulta de las
 siguientes consideraciones. Necesitaremos en primer lugar el siguiente lema,
 puramente aritmetico.
 Lema 14.1. Si p es un primo y p − 1 = 2n para algun n ≥ 1, existe m ≥ 0
 tal que n = 2m.
 Demostracion. Si fuera n = l2m, m ≥ 0, l impar, l > 1, entonces
 2n + 1 = (2n/l)l + 1 = (1 + 2n/l)(1− 2n/l + 22n/l − · · ·+ 2n(l−1)/l),
 y p no serıa primo. �
 Teorema 14.5. Si p es un primo y el polıgono regular de p lados es cons-
 truible, entonces p = 22n
 + 1 para algun n ≥ 0.
 Demostracion. Si ω = e2πi/p entonces ω es raız de f(x) = xp − 1/x − 1, el
 cual es irreducible (Corolario 13.10). Esto implica que pQ,ω(x) = f(x) y que
 [Q[ω];Q] = p− 1 = 2n para algun n. �
 Corolario 14.2. El heptagono regular no es construible.
 Demostracion. En efecto, 7 no es de la forma 22n
 + 1. �
 Definicion 14.3. Un primo p = 22n
 + 1, n ≥ 0, se denomina un primo de
 Fermat.
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 Es claro que 3, 5, 17 son primos de Fermat. Solo se conocen 5 primos de
 Fermat. Estos son: 3 (n = 0), 5 (n = 1), 17 (n = 2), 257 (n = 3) y 65537
 (n = 4). Se ignora si su numero es finito o infinito.
 Nota 14.6. El Teorema 14.5 no asegura que si p es un primo de Fermat, el
 polıgono regular de p lados sea construible. Esto es cierto, pero la demostra-
 cion depende de la teorıa de los grupos resolubles (Capıtulo 12), lo cual ha
 sido una de las motivaciones para tratar el tema, y de la teorıa de Galois, y
 solo a podremos dar mas adelante.
 Nota 14.7. Generalizando el caso del nonagono observamos que si p es un
 primo impar y m > 1 es un entero, el polıgono regular de pm lados no es
 construible. En efecto, e2πi/pm
 es raız del polinomio ciclotomico ϕpm(x) (Nota
 13.12), el cual es irreducible y de grado pm−1(p − 1) (Ejercicio 14.12). De
 hecho, ϕpm(x) =xp
 m − 1
 xpm−1 − 1. Como evidentemente pm−1(p − 1) no puede ser
 una potencia de 2, la afirmacion es clara.
 Usando el resultado de C. F. Lindeman acerca de la trascendencia de π (vease
 el Capıtulo 13), podemos contestar, tambien negativamente, otra de las pre-
 guntas clasicas sobre construcciones con regla y compas.
 Teorema 14.6. (Cuadratura del cırculo). El lado α de un cuadrado cuya
 area sea igual a la de un cırculo de radio 1 no es construible.
 Demostracion. Serıa α =√π. Si α fuera construible, tambien lo serıa α2 = π.
 Pero esto es absurdo, pues π no es algebraico sobre Q. �
 Nota 14.8. De hecho, si r es construible, l, tal que l2 = πr2 no lo es.
 El cırculo del plano complejo, de centro en a ∈ C y radio r > 0 es el conjunto
 C(a, r) := {z ∈ C : z = a+ reiθ, 0 ≤ θ < 2π}. (14.5)
 En vista de lo dicho en el Capıtulo 1, Seccion 1.8,
 C(a, r) = {z ∈ C : |z − a| = r}. (14.6)
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 Si a = (a1, a2), a1, a2 ∈ R, C(a, r) se puede escribir en la forma
 C(a, r) = {(x, y) ∈ C : (x− a1)2 + (y − a2)
 2 = r2}. (14.7)
 Definicion 14.4. Si a, r ∈ C, r > 0, se dice que el cırculo C(a, r) es constru-
 ible.
 Teorema 14.7. Un cırculo C(a, r) del plano es construible si y solo si a ∈ Cy existe b ∈ C∩C(a, r). Es decir, un cırculo C es construible si y solo si tiene
 centro construible y pasa por un punto construible.
 Demostracion. Si C(a, r) es construible, es claro que a ∈ C, y si b = a + r
 tambien b ∈ C. Como es evidente, |b− a| = b − a = r, ası que C(a, r) pasa
 por b. Recıprocamente, si a, b ∈ C, tambien r = |b− a| ∈ C (Corolario 14.1).
 �
 Nota 14.9. Que el cırculo C(a,r) sea construible no significa que todo punto
 z ∈ C(a, r) lo sea (es decir, que z ∈ C). Es claro, por ejemplo, que todo cırcu-
 lo con centro racional y radio racional es construible. En particular, C(0, 1)
 es construible. Sin embargo, eiπ/9 ∈ C(0, 1) no es construible.
 Recordamos que el producto escalar de a+bi = (a, b) ∈ R2 y c+di = (c, d) ∈R2 es
 〈a+ bi, c+ di〉 = 〈(a, b), (c, d)〉 := ac+ bd, (14.8)
 o sea,
 〈a+ bi, c+ di〉 = ℜ((a+ bi)(c− di)) = ℜ((a− bi)(c+ di)). (14.9)
 En total:
 〈z1, z2〉 = ℜ(z1z2) = ℜ(z1z2). (14.10)
 La condicion de ortogonalidad de dos vectores de R2 se traduce entonces, en
 terminos de los correspondientes numeros complejos, en
 ℜ(z1z2) = ℜ(z1z2) = 0, (14.11)
 y la de paralelismo, en
 ℜ(iz1z2) = ℜ(iz1z2) = 0, (14.12)
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 o, lo que es lo mismo, en
 ℑ(z1z2) = ℑ(z1z2) = 0, (14.13)
 si z1 y z2 son paralelos y z2 6= 0, se dice tambien que z1 es colineal con z2.
 Esto equivale a decir que
 z1 = tz2, t ∈ R. (14.14)
 Si a 6= b son numeros complejos, la recta L(a, b) que pasa por a y b es
 L(a, b) = {tb+ (1− t)a : t ∈ R}, (14.15)
 es decir z ∈ L(a, b) si y solo si z − a = t(b− a), o sea,
 L(a, b) = {z ∈ C : ℜ(i(z − a)(b− a)) = 0}= {z ∈ C : ℑ((z − a)(b− a)) = 0},
 (14.16)
 ası que L(a, b) es el conjunto de los numeros complejos z tales que z − a es
 colineal con b− a.
 Definicion 14.5. Se dice que un subconjunto L de C es una recta si existen
 a, b ∈ C, a 6= b tales que L = L(a, b). Si ademas a y b pueden tomarse en C,se dice que la recta L es construible.
 Nota 14.10. El hecho de que una recta L sea construible no implica que
 todo z ∈ L sea construible (es decir, que z ∈ C). Por ejemplo, R = L(0, 1) es
 construible, pero π ∈ R no lo es.
 Teorema 14.8. Un subconjunto L de C es una recta si y solo si existen
 A,B,C ∈ R con A2 + B2 6= 0 tales que
 L = {(x, y) : Ay + Bx+ C = 0}. (14.17)
 Demostracion. Si L = L(a, b), a, b ∈ C, a = (a1, a2) 6= b = (b1, b2), tomese
 A = ℜ(b − a) = b1 − a1, B = −ℑ(b − a) = b2 − a2, C = −(Aa2 + Ba1) =
 −(Ab2 + Bb1). Recıprocamente, si L esta dada por (14.17) y A 6= 0, enton-
 ces L = L(a, b), donde a = (−CB, 0) y b = (0, −C
 A) si B 6= 0; a = (1,−C
 A),
 b = (0,−CA) si B = 0. De la misma manera, si B 6= 0 entonces L = L(a, b)
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 con a = (−CB, 0), b = (0,−C
 A) si A 6= 0; a = (−C
 B, 0), b = (−C
 B, 1) si A = 0. �
 Corolario 14.3. Una recta L de C es construible si y solo si existen A,B,C
 ∈ R, construibles, tales que A2+B2 6= 0 y que L = {(x, y) : Ay+Bx+C = 0}.
 Demostracion. Se deduce de la demostracion del teorema, observando que, en
 esta, si a, b ∈ C, tambien A,B,C ∈ C; y que si A,B,C ∈ C, entonces (−CB, 0)
 y (−CB, 1), B 6= 0, y (1,−C
 A), (0,−C
 A), A 6= 0, son todos construibles.�
 Nota 14.11. Puede suceder que L dada por (14.17) sea construible sin
 que A,B,C sean todos construibles: todo lo que se requiere es que exista
 α ∈ R, α 6= 0, tal que αA, αB y αC sean construibles. Este es el caso si
 A 6= 0 y BA, CAson construibles, o si B 6= 0 y A
 B, CBson construibles. Observese
 de todas maneras que la recta L = {(x, y) : y = mx + n} es construible si y
 solo si m,n son construibles.
 Teorema 14.9. Si un punto z ∈ C es construible, z esta en la interseccion
 de una recta y un cırculo construibles.
 Demostracion. Si z 6= 0, tomense C = C(0, |z|) y L = L(0, z). Si z = 0, sean
 L = R y C = C(1, 1).�
 Si α1, . . . , αn son numeros construibles, existe evidentemente un cuerpo K
 tal que Q ∪ {α1, . . . , αn} ⊆ K ⊆ C y que [K;Q] es finito. La interseccion
 Q 〈α1, . . . , αn〉 de tales cuerpos es aun un cuerpo que satisface las anteriores
 propiedades, y es el cuerpo mas pequeno que las satisface. Evidentemente
 [Q 〈α1, . . . , αn〉 ;Q] es una potencia de 2, y si K = Q 〈α1, . . . , αn〉 y α ∈ C son
 tales que [K[α];K] ≤ 2, entonces α es construible. Por ejemplo, no es difıcil
 probar que si L = L(a, b) y L′ = L(a′, b′) son rectas con a, b, a′, b′ construibles
 y c ∈ L ∩ L′, entonces c ∈ Q 〈a, b, a′, b′〉 y es por lo tanto construible. Sean
 ahora C = C((a, b), R), R > 0 y C ′ = C((c, d), r), r > 0. Los puntos (x, y) de
 C y C ′ satisfacen, respectivamente, las ecuaciones siguientes
 C : x2 + y2 − 2ax− 2by = R0, R0 = R2 − a2 − b2,
 C ′ : x2 + y2 − 2cx− 2dy = r0, r0 = r2 − c2 − d2.
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 Considerese la recta
 L : (a− c)x+ (b− d)y = r1, r1 = (r0 −R0)/2.
 Es evidente que (x, y) ∈ C ∩ C ′ si y solo si (x, y) ∈ C ∩ L, si y solo si
 (x, y) ∈ C ′ ∩ L. Es decir, los puntos de interseccion de los cırculos C y
 C ′ pueden obtenerse, algo mas facilmente, como puntos de interseccion de
 uno de ellos con la recta L. Supongamos entonces que (σ, ρ) ∈ C ∩ L, que
 (b− d) 6= 0, ası que
 ρ =c− a
 b− dσ +
 r1b− d
 = ασ + β
 y
 (1 + α2)σ2 + 2(αβ − αb− a)σ + (β2 − 2bβ −R0) = 0, (14.18)
 y que C y C ′ son construibles. Es claro que c−a, b−d, α, β, αβ, β2, 1+α2, a+αb
 y R0 + 2bβ estan todos en K = Q 〈a, b, c, d, R, r〉 y que ρ ∈ K[σ]. Como ob-
 viamente (14.18) implica que [K[σ];K] ≤ 2, se concluye que (σ, ρ) ∈ C. Unargumento analogo se aplica si b = d, en cuyo caso a 6= c, para concluir que
 σ ∈ K[ρ] y que [K[ρ];K] ≤ 2. De esto y del Teorema 14.9 se deduce que:
 Teorema 14.10. Para que un punto α ∈ C sea construible, es necesario y
 suficiente que existan dos cırculos, dos rectas o un cırculo y una recta cons-
 truibles tales que α pertenezca a su interseccion.
 Nota 14.12. Como una recta se construye mediante una regla y un cırculo
 mediante un compas, es usual decir, con base en el Teorema anterior, que los
 puntos, cırculos y rectas construibles se construyen, de hecho, mediante regla
 y compas.
 Nota 14.13. Si α = eiθ y β = eiθ′son construibles, es tambien usual consi-
 derar como construibles (con regla y compas) el segmento de recta [α, β] =
 {tα + (1 − t)β : 0 ≤ t ≤ 1} = [β, α] ası como el arco de cırculo [⌢
 α, β] =
 {ei(tθ+(1−t)θ′) : 0 ≤ t ≤ 1} = [⌢
 β, α], a veces desechando uno o ambos de los
 puntos extremos, para obtener [α, β), (α, β], (α, β), [⌢
 α, β), (⌢
 α, β] o (⌢
 α, β).
 Se supone tambien que si a ∈ C y r > 0 son construibles, los arcos de
 cırculo a + r[⌢
 α, β), a + r(⌢
 α, β] o a + r(⌢
 α, β) son construibles (naturalmente,
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 rC = {rc : c ∈ C}). Esto no implica que un punto en cualquiera de estos
 conjuntos sea necesariamente construible. Esta observacion permite construir
 el polıgono regular de n lados, Pn, a partir de sus vertices, α1, α2, . . . , αn, en
 la forma Pn = [α1, α2] ∪ [α2, α3] ∪ · · · ∪ [αn−1, αn] ∪ [αn, α1], en caso de que
 dichos vertices sean numeros construibles.
 Nota 14.14. En realidad, examinando cuidadosamente el significado de cons-
 truir con regla y compas de la geometrıa clasica elemental, es facil ver que
 el mismo conjunto Q de los numeros racionales puede construirse a partir de
 0 y 1 mediante el uso de estos instrumentos (veanse [18], Capıtulo 5 o [20],
 Capıtulo 5 para mas detalles sobre la nocion clasica de constructibilidad y
 sobre la construccion de Q a partir de 0,1).
 Nota 14.15. El proceso de construccion de un numero α incluye frecuen-
 temente la construccion previa de otros, α1, . . . , αn y α se obtiene entonces
 como punto de interseccion de dos cırculos, de dos rectas, de un cırculo y
 una recta, todos construibles a partir de los numeros racionales y de los
 puntos α1, . . . , αn. La construccion se efectua por etapas, cada una de las
 cuales produce una extension de Q de grado a lo sumo 2 sobre otra ya
 previamente construida. Esta es la motivacion de la Definicion 14.1. Debe
 recordarse que si C es el cuerpo de los numeros complejos construibles en-
 tonces Q ⊆ C ⊆ Alg(Q), y debe observarse que C no es de grado finito sobre
 Q (Ejercicio 14.14).
 EJERCICIOS
 14.1 Demuestre que el triangulo equilatero es construible, es decir, que e2πi/3
 es construible. Revise en [18] y [19] los terminos clasicos de construc-
 cion con regla y compas, para ası efectivamente construir el triangulo
 equilatero (Indicacion. Levante la perpendicular al punto medio del
 segmento [−1, 0]).
 14.2 Verifique que el cuadrado es construible (Indicacion. [Q[i];Q] = 2). Con
 regla y compas en mano construya efectivamente el cuadrado.
 14.3 Sea ω = e2πi/5. Demuestre que [Q[ω];Q] = 4, verificando que pQ,ω(x) =
 (x5−1)/(x−1). Observese ahora que −(ω+ω2+ω3+ω4) es el coeficiente
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 de x3 en pQ,ω(x), que ω = ω4 y que ω2 = ω3, para concluir que si α =
 2ℜ(ω) entonces α2 = 1−α. Demuestre entonces que pQ,α(x) = x2+x−1,
 que Q ⊆ Q[α] ⊆ Q[ω] y que (α, ω) es una construccion de ω.
 14.4 Con respecto al ejercicio anterior, demuestre que α = 2ℜ(ω) es el pun-to del intervalo [0, 1] que divide a este en proporcion aurea (media y
 extrema razon: 1/α = α/(1 − α)). Verifique que α = (√5 − 1)/2, y
 concluya que la razon aurea es construible.
 14.5 Con regla y compas en mano construya la razon aurea α del intervalo
 [0, 1]. (Indicacion. Construya el punto (1, 1/2), el cırculo C((1, 1/2), 1/2)
 y, sobre el segmento [0, (1, 1/2)], determine las longitudes√5/2 y (
 √5−
 1)/2. Traslade entonces esta longitud al intervalo [0, 1]).
 14.6 Con regla y compas en mano construya el pentagono regular (Indi-
 cacion. Con α como en el Ejercicio 14.3 bisecte el segmento [0, α] y
 luego levante la perpendicular en α/2. Determine entonces los puntos
 de interseccion eiθ y e−iθ de C(0, 1) con esta perpendicular). ¿Que es
 θ?
 14.7 Verifique en el ejercicio anterior que (α, eiθ) es una construccion de
 ω = e2πi/5.
 14.8 Demuestre que si mcd(m,n) = 1 y los polıgonos regulares de m y
 n lados son construibles, entonces el polıgono regular de mn lados
 tambien lo es. (Indicacion. Si r, s ∈ Z son tales que 1 = rm + sn,
 (e2πi/m)s(e2πi/n)r = e2πi/mn).
 14.9 Demuestre que eiθ/2 es construible si y solo si eiθ lo es, y use este hecho
 para demostrar que eπi/2n
 es construible para todo n ≥ 0. Concluya que
 para todo n ≥ 2, el polıgono de 2n lados es construible. (Indicacion.
 Haga induccion sobre n).
 14.10 Sean p1, . . . , pm primos de Fermat, n ≥ 0 un entero. Demuestre que si
 el polıgono de pk lados, k = 1, 2, . . . ,m, es construible, tambien lo es el
 polıgono de 2np1p2 · · · pm lados.
 14.11 Demuestre que si un polıgono de n lados es construible y p es un numero
 primo impar tal que p | n, entonces el polıgono de p lados es construible.Demuestre, de hecho, que si pk | n entonces k = 0, 1.
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 14.12 Demuestre que si n = 2k0pk11 · · · pkmm , donde pi 6= 2, i = 1, 2, . . . ,m, son
 primos distintos, k0 ≥ 0, ki ≥ 1 si i ≥ 1, y el polıgono de n lados es
 construible, entonces, para todo i = 1, 2, . . . , n, ki = 1 y pi es un primo
 de Fermat.
 14.13 Demuestre que el cuerpo C de los numeros construibles es enumerable.
 14.14 Demuestre que el cuerpo C de los numeros construibles no tiene grado
 finito sobre Q. (Indicacion. Observe que para todo n ≥ 2, el polıgono
 regular de 2n lados es construible, y que si ω = eπi/2n
 entonces pQ,ω(x) =
 ϕ2n(x), ası que [Q[ω];Q] = 2n−1. Veanse al respecto los Ejercicios 13.15
 a 13.21).
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CAPITULO 15
 El grupo de Galois de una extension numerica
 Considerada como uno de los grandes logros de la matematica (fue propuesta
 por E. Galois (1811-1832) en 1832), la teorıa de Galois soluciona en forma
 clara y definitiva el problema de la resolubilidad por medio de operaciones
 racionales y extraccion de raıces de las ecuaciones polinomicas de grado su-
 perior, un problema central de la matematica durante al menos trescientos
 anos. En lo que sigue, dedicaremos algun espacio a esta teorıa y a sus apli-
 caciones.
 Si K y K ′ son cuerpos numericos, denotaremos con Hom(K,K ′) al conjunto
 de las aplicaciones de K en K ′tales que
 1. σ(a+ b) = σ(a) + σ(b) (15.1)
 2. σ(ab) = σ(a)σ(b). (15.2)
 Se dice que σ es un homomorfismo del cuerpo K en el cuerpo K ′. Si K = K ′,
 se dice que Hom(K,K ′) es el sistema de los endomorfismos de K. Como se
 verifica inmediatamente si σ ∈ Hom(K,K ′) entonces σ(0) = 0, σ(−a) =
 −σ(a), σ(1) = 1 y σ(a−1) = σ−1(a). Esto ultimo implica que σ es inyectiva,
 aunque no necesariamente sobreyectiva. Cuando σ es biyectiva, se dice que
 311

Page 324
                        

312 CAPITULO 15. EL GRUPO DE GALOIS DE UNA EXTENSION NUMERICA
 σ es un isomorfismo de K sobre K ′.
 Sea K un subcuerpo de los cuerpos L y L′. Diremos tambien que L y L′ son
 extensiones de K y escribiremos L/K y L′/K. En tal caso Hom(L/K,L′/K)
 denotara el conjunto de los homomorfismos de L en L′ tales que σ(a) = a
 para todo a ∈ K. A su vez, denotaremos con G(L/K) el subconjunto de
 Hom(L/K,L/K) de los endomorfismos biyectivos de L/K sobre L/K. Es
 facil ver que Hom(L/K,L/K) = G(L/K) si [L;K] <∞, pero esto puede no
 ser cierto si [L;K] = ∞.
 Lema 15.1. Sean K y K ′ cuerpos numericos, σ : K → K ′ un isomorfis-
 mo de cuerpos f(x) = anxn + · · · + a0 ∈ K[x] un polinomio irreducible,
 σ(f)(x) = σ(an)xn + · · ·+ σ(a0) ∈ K ′[x]. Sean α una raız de f(x) en alguna
 extension de K, β una raız de σ(f)(x) en una de K ′. Entonces σ(f)(x) es
 irreducible sobre K ′ y existe un isomorfismo σ ∈ Hom(K[α], K ′[β]) tal que
 σ |K= σ y que σ(α) = β.
 Demostracion. Con el significado obvio de la notacion σ : K[α] → K ′[β],
 definida por σ(g(α)) = σ(g)(β), g ∈ K[x], satisface las condiciones exigidas.
 Las demas afirmaciones se demuestran facilmente.�
 Teorema 15.1. Sean K y K ′ cuerpos numericos, σ : K → K ′ un iso-
 morfismo de cuerpos. Sean f(x) = anxn + · · · + a0 ∈ K[x] un polinomio
 irreducible,{α1, . . . , αn} un conjunto completo de raıces de f(x) en alguna ex-
 tension de K. Sea σ(f)(x) = σ(an)xn+· · ·+σ(a0) ∈ K ′[x]. Entonces σ(f)(x)
 es irreducible sobre K ′, y si {β1, . . . , βn} es un conjunto completo de raıces de
 σ(f)(x) en una extension de K ′, para todo 1 ≤ m ≤ n existe un isomorfismo
 σ : K[α1, . . . , αm] → K ′[β1, . . . , βm] con σ(αi) = βi, i = 1, 2, . . . ,m.
 Demostracion. El lema demuestra la afirmacion en el caso m = 1. Su-
 pongamos ahora que ya se ha establecido la existencia de un isomorfismo
 σ1 : K[α1, . . . , αm] → K ′[β1, . . . , βm] tal que σ1 |K= σ y que σ1(αi) = βi,
 i = 1, 2, . . . ,m. Ahora, si αm+1 ∈ K[α1, . . . , αm], es claro que βm+1 ∈K ′[β1, . . . , βm], de modo que σ2 : K[α1, . . . , αm+1] → K ′[β1, . . . , βm+1] es un
 isomorfismo y obviamente σ1(αm+1) = βm+1. Si αm+1 /∈ Km = K[α1, . . . , αm]
 y p(x) = pKm,αm+1(x), es claro que p(x) | f(x) y que σ(p)(x) = pK′m,βm+1(x),
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 K ′m = K ′[β1, . . . , βm]. La existencia de un isomorfismo
 σ2 : K[α1, . . . , αm+1] → K ′[β1, . . . , βm+1]
 tal que σ2 |K= σ y que σ2(αi) = βi, i = 1, 2, . . . ,m+1, se establece entonces
 tal como en el Lema 15.1. Un argumento inductivo demuestra entonces la
 afirmacion.�
 Nota 15.1. Ligeras modificaciones en la demostracion anterior permiten es-
 tablecer el Teorema 15.1 aun si f(x) no es irreducible. (Ejercicio 15.5).
 Corolario 15.1. Sean f(x) ∈ K[x], irreducible, L el cuerpo de descompo-
 sicion de f(x) sobre K. Sean α, β raıces de f(x), σ : K[α] → K[β] el
 isomorfismo tal que σ |K es la identidad de K y σ(α) = β. Entonces σ se
 prolonga en un automorfismo σ de L tal que σ |K[α]= σ.
 Demostracion. El cuerpo L es cuerpo de descomposicion de f(x) tanto sobre
 K[α] como sobre K[β]. �
 Definicion 15.1. Sean K, L cuerpos numericos y supongase que L/K. El
 grupo G(L/K) de los automorfismos de L tales que σ |K es la identidad iKde K se denomina el grupo de Galois de L/K. Si f(x) ∈ K[x] y L es el
 cuerpo de descomposicion de f(x), es usual escribir G{f(x)/K} en lugar de
 G(L/K) y denominarlo el grupo de Galois de f(x) sobre K.
 Teorema 15.2. Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x], irreducible, L el
 cuerpo de descomposicion de f(x) sobre K. Si α y β son raıces de f(x) en
 L, existe σ ∈ G(L/K) tal que σ(α) = β.
 Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario 15.1. �
 Nota 15.2. El teorema anterior se expresa diciendo que G(L/K) opera tran-
 sitivamente sobre las raıces de f(x) en L, siempre que f(x) sea irreducible y
 L sea el cuerpo de descomposicion de f(x) sobre K. El Teorema 15.2 puede
 ser falso si f(x) no es irreducible sobre K.
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 Nota 15.3. Si f(x) ∈ K[x], {α1, . . . , αm} es un conjunto completo de raıces
 de f(x) y L = K[α1, . . . , αm] es el cuerpo de descomposicion de f(x) sobre
 K, para cada σ ∈ G(L/K) es posible definir σ ∈ Sm por
 σ(αi) = ασ(i), i = 1, 2, . . . ,m (15.3)
 y es claro que σ → σ es un monomorfismo de G(L/K) es Sm, ası que
 σ ◦ ρ = σ ◦ ρ y G(L/K) puede considerarse como un subgrupo de Sm. En
 general σ → σ no es un epimorfismo, y cuando f(x) es irreducible, G(L/K)
 puede considerarse como un subgrupo transitivo de Sm, pero, aun en este
 caso, G(L/K) es en general un subgrupo propio de Sm, lo cual implica que
 |G(L/K)| | m! pero |G(L/K)| ≤ m!. (En todo lo que sigue, G es un grupo,
 |G| denotara su orden, con |G| = ∞ si G es un grupo infinito.) Observese
 que si f(x) es irreducible sobre K entonces m =gradf(x). Si f(x) no es irre-
 ducible, puede suceder que n =gradf(x) > m y, aunque |G(L/K)| ≤ n!, no
 necesariamente |G(L/K)| | n!.
 El siguiente teorema es de importancia fundamental en toda la teorıa de Ga-
 lois de los cuerpos numericos.
 Teorema 15.3. Sean L, K cuerpos numericos tales que [L;K] <∞. Enton-
 ces
 |G(L/K)| ≤ [L;K] (15.4)
 Demostracion. Sea a ∈ C tal que L = K[a] (Teorema 13.5), n = [L;K].
 Como toda σ ∈ G(L/K) queda caracterizada por su valor σ(a) en a, ası que
 φ : G(L/K) → L definida por φ(σ) = σ(a) es inyectiva, y ademas σ(a)
 es raız de pK,a(x), se deduce que |G(L/K)| = #{σ(a) : σ ∈ G(L/K)} ≤n =grad(pK,a(x)) = [L;K].�
 Nota 15.4. En general |G(L/K)| < [L;K]. Vease el Ejemplo 15.1 mas ade-
 lante. Como es claro (15.4) es valida si [L;K] = ∞.
 Antes de establecer mas resultados generales, daremos ejemplos sencillos de
 grupos de Galois que permitiran ilustrar situaciones especiales en las proxi-
 mas consideraciones. En capıtulos posteriores daremos ejemplos mas delica-
 dos. En los siguientes ejemplos, si f(x) ∈ K[x] y L es el cuerpo de descom-
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 posicion de f(x) sobre K, escribiremos L = K{f(x)}.
 Ejemplo 15.1. Sea L = Q[ 3√2]. Entonces G(L/Q) = {e}. En efecto, 3
 √2 es
 raız de x3−2 ∈ Q[x] y es la unica raız de este polinomio en L. Si σ ∈ G(L/Q),
 σ queda determinado por su valor en 3√2 y, como este debe ser tambien raız
 de x3 − 2, necesariamente σ( 3√2) = 3
 √2. Entonces, σ es la identidad e de L.
 Notese que [Q[ 3√2];Q] = 3, pues pQ, 3
 √2(x) = x3 − 2.
 Ejemplo 15.2. Si L = Q[√2], G(L/Q) = {e, σ}, donde σ(
 √2) = −
 √2.
 Notese que, en este caso, L es el cuerpo de descomposicion sobre K de
 x2 − 2 ∈ Q[x].
 Ejemplo 15.3. Si K = R y L = C, G(L/K) = {e, σ}, donde σ(a + bi) =
 a− bi, a, b ∈ R es el operador de conjugacion. Recuerdese que C es el cuerpo
 de descomposicion de x2 + 1 sobre R.
 Ejemplo 15.4. Si L = Q[√3i], entonces G(L/Q) = {e, σ}, donde σ esta de-
 terminada por σ(√3i) = −
 √3i. En este caso, L = Q{x3 − 1} = Q{4x2 + 3}.
 Ejemplo 15.5. Se tiene que G(R/Q) = {e}. En efecto, si σ ∈ G(R/Q) y
 a ∈ R y a > 0, entonces a = b2 para algun b ∈ R, de lo cual σ(a) = σ(b)2 > 0.
 Se deduce que si a < b son reales, σ(b − a) = σ(b) − σ(a) > 0, ası que
 σ(a) < σ(b). Sean entonces a ∈ R y ǫ > 0 arbitrario. Si r, s ∈ Q son tales
 que r < a < s y que s− r < ǫ, se tiene que r = σ(r) < σ(a) < σ(s) = s, de
 lo cual |σ(a)− a| ≤ s− r < ǫ. Entonces a = σ(a).
 Sean M/L y L/K extensiones. Es claro que
 G(M/L) ⊆ G(M/K). (15.5)
 Nos proponemos dar estimativas para [G(M/K);G(M/L)] y |G(L/K)|. Estasestimativas nos serviran posteriormente para establecer las relaciones exis-
 tentes entre G(M/K), G(M/L) y G(L/K). La situacion ideal en este sentido
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 esta esquematizada en el siguiente diagrama
 G(M/K)
 M
 L
 K
 G(M/L) ⊳ G(M/K)
 G(L/K) = G(M/K)/G(M/L)
 (15.6)
 Sin embargo, esta solo se da en casos especiales (por demas importantes).
 Observese que si σ ∈ G(M/K), la restriccion σ |L de σ a L es un homomor-
 fismo de L/K en M/K (en general, σ(L) * L). Considerese la aplicacion
 ϕ : G(M/K) → Hom(L/K,M/K) definida por ϕ(σ) = σ |L y sea R = Rϕ
 (Capıtulo 1. Ejercicio 1.13) la relacion de equivalencia en G(M/K) defini-
 da por ϕ, es decir, σ ≡ ρ(modR) si y solo si ϕ(σ) = ϕ(ρ). Evidentemente
 σ ≡ ρ(modR) si y solo si σ−1ρ |L= eL, la identidad de L, lo cual equivale a
 decir que σ−1ρ ∈ G(M/L). Es decir:
 Teorema 15.4. Considerense las extensiones M/L, L/K y M/K. La rela-
 cion de equivalencia R sobre G(M/K) definida por
 R = {(σ, ρ) : ϕ(σ) = ϕ(ρ)}, (15.7)
 donde ϕ : G(M/K) →Hom(L/K,M/K) es la aplicacion ϕ(σ) = σ |L, es la
 relacion de equivalencia a izquierda sobre G(M/K) definida por G(M/L).
 En particular,
 G(M/K)/R = G(M/K)/G(M/L) (15.8)
 es la clase de los cogrupos a izquierda de G(M/L) en G(M/K), y la aplica-
 cion
 ϕ : G(M/K)/G(M/L) → Hom(L/K,M/K), (15.9)
 obtenida de ϕ por paso al cociente es inyectiva.
 Nota 15.3. La aplicacion ϕ esta dada por
 ϕ(σG(M/L)) = σ |L . (15.10)
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 Teorema 15.5. Sean M/L y L/K extensiones con [M ;K] < ∞, [L;K] <
 ∞. Entonces
 [G(M/K);G(M/L)] ≤ |Hom(L/K,M/K)| ≤ [L;K]. (15.11)
 Demostracion. Solo es necesario demostrar la ultima desigualdad. Sea, de
 nuevo, L = K[a], a ∈ L. Aun si σ(a) ∈MrK para algun σ ∈Hom(L/K,M/K),
 de todas maneras σ(a) es raız de pK,a(x), y la aplicacion
 ϕ : Hom(L/K,M/K) →M
 dada por ϕ(σ) = σ(a) sigue siendo inyectiva. Entonces
 #{σ(a) : σ ∈ Hom(L/K,M/K)} ≤ grad(pK,a(x)) = [L;K].
 �
 Definicion 15.2. Diremos que una extension de cuerpos numericos L/K es
 una extension de Galois , si:
 1. [L;K] <∞ (15.12)
 2. |G(L/K)| = [L;K]. (15.13)
 Toda extension de Galois es entonces finita y, por lo tanto, algebraica.
 El siguiente teorema caracteriza completamente las extensiones de Galois de
 cuerpos numericos.
 Teorema 15.6. Sea L/K de grado finito. Las afirmaciones siguientes son
 equivalentes:
 1. L/K es de Galois.
 2. L es el cuerpo de descomposicion de un polinomio f(x) ∈ K[x].
 3. L es el cuerpo de descomposicion de un polinomio irreducible p(x) ∈K[x].
 Demostracion. Comenzaremos por demostrar que si L/K es de Galois y
 L = K[a], a ∈ C, (Teorema 13.5), pK,a(x) debe tener todas sus raıces en
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 L. Esto implicara, como es obvio, que L sera el cuerpo de descomposicion
 sobre K de pK,a(x). Habremos demostrado entonces que (1) ⇒ (3) y, de paso,
 que (1) ⇒ (2). Finalmente demostraremos que (2) ⇒ (1) (que (3) ⇒ (2) es
 obvio). Ahora, si no todas las raıces de pK,a(x) estan en L = K[a], enton-
 ces |Hom(K[a]/K,L/K)| < gradpK,a(x) = [K[a];K]. Aquı hemos tenido en
 cuenta que toda σ ∈ Hom(K[a]/K,L/K) queda unıvocamente determinada
 por σ(a) y que σ(a) es raız de pK,a(x). Pero entonces de (15.4) y (15.11),
 |G(L/K)| ≤ |G(L/K[a])| |Hom(K[a]/K,L/K)| < [L;K[a]][K[a];K] = [L;K],
 lo cual es contradictorio. Demostraremos ahora que (2) ⇒ (1). En primer
 lugar, si a ∈ LrK es raız de f(x), y suponemos por un momento que f(x)
 es irreducible sobre K, la aplicacion ψ : G(L/K) → Hom(K[a]/K,L/K)
 es sobreyectiva, pues si a ∈ L y σ ∈ Hom(K[a]/K,L/K) entonces σ :
 K[a] → K[a′] es un isomorfismo, donde a′ = σ(a) es otra raız de f(x)
 (de hecho, de p(x) = pK,a(x)) ası que σ se extiende en un isomorfismo
 σ ∈ Hom(L/K,L/K) = G(L/K) (ya que L es cuerpo de descomposicion
 de f(x) sobre K[a] y sobre K[a′], Corolario 15.1). Hagamos ahora induc-
 cion sobre [L;K]. La afirmacion es clara si [L;K] = 1. Supongamos entonces
 que [L;K] > 1 y sea a una raız de f(x) (no necesariamente irreducible),
 a /∈ K y p(x) = pK,a(x). Como L es tambien un cuerpo de descomposi-
 cion de f(x) sobre K[a], podemos suponer por induccion que |G(L/K[a])| =[L;K[a]]. Pero en vista de que ψ es sobreyectiva, lo cual implica igualdad
 en la segunda desigualdad de la relacion (15.9), el hecho de que p(x) tie-
 ne un conjunto completo a = {a1, a2, ..., an} de raıces en L, y el hecho
 de que para cada i = 1, 2, ..., n, existe σi ∈ Hom(K[a]/K,L/K) tal que
 σi(a) = ai, se deduce que |Hom(K[a]/K,L/K)| = [K[a];K] = n. Esto impli-
 ca que |G(L/K)| = |G(L/K[a])| |Hom(K[a]/K,L/K)| = [L;K[a]][K[a];K],
 ası que |G(L/K[a])| = [L;K[a]]. Como (3) ⇒ (2) es obvio, el teorema queda
 demostrado.�
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 EJERCICIOS
 15.1 Sean K y K ′ cuerpos numericos. Demuestre que las propiedades (15.1)
 y (15.2) de σ ∈ Hom(K,K ′) implican que σ(0) = 0, σ(−a) = −σ(a)para todo a, σ(1) = 1 y σ(a−1) = (σ(a))−1 para todo a ∈ K, a 6= 0.
 15.2 Sea a trascendente sobre K, K(a) el cuerpo de cocientes de K[a]. Sea
 σ : K(a) → K(a) definida por σ(f(a)) = f(a2) para cada funcion
 racional f(x) = p(x)/q(x), p(x), q(x) ∈ K[x].
 Verifique que σ ∈ Hom(K(a)/K,K(a)/K), que [K(a);K] = ∞ y que
 σ no es sobreyectiva.
 15.3 Sean L/K, σ ∈ Hom(L/K,L/K). Demuestre que si [L;K] <∞ enton-
 ces σ : L→ L es sobreyectiva.
 15.4 Sean K y K ′ cuerpos numericos, σ un isomorfismo de K sobre K ′ y
 f(x) = a0 + a1x + · · · + anxn ∈ K[x]. Defınase σ(f)(x) = σ(a0) +
 σ(a1)x + · · · + σ(an)xn. Demostrar que f(x) es irreducible sobre K si
 y solo si σ(f)(x) es irreducible sobre K ′ y que g(x) | f(x) si y solo si
 σ(g)(x) | σ(f)(x).
 15.5 Demostrar la afirmacion de la Nota 15.1.
 15.6 Verifique en detalle la Relacion (15.10).
 15.7 Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x] de grado 2. Entonces
 G{f(x)/K} es {e} o Z2, y sera Z2 si y solo si f(x) es irreducible sobre
 K.
 15.8 Sea f(x) ∈ K[x] de grado 3. Demuestre que f(x) no es irreducible sobre
 K si y solo si G(f(x)/K) ⊆ Z2, y que G{f(x)/K} = Z2 si y solo si
 f(x) tiene dos raıces distintas ninguna de las cuales esta en K.
 15.9 Supongase que f(x) ∈ K[x] tiene grado 3 y es irreducible sobre el
 cuerpo numerico K. Sea G = G{f(x)/K}. Demuestre que si f(x) es
 irreducible sobre K entonces G = A3 o G = S3.
 15.10 SeaK un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) = n un numero
 primo. Si a ∈ CrK es tal que f(a) = 0, entonces f es irreducible sobre
 K.
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 15.11 Sea K un cuerpo numerico, a ∈ C y supongase que p(x) = xn − a es
 irreducible sobre K y que m | n. Demuestre que si α es una raız de
 p(x) entonces [K[αm];K] = n/m y pαm,K(x) = p(xn/m).
 15.12 Sean α, β algebraicos sobre K con [K[α];K] = m, [K[β], K] = n.
 Demuestre que [K[α, β];K[α]] = n si y solo si [K[α, β];K[β]] = m, y
 que este es el caso si mcd(m,n) = 1.
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CAPITULO 16
 Extensiones Normales
 El proposito de este capıtulo es el de caracterizar la nocion de extension de
 Galois en terminos de la denominada normalidad de una extension. Esta
 caracterizacion, suministra resultados muy utiles.
 Definicion 16.1. Sean L/K una extension, H un subgrupo de G(L/K). El
 conjunto F (H) de los elementos a ∈ L que quedan fijos bajo la accion de
 todo elemento de H, es decir, tales que σ(a) = a para todo σ ∈ H, se deno-
 mina el cuerpo fijo de H.
 Nota 16.1. EvidentementeK ⊆ F (H) ⊆ L. ComoH deja fijo a todo elemen-
 to de F (H), es claro que H ⊆ G(L/F (H)). En general, H 6= G(L/F (H)). De
 la misma manera, siK ⊆M ⊆ L entoncesM ⊆ F (G(L/M)), pero usualmen-
 te M 6= F (G(L/M)). Por ejemplo, G(R/Q) = {e}, ası que F (G(R/Q)) = R.
 Definicion 16.2. Sean L/K una extension, H ⊆ G(L/K)), L/M , M/K
 extensiones intermedias. Si
 H = G(L/F (H)), (16.1)
 se dice que H es un subgrupo cerrado de G(L/K). Si
 M = F (G(L/M)), (16.2)
 321
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 se dice que M es una extension cerrada de K en L.
 Nota 16.2. Si K ′ = F (G(L/K)), entonces
 G(L/K) = G(L/K ′). (16.3)
 En efecto, G(L/K) ⊆ G(L/K ′), pues todo elemento de G(L/K) deja fijo a
 todo elemento de K ′. La otra inclusion es obvia, pues K ⊆ K ′.
 Definicion 16.3. Sea L/K una extension. Si K mismo es una extension
 cerrada de K en L, es decir, si
 K = F (G(L/K)), (16.4)
 se dice que L/K es una extension normal , o que L es una extension normal
 de K.
 Ejemplo 16.1. Es claro que R/Q y Q[ 3√2]/Q no son extensiones norma-
 les. La extension Q[√2]/Q si lo es, pues G(Q[
 √2]/Q) = {e, σ}, donde e(a+
 b√2) = a+ b
 √2 y σ(a+ b
 √2) = a− b
 √2, ası que σ(a+ b
 √2) = (a+ b
 √2) si
 y solo si b√2 = 0, o sea, si y solo si a+ b
 √2 = a ∈ Q.
 El siguiente es uno de los resultados fundamentales de la teorıa.
 Lema 16.1. Sean L una extension algebraica de K y H un subgrupo finito
 de G(L/K). Entonces
 [L;F (H)] ≤ |H| . (16.5)
 Demostracion. Sea K ′ = F (H) y supongase que H = {σ1, ..., σn} donde
 σ1 = e. Podemos suponer ademas que L = K[a] donde a ∈ C, y sean ai =
 σi(a), i = 1, 2, . . . , n. El polinomio f(x) = (x−a1)(x−a2) · · · (x−an) esta en
 K ′[x]. Se concluye entonces, dado que a es raız de f(x), que [K ′[a];K ′] ≤grad(f(x)) = n = |H|. Como K ′[a] = K[a] pues K ⊆ K ′ ⊆ K[a], el lema
 queda demostrado. �
 Corolario 16.1. Si L es una extension finita de K y K ′ es el cuerpo fijo de
 G(L/K), entonces L/K ′ es de Galois. Mas aun ,
 |G(L/K)| = |G(L/K ′)| = [L;K ′] (16.6)
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 Demostracion. En efecto, como |G(L/K)| ≤ [L;K] y [L;K] <∞, el lema an-
 terior implica que [L;K ′] ≤ |G(L/K)|. Por otra parte, |G(L/K ′)| ≤ [L;K ′],
 segun (15.4). Como entonces G(L/K) = G(L/K ′), el corolario queda demos-
 trado. �
 Corolario 16.2. Si L/K es de grado finito y H es un subgrupo finito de
 G(L/H), H es cerrado. Si G(L/H) es finito, todos sus subgrupos son cerra-
 dos.
 Demostracion. En efecto,H ⊆ G(L/F (H)) y entonces |H| ≤ |G(L/F (H))| ≤[L;F (H)] ≤ |H|, ası que |G(L/F (H))| = |H| y G(L/F (H)) = H. �
 El siguiente teorema caracteriza las extensiones de Galois en terminos de la
 normalidad.
 Teorema 16.1. Sea L/K una extension de grado finito. Las afirmaciones
 siguientes son equivalentes:
 1. L/K es de Galois.
 2. L/K es normal.
 Demostracion. Veamos que 1 ⇒ 2. Sea K ′ el cuerpo fijo de G(L/K). Como
 L/K es algebraica, el Corolario 16.1 asegura que [L;K ′] = |G(L/K)|. Como
 |G(L/K)| = [L;K] se tiene entonces que [L;K ′] = [L;K], y como K ⊆ K ′,
 esto es posible unicamente si K = K ′. Veamos ahora que 2 ⇒ 1. En pri-
 mer lugar, (2) implica que L/K es algebraica y simple. Pero entonces por el
 Corolario 16.1, |G(L/K)| = [L;K ′] = [L;K], donde K ′ = F (G(L/K)), y el
 teorema queda demostrado. �
 Se concluye que para las extensiones L/K de grado finito, de cuerpos numeri-
 cos, los conceptos de extension normal, de cuerpo de descomposicion y de
 extension de Galois son todos equivalentes.
 Nos proponemos ahora estudiar la situacion ideal a la cual nos referimos al
 comienzo del capıtulo. En lo que sigue, si f(x) ∈ K[x], K{f(x)} denotara su
 cuerpo de descomposicion sobre K.
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 Nota 16.3. Si L/K es de Galois y K ⊆ M ⊆ L es un cuerpo intermedio,
 entonces L/M es de Galois. En efecto, L = K{f(x)}, donde f(x) ∈ K[x],
 ası que L = M{f(x)} y f(x) ∈ M [x]. Sin embargo, en general, M/K no es
 de Galois.
 Ejemplo 16.2. El cuerpo L = Q[ 3√2, i] es el cuerpo de descomposicion sobre
 Q de x3 − 2. Si M es el cuerpo intermedio Q[ 3√2], L/Q y L/M son de Galois
 pero M/Q no lo es.
 Observese tambien que si K ⊆M ⊆ L es un cuerpo intermedio talque L/M
 y M/K son de Galois, no necesariamente L/K es de Galois.
 Ejemplo 16.3. Sean L = Q[ 4√2] y M = Q[
 √2]. Entonces L =M{x2 −
 √2}
 es de Galois sobre M y M = Q{x2 − 2} es de Galois sobre Q, pero L/Q no
 es de Galois.
 Los siguientes teoremas indican en que situaciones no se presentan estas ano-
 malıas.
 Definicion 16.4. Sean L/K una extension, M , con K ⊆M ⊆ L, un cuerpo
 intermedio. Se dice que M es estable relativamente a L/K, si σ(M) ⊆ M
 para todo σ ∈ G(L/K).
 Claramente M es estable relativamente a L/K si y solo si σ(M) = M para
 todo σ ∈ G(L/K).
 Teorema 16.2. Sean L/K una extension de Galois, M , con K ⊆ M ⊆ L,
 un cuerpo intermedio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
 1. M es estable relativamente a L/K.
 2. G(L/M) ⊳ G(L/K)
 3. M/K es de Galois.
 En tales circunstancias, el grupo cociente G(L/K)/G(L/M) es isomorfo a
 G(M/K).
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 Demostracion. (1)⇒ (2). Sea ψ : G(L/K) → G(M/K) la aplicacion ψ(σ) =
 σ |M . Como σ(M) ⊆ M , ψ esta bien definida y es evidentemente un homo-
 morfismo, cuyo nucleo kerψ es precisamente G(L/M).
 (1)⇒ (3). Como ψ define, por paso al cociente, un homomorfismo inyectivo
 ψ : G(L/K)/G(L/M) → G(M/K), se tiene, observando que L/M es de
 Galois, que
 [M ;K] =[L;K]
 [L;M ]≤ |G(M/K)| .
 Como |G(M/K)| ≤ [M ;K] se tiene entonces que |G(M/K)| = [M ;K], que
 M/K es de Galois y que ψ es un isomorfismo.
 (2)⇒ (1). Sean a ∈M , σ ∈ G(L/K), b = σ(a). Si ρ ∈ G(L/M) es arbitrario,
 ρ(b) = ρ(σ(a)), ası que σ−1(ρ(b)) = σ−1ρσ(a) = a, pues σ−1ρσ ∈ G(L/M).
 Pero entonces ρ(b) = σ(a) = b y, como L/M es de Galois, de lo cual es
 normal, b ∈M .
 (3)⇒(1). En efecto, M = K[a], a ∈ M , y si p(x) = pK,a(x), entonces M =
 K{p(x)}. Si σ ∈ G(L/K), se tiene que σ(M) = σ(K[a]) = K[σ(a)] = M ,
 pues σ(a) es raız de p(x), ası que M es estable. La ultima afirmacion se de-
 muestra al demostrar que (1)⇒(3).�
 Corolario 16.3. Si L/K es de Galois y M , con K ⊆M ⊆ L, es un cuerpo
 intermedio, M/K es de Galois si y solo si G(L/M) es un subgrupo normal
 de G(L/K), en cuyo caso
 G(L/K)/G(L/M) ≈ G(M/K). (16.7)
 Teorema 16.3. Sean K ⊆ M ⊆ L y supongase que L/M y M/K son de
 Galois. Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes :
 1. L/K es de Galois.
 2. Si σ ∈ G(M/K), existe σ ∈ G(L/K) tal que σ |M= σ.
 Demostracion. 1.⇒ 2. En efecto, como L/M es de Galois, existe f(x) ∈M [x]
 tala que L = M{f(x)}. Pero entonces, si σ es un isomorfismo de M en
 sı mismo, existe σ, isomorfismo de L, tal que σ |M= σ. 2.⇒1. Si σ ∈ G(L/K),
 la hipotesis de que M/K es de Galois, o sea, de que M = K{f(x)}, f(x) ∈K[x], asegura que σ(M) ⊆ M , ası que σ |M∈ G(M/K). Ahora, 2. asegura
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 que la aplicacion de restriccion ψ : G(L/K) → G(M/K), ψ(σ) = σ |M , es
 sobreyectiva. Por lo tanto,
 |G(L/K)||G(L/M)| = |G(M/K)| = [M ;K],
 de lo cual |G(L/K)| = |G(L/M)| [M ;K] = [L;M ][M ;K] = [L;K]. �
 Nota 16.4. Observese que, en el teorema anterior, la sola hipotesis de que
 L/M sea de Galois asegura que 1.⇒ 2. Sin embargo, 2. no implica 1., a no
 ser que M/K sea de Galois.
 EJERCICIOS
 16.1 Sea M/K. Demuestre que si H es un subcuerpo normal de G(M/K),
 entonces F (H) es un subcuerpo estable de G.
 16.2 Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x], irreducible sobre K. De-
 muestre que si M/K es de Galois y existe α ∈ M tal que f(α) = 0,
 entonces f(x) tiene un conjunto completo de raıces en M . Es decir,
 K{f(x)} ⊆M .
 16.3 Sean K ⊆ L ⊆M cuerpos numericos y supongase que L/K es normal.
 Demuestre que L es estable.
 16.4 Sea G = G(M/K) y K ⊆ L ⊆M un subcuerpo intermedio. Demuestre
 que L es estable si y solo si G(M/L) ⊳ G.
 16.5 Sea G = G(M/K) y K ⊆ L ⊆ M un subcuerpo intermedio ce-
 rrado relativamente a M/K. Demuestre que el normalizador H de
 L′ = G(M/L) en G es el conjunto de los automorfismos σ de M/K
 tales que σ(L) ⊆ L.
 16.6 Sea Q el cuerpo de los numeros racionales. Determine en cada caso
 [{f(x)/K};K] si K = Q y
 a) f(x) = x4 + 1
 b) f(x) = x4 − 2
 c) f(x) = x6 + x3 + 1
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 d) f(x) = x6 + 1
 e) f(x) = x5 − 1.
 16.7 Verifique L = Q[ 3√2, ω, ω2], donde ω = e2πi/3, es el cuerpo de descom-
 posicion de x3 − 2 sobre Q. Demuestre que [L;Q] = 3! = 6.
 16.8 Verifique que Q[ω], donde ω = (−1 +√3i)/2, es el cuerpo de descom-
 posicion de f(x) = x4 + x2 + 1 sobre K. ¿Que es [Q[ω];Q]?
 16.9 De condiciones necesarias y suficientes para que el cuerpo de descom-
 posicion de x3 + ax+ b tenga exactamente grado 3.
 16.10 Sean E/F y f(x) ∈ F [x]. Supongase que σ ∈ G(E/F ). Demuestre que
 si α ∈ E y f(α) = 0, entonces f(σ(α)) = 0. Aquı, si f(x) = anxn +
 · · ·+ a0, f(σ(α)) = (σf)(α), donde (σf)(x) = σ(an)xn + · · ·+ σ(a0).
 16.11 Supongase que f(x) ∈ Q[x] y L = Q[√2]. Demuestre que si α y β son
 numeros racionales α + β√2 es raız de f(x) en L si y solo si α− β
 √2
 tambien lo es.
 16.12 Sean K un cuerpo, α ∈ C, trascendente sobre K, K(α) el cuerpo de
 cocientes de K[α]. Demuestre que no existe β ∈ K(α) tal que β2 = α.
 16.13 Demuestre que [Q[√2 +
 √3];Q] = 4 y que [Q[
 √2√3];Q] = 2.
 16.14 Demuestre que [Q[√2 + 5
 √3];Q] = 6.
 16.15 Sean K un cuerpo numerico, α, β algebraicos sobre K. Demuestre que
 existe a ∈ K tal que K[α, β] = K[α + aβ].
 16.16 Sean K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x], L = K{f(x)}, el cuerpo de
 descomposicion de f(x) sobre K, a1, a2, a3 las tres raıces de f(x) en L,
 que suponemos distintas. Sea ∆ = (a1−a2)(a1−a3)(a2−a3). EntoncesD = ∆2 se denomina el discriminante de f(x) en L. Demuestre:
 a) ∆ y D estan en L.
 b) Si G(L/K) se identifica con un subgrupo de S3 y τ es una trans-
 posicion de S3, entonces τ(∆) = −∆
 c) Si τ ∈ A3 entonces τ(∆) = ∆
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 d) K[∆] es el cuerpo fijo de G(L/K) ∩ A3.
 e) σ(∆) = D para todo σ ∈ G(L/K)
 f ) Si f(x) ∈ K[x] entonces D ∈ K.
 g) Si f(x) es irreducible de grado 3, G{f(x)/K} es A3 si y solo siD es
 el cuadrado de un elemento de K. (Indicacion. Si D = a2, a ∈ K,
 necesariamente a = ∆ o a = −∆, y si σ ∈ G(L/K) entonces
 σ(∆) = ∆, ası que σ ∈ A3. Esto implica G{f(x)/K} = A3 (ver.
 Ejercicio 15.7)).
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 El Teorema de Galois
 Sea L/K una extension, I(L/K) el conjunto de los cuerpos intermedios
 K ⊆ M ⊆ L, E(L/K) el subconjunto de I(L/K) de los cuerpos estables
 bajo G(L/K), G(L/K) el conjunto de todos los subgrupos H de G(L/K),
 N (L/K) el subconjunto de G(L/K) de aquellos que son normales. Con base
 en las consideraciones hechas en el capıtulo anterior podemos demostrar el
 siguiente teorema de Galois.
 Teorema 17.1. (Galois). Si L/K es de Galois, las aplicaciones
 G : I(L/K) → G(L/K), F : G(L/K) → I(L/K)
 M 7→ G(L/M) H 7→ F (H)(17.1)
 son biyectivas e inversa una de la otra. Ademas
 F(E(L/K)) = N (L/K), G(N (L/K)) = E(L/K), (17.2)
 ası que F aplica biyectivamente cuerpos estables en subgrupos normales.
 Demostracion. SeaM ∈ I(L/K). ComoM/K es de Galois, es normal, ası que
 F(G(L/M)) =M . Esto demuestra que F ◦G es la identidad de I(L/K). Sea
 H ⊆ G(L/K) un subgrupo. Como L/K es simple, [L;F (H)] ≤ |H|. PeroL/F (H) es de Galois. Por lo tanto |G(L/F (H))| = [L;F (H)] ≤ |H|, y como
 329
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 H ⊆ G(L/F (H)), se tiene que H = G(L/F (H)), ası que G◦F es la identidad
 de G(L/K). Se concluye que F y G son biyectivas e inversas una de la otra.
 La ultima afirmacion es consecuencia inmediata de (17.1) y (17.2).�
 Para finalizar esta seccion, hagamos algunas observaciones que pueden ser de
 interes.
 Sean N/K de grado finito, K ⊆ L ⊆ N un cuerpo intermedio. La relacion
 (15.8) asegura que
 |Hom(L/K,N/K)| ≤ [L;K]. (17.3)
 Puede ser interesante anotar que la validez de esta relacion puede establecerse
 sin recurrir a la simplicidad de L. En efecto, si a ∈ LrK, podemos suponer
 por induccion que
 |Hom(L/K(a), N/K(a)| ≤ [L;K(a)]; (17.4)
 y si ψ : Hom(L/K,N/K) → Hom(K(a)/K,N/K) es la aplicacion de res-
 triccion, es facil ver que siendo R la relacion de equivalencia asociada a ψ,
 σ ≡ ρ(R) si y solo si σ−1ρ ∈ Hom(L/K(a), N/K(a)). Esto implica que
 |Hom(L/K,N/K)| ≤ |Hom(K(a)/K,N/K)| |Hom(L/K(a), N/K(a))|≤ [K(a);K][L;K(a)] = [L;K],
 como se querıa demostrar. Este hecho implica el siguiente resultado, que pue-
 de ser de alguna utilidad.
 Teorema 17.2. Sean N/K de grado finito, K ⊂ L ⊂ M ⊂ N cuerpos
 intermedios. Entonces
 [G(N/L);G(N/M)] ≤ [M ;L]. (17.5)
 Si ademas N/K es de Galois, al anterior relacion es una igualdad.
 Demostracion. En efecto, [G(N/L);G(N/M)] ≤ |Hom(M/L,N/L)| ≤ [M ;L].
 Si N/K es de Galois, tambien N/M y N/L lo son, de tal manera que
 [M ;L] =[N ;L]
 [N ;M ]=
 |G(N/L)||G(N/M)| ≤ [M ;L],
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 de lo cual, la igualdad.�
 Quiza, vale la pena mencionar tambien el siguiente teorema.
 Teorema 17.3. Si L/K es de grado finito, H ⊆ J ⊆ G(L/K), subgrupos de
 G(L/K) entonces
 [F (H);F (J)] = [J ;H]. (17.6)
 Demostracion. En efecto, si K ′ es el cuerpo fijo de G(L/K), L/K ′ es de
 Galois; ademas, K ′ ⊆ F (J) ⊆ F (H) ⊆ L. De la proposicion anterior se
 deduce que
 [G(L/F (J));G(L/F (H))] = [F (H);F (J)].
 Pero G(L/F (J)) = J y G(L/F (H)) = H pues, siendo grupos finitos, son
 cerrados en G(L/K).�
 EJERCICIOS
 17.1 Sean N/K, G = G(N/K), J ⊆ H ⊆ G subgrupos de G con [H; J ] =
 n <∞. Demuestre que [F (J);F (H)] ≤ n.
 17.2 Sean H ⊆ J subgrupos del grupo de Galois de N/K. Supongase que H
 es cerrado y que [J ;H] = n <∞. Demuestre que tambien J es cerrado
 y que [F (H);F (J)] = n.
 17.3 Sean G un grupo finito de automorfismos de un cuerpo M y sea K el
 cuerpo fijo de M bajo G (a ∈ K si y solo si σ(a) = a para todo a ∈ K
 y todo σ ∈ G). Demuestre que M/K es normal con [M ;K] < ∞, que
 G = G(M/K) y que |G| = [M ;K].
 17.4 Sea p(x) = (x12−16)(x2−3) ∈ Q[x]. Sea L el cuerpo de descomposicion
 de p(x) sobre Q. Demuestre que [L;Q] = 12 y que existe M/Q finita
 de Galois, siendo Q ⊆M ⊆ L tal que [M ;Q] = 6.
 17.5 Sea α ∈ C tal que α2 = i+ 1. Demuestre que si L0 = Q, L1 = Q[i√2],
 L2 = Q[i,√2], L3 = Q[
 √2, α] y 0 ≤ k ≤ 2, entonces [Lk+1;Lk] = 2.
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CAPITULO 18
 Extensiones Ciclotomicas y Relacionadas
 Revisitaremos las extensiones ciclotomicas del Capıtulo 13, pero ahora usan-
 do recursos de la teorıa de Galois. Examinaremos tambien algunos otros tipos
 de extensiones cercanamente relacionadas.
 Si n ≥ 1 es un entero, el polinomio
 ϕn(x) =∏
 ω∈Pn
 (x− ξ), (18.1)
 donde Pn es el conjunto de las raıces primitivas n−esimas de la unidad
 (Capıtulo 13), se denomina el n-esimo polinomio ciclotomico.
 Si ξ = e2πi/n, entonces
 ϕn(x) =∏
 1≤k≤nmcd(k,n)=1
 (x− ξk). (18.2)
 Esto implica que grad(ϕn(x)) = φ(n), donde
 φ(n) = #{1 ≤ k ≤ n : mcd(k, n) = 1}, n ≥ 1, (18.3)
 es la funcion de Euler (Capıtulo 13). Si ϕn(x) ∈ K[x], el cuerpo de des-
 composicion sobre K del polinomio ϕn(x) se denomina la n-esima extension
 333
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 ciclotomica de K. Evidentemente
 K{ϕn(x)} = K[ξk1 , ξk2 , . . . , ξkm ], ξ = e2πi/n,mcd(ki, n) = 1,m = φ(n).
 (18.4)
 Naturalmente ξ en (18.2) puede sustituirse por cualquier otra raız primitiva
 n−esima de la unidad. Es claro que
 K{ϕn(x)} = K[ξ] = K{xn − 1}. (18.5)
 Sea ahora
 F = Q[ξ] = Q{xn − 1} (18.6)
 el cuerpo de descomposicion de xn − 1 sobre Q, ası que F/Q es de Galois,
 de lo cual F (G(F/Q)) = Q. Por otra parte
 ϕn(x) = bmxm + · · ·+ b0, m = φ(n), (18.7)
 donde
 bm−k = (−1)k∑
 i1<···<ik
 ξi1 · · · ξik , 1 ≤ ik ≤ φ(n), m = φ(n), (18.8)
 y si σ ∈ G(F/Q), σ(ξ) es una raız primitiva i−esima de la unidad si y solo
 si ξ lo es. Esto implica que σ(bm−k) = bm−k, ası que siendo F/Q de Galois,
 necesariamente bm−k ∈ Q. Entonces , ϕn(x) ∈ Q[x].
 Nota 18.1. Observese que entonces ϕn(x) ∈ K[x] para todo cuerpo numeri-
 co K y todo n ≥ 1.
 Teorema 18.1. Si L = K{ϕn(x)} = K{xn − 1} entonces [L;K] | φ(n) y
 G(L/K) es isomorfo a un subgrupo del grupo U(Zn) de las unidades de Znsiendo entonces abeliano.
 Demostracion. Como es claro, bajo las circunstancias, el conjunto Pn de las
 raıces primitivas n−esimas de la unidad es un subconjunto de L y el con-
 junto G = {σk : Pn → Pn : σk(ξ) = ξk}, 1 ≤ k ≤ n, mcd(k, n) = 1, es un
 subgrupo del grupo de las permutaciones de Pn de orden φ(n) (|G| = φ(n)).
 Por otra parte, si σ ∈ G(L/K) entonces σ(ξ) es una raız primitiva n−esima
 de la unidad si y solo si ξ lo es, ası que σ ∈ G y G(L/K) ⊆ G. Entonces
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 [L;K] = |G(L/K)| / |G| = φ(n). Como U(Zn) es obviamente isomorfo a G,
 el teorema queda demostrado.�
 Nota 18.2. En general [L;K] < φ(n). Tomese, por ejemplo, n = 5 y K = R.Entonces L = C y [L;K] = 2, mientras que φ(5) = 4.
 Nota 18.3. Como lo mencionamos en el Capıtulo 13, ϕn(x) es irreducible
 sobre Q, de lo cual se deduce que
 ϕn(x) = pQ,ξ(x) (18.9)
 cualquiera que sea la raız primitiva n−esima ξ de la unidad. Esto, si muy
 factible, es muy difıcil de demostrar rigurosamente, y como lo hemos men-
 cionado, es un hecho que aceptaremos sin demostracion.
 Nota 18.4. Si F es el cuerpo de descomposicion sobre Q del polinomio xn−1
 entonces [F ;Q] = φ(n). Es claro que F = Q{ϕn(x)} y que G(F/Q) = U(Zn).Si ademas n es primo, G(F/Q) = Z∗
 n = Zn−1, es ası cıclico de orden n − 1.
 Notese que en este ultimo caso, si n es primo y L = K{xn − 1}, tambien
 G(L/K) es cıclico.
 Ejemplo 18.1. Sea K un cuerpo numerico, a ∈ K, a 6= 0, n ≥ 1 un entero.
 Supongamos primero que K es n-primitivo, o sea, que K = K[ξ], donde ξ
 es una raız primitiva n−esima de la unidad. Si u, v son raıces de xn − a en
 L = K{xn − a}, uv−1 es raız de xn − 1, y esta por lo tanto en K, de lo cual
 L = K[u], y si σ ∈ G(L/K) entonces σ(u) = ξku, 1 ≤ k ≤ n, mcd(k, n) = 1.
 Por lo tanto, si tambien ρ ∈ G(L/K), ρ(u) = ξju, 1 ≤ j ≤ n, mcd(j, n) = 1,
 de lo cual σρ(u) = ξkξju = ξjξku = ρσ(u) y G(L/K) es abeliano. En total:
 Teorema 18.2. Sea K un cuerpo numerico a ∈ K, a 6= 0, n ≥ 1 un entero.
 Supongase que K es n−primitivo y sea L = K{xn−a}. Si u es cualquier raız
 de xn − a en L, G(L/K) es abeliano. Si n es primo y xn − a es irreducible
 sobre K, G(L/K) es cıclico de orden n.
 Nota 18.5. Si K no es n−primitivo, los resultados anteriores son aun apli-
 cables a K[ξ] y a L = K[ξ]{xn − a}, donde ξ es cualquier raız primitiva
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 n−esima de la unidad.
 Terminaremos esta seccion con un resultado altamente curioso y que puede
 ser de importancia.
 Ejemplo 18.2. Seanm,n > 0, primos relativos. Entonces g(x) = ϕm(x)ϕn(x)
 y f(x) = ϕmn(x) tienen, el mismo cuerpo de descomposicion sobre Q. (Si
 n ≥ 1, ϕn(x) es el n−esimo polinomio ciclotomico). Ademas G{ϕm(x)} y
 G{ϕn(x)} son ambos subgrupos deG{f(x)}. Ademas,G{f(x)} ≈ G{ϕm(x)}×G{ϕn(x)}. En efecto, si a es raız de ϕmn(x) (una raız primitiva mn−esima
 de la unidad), las ank, 1 ≤ k ≤ m y las amj, 1 ≤ j ≤ n, son, respectiva-
 mente, raıces distintas de xm − 1 y xn − 1, ası que Q{ϕm(x)} y Q{ϕn(x)}son ambos subcuerpos de Q{f(x)}, y lo mismo sera cierto de Q{g(x)}.Por otra parte, si b es raız de f(x), bm ∈ Q{ϕn(x)} y bn ∈ Q{ϕm(x)},de lo cual bm, bn ∈ Q{g(x)}. Si α, β ∈ Z son tales que αm + βn = 1,
 b = (bm)α(bn)β esta tambien en Q{g(x)}, ası que Q{f(x)} = Q{g(x)}. Re-cuerdese ahora que [Q{ϕN(x)};Q] = φ(N) y que si mcd(m,n) = 1 entonces
 φ(mn) = φ(m)φ(n) (Capıtulo 13). Esto implica que [Q{g(x)};Q{ϕn(x)}] =φ(m), ası que ϕm(x) es irreducible sobre Q{ϕn(x)} y de orden φ(m). De
 la misma manera, [Q{g(x)};Q{ϕm(x)}] = φ(n), y ϕn(x) sera irreducible
 sobre Q{ϕm(x)} y de orden φ(n). Existe entonces un automorfismo σ ∈G{g(x)/Q{ϕn(x)}}, el cual es la identidad sobre Q{ϕn(x)} y cuyo orden es
 φ(m). De la misma manera, existira ρ ∈ G{g(x)/Q{ϕm(x)}} el cual es la
 identidad sobre Q{ϕm(x)} y cuyo orden es φ(n). Es claro que
 G{g(x)/Q{ϕm(x)}} ≈ [ρ]
 y que G{g(x)/Q{ϕn(x)}} ≈ [σ]. Segun lo dicho mas arriba, se deduce enton-
 ces que G{f(x)} ≈ [σ]× [ρ], ası que G{f(x)} es el producto directo interno
 de [σ] y [ρ].
 EJERCICIOS
 18.1 Supongase que L/K yM/L son extensiones normales. Supongase ademas
 que si σ ∈ G(L/K) existe σ ∈ G(M/K) tal que σ |L= σ. Demuestre
 que M/K es normal.
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 18.2 Sean K un cuerpo numerico, α ∈ C, M = K(α) el cuerpo de cocientes
 de K[α]. Suponga que existe un cuerpo K ⊆ L ⊆M , L 6= K. Demues-
 tre que M es de dimension finita sobre L. (Si r = f/g ∈ L, entonces
 r(α)g(α)− f(α) = 0).
 18.3 SeanK un cuerpo numerico, α ∈ CM = K(α) el cuerpo de cocientes de
 K[α]. Demuestre que los unicos subgrupos cerrados de G = G(M/K)
 son G mismo y sus subgrupos finitos.
 18.4 Sea M = Q(α), donde α ∈ CrQ. Demuestre que Q(α2) es cerrado en
 M/Q pero que Q(α3) no lo es. (Aquı Q(α) es el cuerpo de cocientes de
 Q[α]).
 18.5 Construya un polinomio de grado 7 con coeficientes racionales cuyo
 grupo de Galois es S7.
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CAPITULO 19
 Extensiones Radicales. Teorema de Abel
 El objeto de este capıtulo es el de presentar una demostracion del Teorema
 de N. H. Abel sobre la no resolubilidad por radicales de ciertas ecuaciones de
 quinto grado. La demostracion que daremos depende de la Teorıa de Galois
 y difiere de la demostracion original de Abel.
 Comenzaremos por recordar que un grupo G es resoluble si existe una suce-
 sionG = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = {e} de subgruposGi deG tales queGi+1⊳Gi
 y que Gi/Gi+1 es abeliano. La sucesion {G0, G1, . . . , Gn} se denomina enton-
 ces una resolucion de G. Si G es resoluble, G admite una resolucion ([9],
 Capıtulo 12) en la cual cada Gi es normal en G; de hecho, si G(1) = [G,G] es
 el subgrupo derivado o subgrupo de los conmutadores de G ([9] Capıtulo 12)
 y si se define inductivamente G(k+1) = (G(k))(1) para todo K = 1, 2, . . . , n,
 escribiendo G(0) = G se tiene que G es resoluble si y solo si existe n ≥ 1 tal
 que G(n) = {e}, y {G(0), G(1), . . . , G(n)} es entonces una resolucion de G con
 G(k) ⊳ G para todo k.
 Si H es un subgrupo de G, H(k) ⊆ H ∩ G(k). Por lo tanto si G es resoluble,
 tambien H lo es (propiedad 19.1). Por otra parte, si H ⊳ G, (G/H)(k) ⊆G(k)H/H, de lo cual se deduce que tambien G/H es resoluble si G lo es (pro-
 piedad 19.2). Recıprocamente si H es normal en G, G/H ⊇ G1/H ⊇ · · · ⊇
 339
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 Gn/H = {H} es una resolucion de G/H y H ⊇ H1 ⊇ · · · ⊇ Hm = {e}una de H, entonces G ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = H ⊇ H1 ⊇ · · · ⊇ Hm = {e}es una resolucion de G; es decir, si un grupo G admite un subgrupo normal
 resoluble H tal que G/H tambien es resoluble, necesariamente G es resoluble
 (propiedad 19.3).
 Es claro que todo grupo abeliano es resoluble. Si Sn es el grupo simetrico de
 n objetos (grupo de las permutaciones de {1, 2, · · · , n} con la ley de compo-
 sicion de funciones como ley de grupos), Sn es resoluble si y solo si n ≤ 4. De
 hecho, un teorema bien conocido de la teorıa de grupos, debido en esencia
 a E. Galois, afirma que si n ≥ 5, el subgrupo An de Sn formado por las
 permutaciones pares (el grupo alternante de n objetos) es simple (es decir,
 no tiene subgrupos normales propios ([9], Capıtulo 8)).
 Definicion 19.1. Sea K un cuerpo. Una torre radical de orden n de K
 es una sucesion K ⊆ K[a1] ⊆ K[a1, a2] ⊆ · · · ⊆ K[a1, a2, . . . , an−1] ⊆K[a1, a2, . . . , an−1, an] de extensiones deK tales que, para todo i = 1, 2, . . . , n,
 existe un primo pi tal que apii ∈ K[a1, . . . , ai−1] para i ≥ 2, con ap11 ∈ K. Si
 M = K[a1, . . . , an], se dice tambien que M es una extension radical de orden
 n de K.
 El nombre de torre radical proviene del hecho de que cada ai, i ≥ 1, se
 obtiene como raız pi−esima de un elemento de K[a1, . . . , ai−1] o de K. En
 otras palabras, K[a1, . . . , ai], i ≥ 1 se obtiene a partir de K adjuntando
 sucesivamente una raız pi−esima de algun elemento deK o deK[a1, . . . , ai−1].
 Si M = K[a1, . . . , an] y a ∈M , a se escribe en la forma
 a =∑
 ai1...inai11 a
 i22 · · · ainn (19.1)
 donde i1, i2, . . . , in ∈ N y ai1...in ∈ K es nulo salvo para un numero finito de
 multi-ındices (i1, ..., in), de tal manera que a se obtiene a partir de K utili-
 zando unicamente operaciones racionales y extracciones de raıces.
 Definicion 19.2. Sea K un cuerpo y f(x) ∈ K[x]. Se dice que f(x) = 0 es
 resoluble por radicales, si f(x) admite un cuerpo de descomposicion el cual
 es una extension radical de K.
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 Decir para f(x) ∈ K[x] que f(x) = 0 es resoluble por radicales es equivalente
 a decir que toda raız de f(x) puede obtenerse a partir de elementos de K me-
 diante operaciones racionales y extracciones de raıces. Si Q ⊆ K ⊆ C, todaecuacion polinomica f(x) = 0, f(x) ∈ K[x] con f(x) de grado 1 o 2, es evi-
 dentemente resoluble por radicales. Esto tambien es cierto si grad(f(x)) = 3
 (Teorema de Tartaglia-Cardano) o si grad(f(x)) = 4 (Teorema de Ferrari).
 El siguiente teorema de Galois es uno de los resultados notables del algebra.
 Teorema 19.1 (E. Galois). Sea K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x], M el
 cuerpo de descomposicion de f(x) sobre K. Si M es una extension radical
 de K, G(M/K) es un grupo resoluble.
 Demostracion. Supongamos queK ⊆ K[a1] ⊆ K[a1, a2] ⊆ · · · ⊆ K[a1, a2, ..., an]
 es una torre radical de K tal queM = K[a1, a2, ..., an], y sea p = p1 un primo
 tal que ap11 ∈ K. Comenzaremos por suponer que K es p-primitivo, es decir,
 que contiene una raız primitiva p−esima de la unidad ξ. Se tiene que M es
 cuerpo de descomposicion de f(x) sobre K[a1], y comoM = K[a1][a2, ..., an],
 M es una extension radical de K[a1] de orden n − 1. podemos suponer en-
 tonces, por induccion sobre n, que G(M/K[a1]) es resoluble. Pero K[a1]/K
 es de Galois, pues K[a1] es el cuerpo de descomposicion sobre K de xp − ap1y G(k[a1]/K), siendo abeliano (Teorema 18.2), es resoluble. Ademas,
 G(K[a1]/K) ≈ G(M/K)/G(M/K[a1]), (19.2)
 por lo tanto, la propiedad 19.3 implica que tambien G(M/K) es resoluble.
 Quitemos ahora la hipotesis de que a1 ∈ M . Consideremos el siguiente dia-
 grama de extensiones: M [a1]
 K[a1]
 K
 M
 EvidentementeM [a1] es el cuerpo de descomposicion sobreK de g(x) = (xp−ap1)f(x), y como a1 ∈M [a1], G(M [a1]/K) es resoluble. Como G(M [a1]/M) ⊳
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 G(M [a1]/K) y G(M/K) ≈ G(M [a1]/K)/G(M [a1]/M), la propiedad 19.2
 implica que tambien G(M/K) es resoluble. Quitemos finalmente la hipotesis
 de que ξ ∈ K, y considerese el siguiente diagrama de extension:
 M [ξ]
 K[ξ]
 K
 M
 Se tiene que K[ξ] es cuerpo de descomposicion sobre K de xp− 1 y que M [ξ]
 lo es de f(x) sobre K[ξ]. Entonces M [ξ]/K es de Galois, G(M [ξ]/K[ξ]) ⊳
 G(M [ξ]/K) y G(K[ξ]/K) ≈ G(M [ξ]/K)/G(M [ξ]/K[ξ]). Pero G(K[ξ]/K) es
 resoluble, por ser abeliano. Por lo tanto, teniendo en cuenta que, como ξ ∈K[ξ],G(M [ξ]/K[ξ]) es resoluble, tambienG(M [ξ]/K) es resoluble (propiedad
 19.1). Como G(M [ξ]/M) ⊳ G(M [ξ]/K) y
 G(M/K) ≈ G(M [ξ]/K)/G(M [ξ]/M)
 (Teorema 16.2 y propiedad 19.3), tambien G(M/K) es resoluble, y el teore-
 ma queda demostrado. �
 Nota 19.1. La afirmacion recıproca es tambien verdadera: Si M es una ex-
 tension finita de K tal que G(M/K) es resoluble, entoncesM/K es una torre
 radical (Ejercicio 19.1), y si M es el cuerpo de descomposicion de un polino-
 mio f(x) ∈ K[x], entonces f(x) = 0 es resoluble por medio de operaciones
 racionales y extraccion de raıces.
 Para poder demostrar el Teorema de Abel, necesitamos del siguiente resul-
 tado de la teorıa elemental de los grupos:
 Lema 19.1. Sea p un primo, H un subgrupo de Sp. Si H contiene un p−ciclo
 σ y una transposicion τ entonces H = Sp.
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 Demostracion. La afirmacion es evidente si p = 2 o si p = 3. Podemos su-
 poner entonces p ≥ 5, en cuyo caso Ap es simple (Capıtulo 8). Ahora, el
 subgrupo H ′ de Sp generado por σ es normal en Sp y esta contenido en Ap,
 ası que H ′ = Ap. Como obviamente el subgrupo H ′[τ ] generado por H ′ y τ
 tiene entonces orden p!, se deduce que H = H ′[τ ] = Sp. �
 Lema 19.2 (Galois). Sean K ⊆ R un cuerpo, p ≥ 5 un primo y f(x) ∈ K[x]
 un polinomio irreducible con grad(f(x)) = p. Supongase que f(x) tiene exac-
 tamente dos raıces complejas no reales (necesariamente conjugadas). Enton-
 ces f(x) = 0 no es resoluble por radicales.
 Demostracion. Sea M el cuerpo de descomposicion de f(x). Si a ∈ M es
 raız de f(x), K[a] ⊆ M , ası que p = [K[a];K]/[M ;K], y entonces G(M/K)
 tiene un elemento σ de orden p. Sean b y b las raıces complejas no reales de
 f(x). Sea τ la restriccion a M del automorfismo z −→ z de C. Es claro que
 τ ∈ G(M/K), pues K ⊆ R, y si a ∈ R es raız de f(x), τ(a) = a. Consi-
 derando a G(M/K) como subgrupo de Sp, σ es entonces un p−ciclo y τ es
 una transposicion de Sp. Por lo tanto G(M/K) = Sp y, como Sp no es reso-
 luble,M no puede ser una extension radical de K. Esto demuestra el lema. �
 Teorema 19.2. (Abel). Si f(x) = x5 − 6x+ 3 ∈ Q[x], la ecuacion f(x) = 0
 no es resoluble por radicales.
 Demostracion. El criterio de Eisenstein asegura que f(x) es irreducible sobre
 Q. Como f ′(x) = 5x4 − 6 tiene unicamente dos raıces reales, se concluye
 facilmente que f(x) tiene exactamente tres raıces reales. Entonces, si L es
 cuerpo de descomposicion de f(x) sobre Q, G(L/Q) = S5 y f(x) = 0 no es
 resoluble por radicales. �
 Nota 19.2. el lector podra verificar que lo mismo es cierto de la ecuacion
 x5 − 4x+ 2 = 0.
 Terminaremos este capıtulo con un resultado sobre constructibilidad cuya
 demostracion requiere el uso del grupo de Galois de la extension.
 El siguiente lema tiene una consecuencia util.
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 Lema 19.3. Sean n ≥ 0 y ω = e2πi/n. Supongase ademas que |G(Q[ω]/Q)| =2s para algun s ≥ 0. Entonces el polıgono de n lados es construible.
 Demostracion. Existen subgrupos normales H1, ..., Hs de G tales que Hj−1 ⊆Hj y que |Hj| = 2j , j = 1, ..., s, Hs = G(Q[ω]/Q), H0 = {e}. Esto es conse-
 cuencia de la resolubilidad del grupo G(Q[ω]/Q). Notese que [Hk;Hk−1] = 2,
 k = 1, 2, ..., s. Pasando a la sucesion de cuerpos fijos de los Hk se llega a que
 KHk−1⊇ KHk
 y [KHk−1;KHk
 ] = 2, k = 1, 2, ..., s, con KHs= Q, KH0 = Q[ω].
 Esto demuestra la afirmacion. �
 Teorema 19.3. Si m = 2np1 · · · pr, donde n ≥ 0 y los pk, k = 1, 2, ..., r son
 primos de Fermat, ninguno de los cuales se repite, entonces el polıgono de n
 lados es construible.
 Demostracion. En efecto, si p(x) = pQ[ω],ω(x) donde ω = e2πi/m, entonces
 grad(p(x)) = 2n(p1 − 1) · · · (pr − 1) = [Q[ω];Q] es una potencia de 2 ası el
 polıgono de m lados es construible. �
 Terminaremos nuestra presentacion de la teorıa de Galois de las extensiones
 de cuerpos numericos con un ejemplo tradicional.
 Ejemplo 19.1. SeaK = Q[√2,√3]. Puesto queK = Q[
 √2,−
 √2,√3,−
 √3] =
 Q{(x2 − 2)(x2 − 3)}, K/Q es una extension de Galois, y como [K;Q] = 4,
 tambien |G(K/Q)| = 4. Esto significa que solo existen 4 automorfismos de
 K que dejan invariantes a todos los elementos de Q : e, σ1, σ2, σ3 donde
 e: Es la aplicacion identica.
 σ1: Aplica√2 en −
 √2 y
 √6 en −
 √6 y deja invariantes a todos los demas.
 σ2: Aplica√3 en −
 √3 y
 √6 en −
 √6 y deja invariantes a todos los demas.
 σ3: Aplica√2 en −
 √2 y
 √3 en −
 √3 y deja invariantes a todos los demas.
 Como |G(K/Q)| = 4 y es no conmutativo, G(K/Q) es isomorfo al grupo de
 Klein, y todos sus subgrupos son normales. Esto implica naturalmente que
 todos sus cuerpos fijos son extensiones normales de Q.
 Notese ahora que si un grupo esta contenido en otro, el mayor de los dos co-
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 rresponde al menor cuerpo fijo. La razon para esto es clara, pues entre mayor
 sea un grupo, mas automorfismos tendra, y por lo tanto, la posibilidad de un
 elemento de K de permanecer fijo disminuira. En las figuras al final damos
 los correspondientes diagramas de red tanto para subgrupos como para cuer-
 pos intermedios. Es importante observar que los cuerpos en el fondo de la
 red corresponden, como es natural, a los grupos en la parte superior, ası que
 cada red aparece como ella misma invertida de abajo hacia arriba. Esto, sin
 embargo, no es cierto de toda red.
 {e, σ1, σ2, σ3}
 {e, σ3}{e, σ2}
 {e}
 {e, σ1}
 Red de subgrupos
 Q[√2,√3] = K{e}
 Q[√6] = K{e,σ3}
 Q[√2] = K{e,σ2}
 Q = K{e,σ1,σ2,σ3}
 Q[√3] = K{e,σ1}
 Red de cuerpos
 EJERCICIOS
 19.1 Sea G un grupo resoluble. Demuestre que existe una resolucion G =
 G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = {e} tal que [Gi;Gi+1] = pi es un numero primo.
 Concluya que si G = G{f(x)/K}, donde K es un cuerpo numerico y
 f(x) ∈ K[x], entonces f(x) = 0 es resoluble por medio de operaciones
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 racionales y extraccion de raıces (Indicacion. Demuestre que si H(Gi)
 es el cuerpo fijo de Gi entonces H(G0) ⊆ H(G1) ⊆ · · · ⊆ H(Gn) es una
 torre radical).
 19.2 Sea L/K de grado finito. Demuestre la existencia de una extension
 M/L tal que
 (1) M es un cuerpo de descomposicion sobre K.
 (2) Si N/L y N es un cuerpo de descomposicion sobre K, N es una
 extension de M .
 (3) Si M ′ es otra extension de L con las mismas dos propiedades
 anteriores de M , existe σ ∈ Hom(M/L,M ′/L), el cual es un iso-
 morfismo.
 (Indicacion. Suponga que L = K[a], a ∈ C, y que p(x) = pK,a(x). Si
 L ⊆ N y N es un cuerpo de descomposicion de K, p(x) se descompone
 en L, ası que L contiene una copia de M). (La extension M/L se
 denomina la clausura de descomposicion de L/K).
 19.3 Si L es una extension radical deK yM es la clausura de descomposicion
 de L sobre K, entonces M es una extension radical de K.
 19.4 Sea K un cuerpo numerico, f(x) ∈ K[x]. Demuestre que si G =
 G{f(x)/K} admite una resolucion G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = {e}tal que [Gi;Gi+1] = 2ni , ni ∈ N, entonces todas las raıces de f(x) sonconstruibles.
 19.5 Sean L/K, f(x) ∈ K[x] un polinomio irreducible. Demuestre que α, β ∈L son ambas raıces de f(x) = 0 si y solo si existe σ ∈ G(L/K) tal que
 σ(α) = β.
 19.6 Demuestre que si α es trascendente sobre K, el cuerpo de cocientes
 K(α) de K[α] esta finitamente generado sobre K pero [K(α);K] = ∞.
 19.7 Si β ∈ C es algebraico sobre K(α) (el cuerpo cociente de K[α]) y β es
 trascendente sobre K, entonces α es algebraico sobre K(β).
 19.8 Si α y β ∈ C son algebraicos sobre K con [K(α);K] = m, [K(β);K] =
 n. Demuestre que [K[α, β];K] ≤ mn y que si mcd(m,n) = 1 entonces
 [K[α, β];K] = mn.
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 19.9 Sea d ≥ 0 un entero que no es un cuadrado perfecto. Describa Q(√d),
 el cuerpo de cocientes de Q[√d].
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CAPITULO 20
 Anillos y Cuerpos
 Estudiaremos en este capıtulo dos de las estructuras abstractas mas corrien-
 tes en matematicas: anillos y cuerpos. Los modulos y espacios vectoriales,
 ıntimamente relacionados con ellos, seran estudiados mas adelante.
 Definicion 20.1. Se denomina anillo a todo sistema (A,+, ·) formado por
 un conjunto A y dos leyes de composicion clausurativas en A, (+) y (·),denominadas respectivamente la adicion y la multiplicacion del anillo, las
 cuales cumplen las siguientes condiciones:
 1. (A,+) es un grupo aditivo conmutativo.
 2. La ley (·) es asociativa.
 3. La ley (·) es distributiva a derecha y a izquierda con respecto a (+).
 Esto es,
 a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a, (20.1)
 cualesquiera que sean a, b, c ∈ A.
 En lugar de a · b escribiremos generalmente ab. En lugar de (+) y (·) se usa
 en algunas ocasiones otras notaciones pero nosotros usaremos exclusivamente
 esta notacion en la teorıa general. En lugar del anillo (A,+, ·) es frecuente
 351
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 decir simplemente el anillo A, si no hay lugar a confusion.
 En un anillo A no se exige que (A, ·) sea un grupo multiplicativo. Como
 veremos, esto nunca es cierto si A tiene dos o mas elementos. Mas aun,
 tampoco se exige la existencia de un elemento e ∈ A tal que
 4. ae = ea = a, (20.2)
 para todo a ∈ A. Si un tal elemento existe, es evidentemente unico. Diremos
 entonces que ese elemento (neutro para la multiplicacion) es el elemento uni-
 dad de A y lo denotaremos con 1 en la teorıa general. Un anillo en el cual
 exista un elemento unidad se denominara un anillo unitario.
 Si en un anillo A dos elementos siempre conmutan para la multiplicacion, es
 decir, si la relacion
 5. ab = ba (20.3)
 es valida para todos a, b ∈ A, se dira que A es un anillo conmutativo.
 Como (A,+) es un grupo abeliano aditivo, denotaremos con 0 a su elemento
 neutro y con (−a) al inverso aditivo de a. En tal caso, es mas frecuente ha-
 blar de opuesto de a al referirse a (−a). Un anillo A nunca es vacıo. Puede,
 sin embargo, reducirse al solo elemento neutro 0. En tal caso como a · 0 = a
 para todo a ∈ A, tal anillo sera unitario. Excluiremos a este anillo de los
 anillos unitarios, conviniendo en que un anillo unitario tendra al menos dos
 elementos distintos 0 y 1.
 Como un anillo es un grupo aditivo, la relacion a + c = b + c implica que
 a = b. En particular la relacion a + b = a implica que b = 0 y la relacion
 a + b = 0 implica que a = −b. Escribiremos a + (−b) = a − b. Se deduce
 facilmente que
 Teorema 20.1. Si a, b, c son elementos arbitrarios de un anillo A, se tiene
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 que:1. a · 0 = 0 · a = 0.
 2. (−a)b = a(−b) = −(ab).
 3. (−a)(−b) = ab.
 4. a(b− c) = ab− ac, (b− c)a = ba− ca.
 (20.4)
 Demostracion
 1. a · 0 = a(0 + 0) = a · 0 + a · 0, luego a · 0 = 0.
 2. (−a)b+ ab = (−a+ a)b = 0 · b = 0 luego (−a)b = −(ab); a(−b) + ab =
 a(−b+ b) = a · 0 = 0 luego a(−b) = −(ab). Entonces (−a)b = a(−b) =−(ab).
 3. (−a)(−b)+ a(−b) = (−a+ a)(−b) = 0 · (−b) = 0, como a(−b) = −(ab)
 entonces (−a)(−b) = ab.
 4. a(b− c) = a(b+ (−c)) = ab+ a(−c) = ab+ (−(ac)) = ab− ac. �
 Corolario 20.1. Si A es unitario, 1 6= 0, y:
 1. (−1)a = a(−1) = −a.2. (−1)(−1) = 1.
 (20.5)
 Nota 20.1. El Teorema 20.1 implica (relacion 1.) que si A tiene mas de un
 elemento, (A, ·) no es un grupo.
 En un anillo arbitrario puede ocurrir que el producto de dos elementos no
 nulos sea nulo. En otras palabras, las relaciones
 a 6= 0, b 6= 0, ab = 0 (20.6)
 no son incompatibles. Si ab = 0 pero a 6= 0, b 6= 0 se dira que a es un divisor
 de cero a izquierda y que b es un divisor de cero a derecha del anillo. Lo ante-
 rior implica que la ley (·) no es necesariamente clausurativa en A∗ = A−{0}y que por lo tanto (A∗, ·) no es, necesariamente, un grupo (aun cuando A sea
 unitario, con lo cual 1 ∈ A∗).
 Definicion 20.2. Un anillo entero es un anillo A en el cual la multiplicacion
 es clausurativa en A∗. Un anillo entero, conmutativo y unitario se denomina
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 un dominio de integridad .
 Un anillo entero y, por lo tanto, un dominio de integridad, no tendra enton-
 ces divisores de cero.
 En un anillo entero unitario puede aun darse que (A∗, ·) no sea un grupo,
 pues dado a ∈ A∗ puede no existir b ∈ A∗ tal que ab = 1. Los anillos unitarios
 enteros en los cuales esto ocurre son de gran importancia:
 Definicion 20.3. Se dice que un anillo K es un cuerpo si (K∗, ·) es un grupo
 multiplicativo.
 Un cuerpo K es un anillo unitario, pues si e es el elemento neutro de (K∗, ·),ae = ea = a para todo a ∈ K∗. Como ademas e · 0 = 0 · e = 0, se deduce que
 e es el elemento unidad de K. Por otra parte, K es un anillo entero, pues si
 ab = 0 y a 6= 0, existe a−1 ∈ K∗ tal que a−1a = e, de lo cual,
 a−1(ab) = (a−1a)b = eb = b = a−10 = 0.
 No puede ser entonces b 6= 0. Un cuerpo K tiene al menos dos elementos, 0
 y 1. Puede, sin embargo, reducirse a estos dos elementos, como veremos en
 los ejemplos.
 Ejemplo 20.1. Si Z es el conjunto de los numeros enteros y (+), (·) son su
 adicion y multiplicacion usuales, (Z,+, ·) es un anillo. El anillo Z es, como
 era de esperarse, un dominio de integridad.
 Ejemplo 20.2. Si n ∈ Z, el conjunto nZ de los multiplos enteros de n es,
 con la suma y adicion de enteros actuando unicamente en nZ, un anillo. Si
 |n| 6= 1, nZ no es unitario, pero es un anillo entero conmutativo.
 Ejemplo 20.3. SiMn(K) es el conjunto de las matrices de orden n sobre un
 dominio o un cuerpo numerico K (Capıtulo 1, Seccion 9),Mn(K) es un anillo
 unitario con la suma y multiplicacion usuales de matrices. Este anillo no es
 conmutativo si n ≥ 2, y en este caso tampoco es entero, pues el producto de
 dos matrices diferentes de cero puede ser la matriz 0.
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 Ejemplo 20.4. Como ya lo hemos mencionado, el sistema (Zn,+, ·) de las
 clases residuales modulo n (n ∈ Z, n 6= 0) con las leyes de composicion
 a+ b = a+ b = r(a+ b, n), ab = ab = r(ab, n) (20.7)
 donde r(a+ b, n) y r(ab, n) son respectivamente los restos que se obtienen al
 dividir a + b y ab (la suma y el producto usuales de numeros enteros) por
 n, (Zn,+, ·) es un anillo unitario. Si n no es un numero primo, Zn no es un
 anillo entero, pues si r y s son dos divisores (diferentes de 1) de n tales que
 rs = n, se tiene evidentemente que r, s ∈ Zn, y
 rs = 0. (20.8)
 Si n es primo y r(rs, n) = 0, n divide a rs, de lo cual n divide a r o divide a s.
 Se concluye entonces que Zn es un dominio de integridad, si n es un primo.
 Evidentemente (Z2,+, ·), es un cuerpo reducido a los unicos elementos {0,1}.
 Ejemplo 20.5. (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·), los sistemas de numeros raciona-
 les, reales y complejos, son evidentemente cuerpos conmutativos. De hecho,
 todo cuerpo numerico (Capıtulo 13) es un cuerpo conmutativo.
 Ejemplo 20.6. Sean X un conjunto arbitrario y A un anillo. Sea F(X,A)
 el conjunto de las aplicaciones de X en A. Si consideramos como leyes de
 composicion las leyes f + g y f · g definidas por
 f + g(x) = f(x) + g(x) (20.9)
 f · g(x) = f(x)g(x) (20.10)
 (F(X,A),+, ·) es un anillo. El elemento neutro aditivo de este anillo es la
 aplicacion 0 : X −→ A definida por
 0(x) = 0, (20.11)
 para todo x ∈ X. Si A es unitario, F(X,A) tambien es unitario, con elemento
 unidad la aplicacion 1 : X −→ A definida por
 1(x) = 1 (20.12)
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 para todo x ∈ A.
 Ejemplo 20.7. Sobre el conjunto F(A,A), de las aplicaciones de un anillo A
 en si mismo, considerese como ley de composicion (+) a la definida en (20.9)
 y como multiplicacion la definida por
 (f ◦ g)(x) = f(g(x)). (20.13)
 El sistema (F(A,A),+, ◦) es un anillo unitario (independientemente de si A
 es unitario), con elemento unidad la aplicacion identica I de A en A.
 Si M y N son partes de un anillo A, denotaremos con MN el conjunto de
 los productos xy, x ∈M , y ∈ N .
 MN = {mn : m ∈M, n ∈ N}. (20.14)
 Definicion 20.4. Se dice que una parte S de un anillo A es un subanillo de
 A si
 1. S es un subgrupo del grupo aditivo (A,+).
 2. SS ⊆ S.
 Decir entonces que una parte no vacıa S de un anillo A es un subanillo de
 A es equivalente a afirmar que x − y y xy estan en S toda vez que x y y lo
 esten. Una parte S de un anillo A sera un subanillo de A, si y solo si, con
 las leyes inducidas sobre S por las leyes de A, S es, a su vez, un anillo.
 Ejemplo 20.8. El conjunto nZ es un subanillo de Z para todo n ∈ N. Esteejemplo muestra que un subanillo de un anillo unitario puede no ser unitario
 ni, mucho menos, contener al elemento unidad del anillo.
 Ejemplo 20.9. Las inclusiones Z ⊇ Q ⊇ R ⊇ C valen en el sentido de los
 subanillos.
 Ejemplo 20.10. Las inclusiones Mn(Z) ⊆ Mn(Q) ⊆ Mn(R) ⊆ Mn(C) valeen el sentido de los subanillos.
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 Ejemplo 20.11. Si S es el subconjunto de M2(Z) formado por las matrices
 (a 0
 0 0
 ),
 S es un subanillo de M2(Z), el cual es, en sı mismo, un anillo unitario, con
 elemento unidad (1 0
 0 0
 ),
 diferente del elemento unidad(
 1 0
 0 1
 )
 de M2(Z).
 Ejemplo 20.12. Si X es un espacio topologico C(X,R), el conjunto de las
 funciones continuas de X en R es un subanillo del anillo F(X,R) de todas
 las funciones de X en R.
 Ejemplo 20.13. Si Dn(R,R) es el conjunto de las funciones de R en R con-
 tinuamente derivables hasta el orden n, las inclusiones · · · ⊆ Dn(R,R) ⊆Dn−1(R,R) ⊆ · · · ⊆ D(R,R) ⊆ C(R,R) ⊆ F(R,R), valen en el sentido de
 subanillos.
 Definicion 20.5. Se dice que un subanillo S de un anillo A es un subcuerpo
 de A si S es en sı mismo un cuerpo.
 Supongamos que A es un cuerpo. Es evidente que para que una parte S de
 A sea un subcuerpo de A es necesario y suficiente que S sea un subgrupo del
 grupo aditivo de A y que S∗ sea un subgrupo del grupo multiplicativo A∗ de
 A. En tal caso el elemento unidad de S es el mismo de A.
 Definicion 20.6. Se dice que una aplicacion f de un anillo A en un anillo A′
 es un homomorfismo de anillos si f(x+y) = f(x)+f(y) y f(xy) = f(x)f(y),
 cualesquiera que sean x, y ∈ A.
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 Todo homomorfismo de anillos de un anillo A en un anillo A′ es a su vez un
 homomorfismo del grupo aditivo (A,+) en el grupo (A′,+); y si A y A′ son
 cuerpos y f(1) 6= 0, f es tambien un homomorfismo del grupo multiplicati-
 vo (A∗, ·) en el grupo multiplicativo (A′∗, ·). Un homomorfismo sobreyectivo
 de anillos se denomina un epimorfismpo de anillos ; uno inyectivo un mo-
 nomorfismo de anillos ; y uno biyectivo, un isomorfismo de anillos . En este
 ultimo caso, su aplicacion inversa es tambien un isomorfismo de anillos. Si
 f : A −→ A′ es un homomorfismo de anillos, f−1(0) y f(A) son subanillos de
 A y se denominan, respectivamente, el nucleo y la imagen de f , denotandose
 con ker(f) e Im(f). Si A y A′ son anillos y existe un isomorfismo de anillos
 f de A sobre A′, diremos que A es isomorfo a A′, y lo escribiremos A ≈ A′.
 Teorema 20.2. Todo anillo entero finito (no reducido a {0}) es un cuerpo.
 Demostracion. Sea a ∈ A∗. Como ax 6= 0 para todo x ∈ A∗, las aplicaciones
 fa, ga : A∗ −→ A∗ dadas respectivamente por
 fa(x) = ax, ga(x) = xa, (20.15)
 estan bien definidas. Ahora, fa y ga son inyectivas, pues las relaciones (x −y)a = a(x − y) = 0 implican x = y. De esto, son tambien biyectivas, y las
 ecuaciones ax = b y xa = b tienen una unica solucion en A∗, cualesquiera
 que sean a, b ∈ A∗. (A∗, ·) es entonces un grupo (Capıtulo 2) y, por lo tanto,
 (A,+, ·) es un cuerpo. �
 Nota 20.2. Es posible demostrar (Wederburn) que todo anillo entero finito
 es un cuerpo conmutativo. Esta afirmacion, aparentemente inocente (trate
 el lector de demostrarla), es, en realidad, uno de los teoremas profundos del
 Algebra. Como existen grupos finitos no conmutativos, el Teorema de We-
 derburn hace ver que las leyes de distributividad imponen condiciones muy
 fuertes sobre las estructuras multiplicativa y aditiva de un cuerpo, para po-
 der sobrevivir juntas.
 Teorema 20.3. Todo anillo entero conmutativo puede sumergirse en un cuer-
 po. Mas precisamente: Dado un anillo entero conmutativo A, existe un cuerpo
 K tal que:
 1. K contiene un subanillo A′ isomorfo a A.
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 2. Si K ′ es un cuerpo y A es un subanillo de K ′, existe un subcuerpo K ′′
 de K ′ isomorfo a K (como cuerpos).
 Demostracion. Sea D el conjunto A× A∗ y considerese en D la relacion
 (a, b) ∼ (c, d) (20.16)
 que quiere decir ad = bc. La relacion es evidentemente reflexiva y simetrica.
 Es transitiva, pues si (a, b) ∼ (c, d) y (c, d) ∼ (h, k) entonces adck = bcdh,
 de lo cual,
 dc(ak − bh) = 0. (20.17)
 Ahora, si c 6= 0, dado que d 6= 0, entonces ak − bh = 0, y por lo tanto
 ak = bh. (20.18)
 Y si c = 0 entonces a = 0 y h = 0, de lo cual tambien
 ak = bh. (20.19)
 Se deduce entonces que las relaciones (a, b) ∼ (c, d) y (c, d) ∼ (h, k) implican
 (a, b) ∼ (h, k), y la relacion ∼ es entonces una relacion de equivalencia. Sea
 K el conjunto cociente:
 K = A× A∗/ ∼= D/ ∼ . (20.20)
 Sea abla clase de equivalencia de (a, b). Se tiene:
 a
 b=c
 d, si y solo si, ad = bc. (20.21)
 Por otra parte, las relaciones
 a
 b+c
 d=ad+ bc
 bd(20.22)
 ya
 b
 c
 d=ac
 bd(20.23)
 definen leyes de composicion interna en K, pues, por ejemplo, si
 a
 b=a′
 b′,
 c
 d=c′
 d′(20.24)
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 entonces ab′ = ba′ y cd′ = dc′, de lo cual
 ac(b′d′) = (a′b′)cd (20.25)
 y
 (ad+ bc)(b′d′) = (a′d′ + b′c′)bd, (20.26)
 o sea,a
 b+c
 d=a′
 b′+c′
 d′,
 a
 b
 c
 d=a′
 b′c′
 d′. (20.27)
 Por otra parte, si notamos como 0 la clase
 0 =0
 c, c ∈ A∗, (20.28)
 y 1 la clase
 1 =c
 c, c ∈ A∗, (20.29)
 se tiene que
 0 +a
 b=a
 b,
 a
 b· 1 =
 ac
 bc=a
 b= 1 · a
 b. (20.30)
 Ademas, si ab6= 0, con lo cual, a 6= 0, entonces
 b
 a· ab=a
 b
 b
 a=ab
 ba= 1. (20.31)
 Como las leyes anteriormente establecidas implican evidentemente las condi-
 ciones requeridas, (K,+, ·) es un cuerpo, con elemento unidad 1. Como las
 relacionesac
 c=bc
 c, a = b (20.32)
 son evidentemente equivalentes cualquiera que sea c ∈ A∗. Dado c ∈ A∗, la
 relacion
 φ(a) =ac
 c(20.33)
 define bien una aplicacion inyectiva de A en K, la cual es, evidentemente,
 un isomorfismo de anillos. Finalmente si K ′ es un cuerpo que contiene a A,
 K ′ contiene tambien al conjunto K ′′ formado por los elementos ab−1, a ∈ A,
 b ∈ A∗. AsıK ′′ es, evidentemente, un subcuerpo deK ′ isomorfo aK mediante
 la aplicacion
 ab−1 7−→ a
 b. (20.36)
 El teorema esta demostrado. �
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 Nota 20.3. En la practica se identifican a y acc, 0 y 0, y, 1 y 1. Tambien ab−1
 se identificara con ab. El Teorema 20.3 toma entonces la forma mas simple
 siguiente:
 Teorema 20.4. Dado un anillo entero conmutativo A, existe un cuerpo K
 tal que
 1. K ⊇ A.
 2. Si K ′ es un cuerpo y A es un subanillo de K ′, tambien K es un sub-
 cuerpo de K ′.
 El cuerpo K esta determinado de manera unica salvo isomorfismos, como es
 evidente de la condicion 2. del Teorema 20.3 (o del 20.4). Definimos entonces:
 Definicion 20.7. Dado un anillo entero conmutativo A, se denomina cuerpo
 de cocientes de A a cualquier cuerpo K que satisfaga las condiciones 1. y 2.
 del anterior teorema.
 Nota 20.4. La existencia de K queda garantizada por la de D/ ∼. El cuerpo
 K es evidentemente conmutativo. No todo cuerpo K es entonces el cuerpo
 de cocientes de un anillo entero A.
 Es claro que en un anillo A es posible extender las nociones de potenciacion
 dadas para los grupos (Capıtulo 2) a la multiplicacion del anillo. Sin embargo
 no es posible, en general, dar sentido a la relacion
 a0 = 1. (20.37)
 Salvo en el caso unitario. Las relaciones am · an = am+n y (am)n = amn
 valen para m,n > 0 en cualquier anillo, y sin reservas en el caso unitario. La
 relacion (ab)m = ambm vale para m > 0 si a y b conmutan, y para n = 0 en el
 caso unitario. Finalmente, en un cuerpo K todas esas relaciones se extienden
 al caso m,n < 0, con las restricciones obvias de conmutatividad, y de excluir
 el definir an si n < 0 y a = 0. Por otra parte, en un anillo cualquiera, las
 relaciones 0 · a = 0, 1 · a = a, (m + n)a = ma + na, (mn)a = m(na),
 m(a+ b) = ma+mb y m(−a) = (−m)a = −ma para la adicion son siempre
 validas. Se tiene ademas
 (ma)(nb) = (mn)(ab), m, n ∈ Z, a, b ∈ A, (20.38)
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 y en el caso unitario
 (n · 1)a = na = a(n · 1), n ∈ Z, a ∈ A, (20.39)
 1 el elemento unidad de A (notese que el elemento n · 1 pertenece a A y no
 a Z). Por ultimo, en un anillo A se tiene la relacion
 (n∑
 i=1
 ai
 )(m∑
 k=1
 bk
 )=∑
 1≤i≤n1≤k≤m
 aibk, (20.40)
 ai, bk ∈ A; y en un anillo conmutativo, la relacion
 (a+ b)n = an + bn +n−1∑
 k=1
 (n
 k
 )an−kbk, (20.41)
 donde a, b ∈ A, n ∈ Z, n ≥ 0, y donde
 (n
 k
 )=
 n!
 k!(n− k)!, k ≤ n, (20.42)
 siendo
 n! =
 1, si n = 0
 (n− 1)!n, si n ≥ 1.(20.43)
 Relaciones todas faciles de demostrar por induccion sobre n en el caso n ≥ 0
 y de allı extendibles al caso n < 0, cuando esto se requiera y sea posible,
 teniendo en cuenta para la ultima que
 (n
 k
 )+
 (n
 k − 1
 )=
 (n+ 1
 k + 1
 ), 1 ≤ k ≤ n. (20.46)
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 EJERCICIOS
 20.1 Sea A un anillo. Suponga que existen a, e ∈ A tales que a es cancelable
 a izquierda y a derecha y ae = ea = a. Demuestre que e es el elemento
 unidad de A.
 20.2 Suponga que en un anillo A, a2 = a para todo a ∈ A. Demuestre que
 A es conmutativo (un anillo en el cual a2 = a para todo a se denomina
 anillo Booleano).
 20.3 Sobre el conjunto P(X) de las partes de un conjunto X considere las
 operaciones
 A+ B = (A−B) ∪ (B − A)
 y
 A · B = A ∩B.
 Demuestre que (P(X),+, ·) es un anillo unitario conmutativo en el cual
 A2 = A para todo A.
 20.4 Sea (A, τ, ·) un sistema que tiene todas las propiedades de un anillo
 con adicion (τ) y multiplicacion (·), excepto talves la conmutatividad
 de (τ). Demuestre que si la multiplicacion tiene un elemento unidad,
 entonces (A, τ, ·) es de hecho un anillo.
 20.5 Compruebe que todas las afirmaciones de los Ejemplos 20.1 a 20.10
 acerca de sus caracteres y propiedades de anillos son validas.
 20.6 Compruebe que el Ejemplo 20.11 suministra en efecto un subanillo del
 anillo allı mencionado. (Si el lector no esta familiarizado con el concepto
 de espacio topologico, tome X = R o X = [0, 1], por ejemplo).
 20.7 Sea K un cuerpo, A ⊆ K. Demuestre que existe un subcuerpo [A]K de
 K tal que:
 a) A ⊆ [A]K .
 b) Si K ′ es un subcuerpo de K y A ⊆ K ′, entonces [A]K ⊆ K ′.
 20.8 Demuestre que todo subanillo de un cuerpo K es un anillo entero.
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 20.9 Sea K un cuerpo y A un subanillo conmutativo de K. Demuestre que
 el subcuerpo K(A) generado por A es el cuerpo cociente de A.
 20.10 Se dice que un cuerpo K es primo si no tiene ningun subcuerpo propio.
 Demuestre que todo cuerpo primo es conmutativo y generado por su
 elemento unidad. Es decir, que es el menor subcuerpo deK que contiene
 a 1. Demuestre que el cuerpo Q de los numeros racionales es primo.
 20.11 Demuestre que el subcuerpo [1]K de cualquier cuerpo K es un subcuer-
 po primo de K.
 20.12 Se dice que un anillo A tiene caracterıstica finita si existe un entero
 m ≥ 1 tal que ma = 0 para todo a ∈ A. Si no existe ningun entero
 m ≥ 1 que cumpla la condicion o si A = {0}, se dice que A es de carac-
 terıstica infinita. Si A es de caracterıstica finita no nula, se denomina
 caracterıstica de A al mas pequeno entero n ≥ 1 tal que na = 0 para
 todo a ∈ A. Demuestre que:
 a) Si A es de caracterıstica n ≥ 1, n es divisible por el orden del
 grupo aditivo [b] generado por cualquier elemento b 6= 0 de A.
 b) Si a ∈ A, a 6= 0, no es un divisor de cero a derecha o a izquierda, y
 ma = 0 para algun m ∈ Z∗, entonces A es de caracterıstica finita
 n ≥ 1 y n es el orden del subgrupo aditivo [a] generado por a.
 c) Si a ∈ A, no es un divisor de cero a derecha o a izquierda, la
 condicion ma = 0 implica m = 0 para todo m ∈ Z si A es de
 caracterıstica nula; y si A es de caracterıstica n ≥ 1, entonces n
 divide a m.
 20.13 Si A es un anillo con elemento unidad 1, entonces la caracterıstica de
 A es el orden del subgrupo aditivo [1] generado por 1.
 20.14 Si A es un anillo entero, A es de caracterıstica infinita o A es de carac-
 terıstica un numero primo p.
 20.15 Sea p un numero primo. Demuestre que Zp es un cuerpo primo de
 caracterıstica p (Ejemplo 20.4).
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 20.16 Sea A un anillo unitario de caracterıstica p, p un primo. Demuestre que
 el subgrupo aditivo [1] generado por 1 es un subcuerpo de A isomorfo
 a Zp.
 20.17 Sea K un cuerpo de caracterıstica infinita. Demuestre que el subgru-
 po aditivo [1] es un subanillo de K isomorfo a Z y que K(1) es un
 subcuerpo de K isomorfo a Q.
 20.18 Sea p ≥ 2 un numero primo. Demuestre que(pk
 )es para 1 ≤ k < p
 un multiplo de p; y concluya que si A es un anillo conmutativo de
 caracterıstica p, entonces
 (a+ b)p = ap + bp.
 (a− b)p = ap − bp.
 cualesquiera que sean a, b ∈ A.
 20.19 Sean A un anillo yG = {a1, ..., an}, an = e, un grupo finito. Sea G(G,A)el conjunto de todas las aplicaciones de G en A. Considere en G(G,A)las siguientes operaciones:
 (f + g)(ak) = f(ak) + g(ak)
 (f ∗ g)(ak) =n∑
 i=1
 f(ai)g(aka−1i ),
 k = 1, 2, ..., n. Demuestre que con estas operaciones G(G,A) es un
 anillo (denominado el A-Algebra del grupo G el cual es denotado con
 L(G,A)).
 20.20 Demuestre que si A es unitario, el anillo L(G,A) es un anillo unitario,
 con elemento unidad la aplicacion δ definida por
 δ(ak) = 0, si k 6= n,
 δ(an) = δ(e) = 1,
 donde 1 es el elemento unidad de A.
 20.21 Demuestre que si el grupo G tiene mas de dos elementos, L(G,A) no
 es un cuerpo.
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 20.22 Sea G un grupo cualquiera y A un anillo. Sea LF (G,A) el conjunto de
 las aplicaciones f de G en A tales que f(x) = 0 salvo para un numero
 finito de puntos de G. Sean f + g y f ∗ g definidas por:
 (f + g)(a) = f(a) + g(a)
 (f ∗ g)(c) =∑
 ab=c
 f(a)g(b).
 La suma del segundo termino de la segunda relacion contiene solamente
 un numero finito de terminos no nulos. Por lo tanto (f ∗ g)(c) ∈ A.
 Demuestre que
 a) LF (G,A) es un anillo con las anteriores operaciones.
 b) Si G es abeliano, LF (G,A) es conmutativo.
 c) Si G es finito, los anillos LF (G,A) y L(G,A) (Ejercicio 20.19)
 coinciden.
 20.23 Sean G = [x] un grupo cıclico infinito, A un anillo entero y L(G,A) el
 anillo definido en el Ejercicio 20.19. Demuestre que:
 a) (f ∗ g)(xn) =∑k+j=n f(xk)g(xj).
 b) L(G,A) es un anillo entero.
 c) Si L′(G,A) es el subconjunto de las aplicaciones f : G −→ A tales
 que f(xk) = 0 para k < 0, entonces L′(G,A) es un subanillo de
 L(G,A).
 20.24 Sean Aun anillo con elemento unidad 1 y f : A −→ A′ un homomor-
 fismo de anillos. Demuestre que si f(1) 6= 0, f(A) es un anillo unitario
 con elemento unidad f(1).
 20.25 Demuestre que un homomorfismo de anillos f : A −→ A′ es un mono-
 morfismo si y solo si ker(f) = {0}.
 20.26 Sean K un cuerpo y A un anillo. Sea f : K −→ A un homomorfismo de
 anillos. Demuestre que si f(1) 6= 0 entonces f(k) 6= 0 para todo k ∈ K
 y f(K) es un subcuerpo de A isomorfo a K.
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 20.27 Sea p un numero primo y Qp el conjunto de los x ∈ Q que se pue-
 den escribir de la forma a/b, a, b ∈ Z, donde b no es divisible por p.
 Demuestre que:
 a) Qp es un subanillo de Q.
 b) Si x ∈ Q entonces x ∈ Qp o x−1 ∈ Qp.
 c) Los unicos subanillos de Q que contienen a Qp son Q y Qp.
 d) Si x ∈ Q, x 6= 0, existe n ∈ Z, unico, tal que x = pnu, donde u es
 un elemento invertible de Qp.
 20.28 Sea A un grupo abeliano aditivo y considere la siguiente ley de compo-
 sicion de A:
 a · b = a,
 para todos a, b ∈ A. Demuestre que tal ley es asociativa y que
 (a+ b) · c = a · c+ b · c,
 pero que (A,+, ·) no es un anillo si A tiene dos o mas elementos. Este
 ejercicio muestra que en un anillo conmutativo, las dos leyes de distri-
 butividad son, en general, independientes.
 20.29 Sea (A,+, ·) un anillo unitario y defina sobre A las dos operaciones
 siguientes:
 aτb = (a+ b) + 1.
 a ◦ b = (a+ b) + ab.
 Demuestre que (A, τ, ◦) es un anillo isomorfo a (A,+, ·).
 20.30 Demuestre por induccion la Relacion (20.38) en el caso n ≥ 0 y extienda
 al caso n < 0.
 20.31 Demuestre la Relacion (20.42) y concluya que(nk
 ), 1 ≤ k ≤ n es siempre
 un entero.
 20.32 Demuestre por induccion sobre n la relacion (20.39).
 20.33 Demuestre la Relacion (20.41) usando induccion sobre n.
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 20.34 Sea A un anillo entero y sea e ∈ A, e 6= 0, tal que e2 = e. Demuestre
 que e es el elemento unidad de A.
 20.35 Sea A un anillo. Suponga que existe en A un unico elemento e tal que
 ae = a para todo a ∈ A. Demuestre que e es el elemento unidad de A
 (Indicacion. Suponga que ae 6= a para algun a y sea e′ = e+ ae− a).
 20.36 Sean K un cuerpo y m,n ∈ N tales que mcd(m,n) = 1. Sean a, b ∈ K
 tales que am = bm, an = bn. Demuestre que a = b.
 20.37 Resuelva el problema anterior suponiendo solo que K es un dominio de
 integridad.
 20.38 Sea A un anillo conmutativo tal que a2 = 0 para todo a ∈ A. Demuestre
 que si A es de caracterıstica diferente de 2, ab = 0 cualesquiera que sean
 a, b ∈ A.
 20.39 Sean A un anillo entero conmutativo y K su cuerpo de cocientes. Sea
 K ′ un cuerpo conmutativo y f : A −→ K ′ un homomorfismo de anillos.
 Demuestre que para que exista un homomorfismo de anillos f : K −→K ′ tal que el diagrama
 K
 A K ′
 @@R
 f
 ����i
 -f
 ,
 en el cual i es la inyeccion canonica, sea conmutativo, es necesario y
 suficiente que f(a) = 0 para todo a ∈ A o que f(a) 6= 0 para todo
 a 6= 0. Demuestre entonces que f esta determinado de manera unica.
 20.40 Sean A y A′ anillos enteros, conmutativos y sean K y K ′ sus cuerpos
 cocientes. Sea f : A −→ A′ un homomorfismo de anillos tal que f(a) 6=0 para todo a ∈ A, a 6= 0. Demuestre que existe un homomorfismo de
 anillos f : K −→ K ′ si y solo si el diagrama
 A A′
 K K ′
 -f
 ?
 i
 ?i′
 -f
 ,
 en el cual i e i′ son las inyecciones canonicas, es conmutativo.
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CAPITULO 21
 Ideales
 Consideraremos en este capıtulo la nocion de ideal. Estos son subestructu-
 ras de los anillos que juegan con respecto a ellos un papel semejante al que
 los subgrupos normales juegan con respecto a los grupos. Son sin embargo
 estructuras mucho mas ricas, a las cuales solo podremos tratar muy superfi-
 cialmente.
 Definicion 21.1. Se dice que una parte M de un anillo A es un ideal iz-
 quierdo, o un ideal a izquierda de A, si
 1. M es un subgrupo del grupo aditivo de A.
 2. aM ⊆M , cualquiera que sea a ∈ A.
 Decir que una parte M de un anillo A es un ideal izquierdo de A es entonces
 equivalente a decir que:
 a) Si x, y ∈M , entonces x− y ∈M .
 b) Si a ∈ A y x ∈M , entonces ax ∈M .
 si la condicion 2. se sustituye por
 2’. Ma ⊆M para todo a ∈ A,
 369
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 se dice que M es un ideal derecho o un ideal a derecha de A. un ideal M de
 A que es simultaneamente derecho e izquierdo se denomina un ideal bilatero
 de A.
 Nota 21.1. En lo que sigue, cuando nos refiramos a M simplemente como
 un ideal de A, estaremos significando que lo afirmado es igualmente valido
 para ideales izquierdos, derechos o bilateros.
 Un ideal de un anillo A nunca es vacıo, pues es un subgrupo de A. Puede,
 sin embargo, reducirse a {0}, como es evidente. Al ideal {0} lo denotaremos
 frecuentemente con (0). El anillo A es claramente un ideal de A. Un ideal M
 de A diferente de (0) y de A se conoce como un ideal propio. En un anillo
 conmutativo, los ideales derechos, izquierdos y bilateros coinciden.
 Ejemplo 21.1. El conjunto nZ es un ideal bilatero de Z. Estos son los unicos
 ideales de Z, pues son sus unicos subgrupos.
 Ejemplo 21.2. Si A es un cuerpo, los unicos ideales a izquierda de A son (0)
 y A. Para demostrar esto, observese que si A es un anillo unitario, M es un
 ideal a izquierda de A y 1 ∈M , entoncesM = A. En efecto, si a ∈ A, a = a·1pertenece a M . Supongamos ahora que A es un cuerpo y M es un ideal iz-
 quierdo de A. Si M 6= (0), existe a ∈ M , a 6= 0. De esto 1 = a−1 · a ∈ M , y
 por lo tanto M = A.
 Ejemplo 21.3. Sea C([a, b],R) el anillo de las funciones continuas de [a, b]
 en R (Ejemplo 20.12). Si A es una parte de [a, b], el conjunto CA([a, b],R)de las funciones continuas que se anulan en todo punto de A es un ideal de
 C([a, b],R). Es posible demostrar que estos son los unicos ideales de tal anillo.
 Ejemplo 21.4. Sea M2(R) el anillo de las matrices de orden 2 sobre R. SiM es el conjunto de las matrices de la forma
 (a 0
 0 0
 ),
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 y N el de las matrices de la forma(
 0 b
 0 0
 ),
 M es un ideal a izquierda y N un ideal a derecha de M2(R). Ninguno de los
 dos es un ideal bilatero.
 Ejemplo 21.5. Un ideal de un anillo A es un subanillo de A. En efecto, si
 M es un ideal, es claro, por ejemplo, que M −M ⊆ M y MM ⊆ M . Un
 subanillo de un anillo puede no ser, sin embargo, un ideal de A. Este es el
 caso del subanillo Q de R, el cual no es un ideal, pues R no admite ideales
 distintos de (0) y R.
 Ejemplo 21.6. Si A es un anillo y a es un elemento de A, el conjunto Aa
 es un ideal a izquierda de A. En efecto, es un subgrupo, pues Aa + Aa ⊆(A+ A)a ⊆ Aa, (−Aa) = (−A)a = Aa y es un ideal, pues
 A(Aa) = (AA)a ⊆ Aa.
 De la misma manera se verifica que aA es un ideal a derecha de A. Si A es
 conmutativo aA = Aa y es un ideal bilatero. Si el anillo no es conmutativo,
 la afirmacion anterior puede ser falsa.
 Hemos visto que un cuerpo no admite ideales propios. Recıprocamente:
 Teorema 21.1. Si un anillo unitario A no admite ideales propios a derecha
 o a izquierda, A es un cuerpo.
 Demostracion. Supongamos que A no admite ideales propios a izquierda. Sea
 a ∈ A, a 6= 0, y sea M el ideal Aa de A. Como a = 1 · a ∈ M , M 6= (0).
 Por lo tanto M = A. Pero esto implica que debe existir b ∈ A, b 6= 0 tal que
 ba = 1. A es entonces un grupo a izquierda, de lo cual, un grupo (Capıtulo
 2, Teorema 2.10); A es, por lo tanto, un cuerpo. �
 Pueden existir, sin embargo, anillos no unitarios sin ideales propios, los cua-
 les no seran, obviamente, cuerpos (Ejercicio 21.19).
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 Sean A un anillo yM un ideal bilatero de A. Consideremos el grupo cociente
 A/M , y denotemos con a al cogrupo a+M de M con respecto a a. Asocia-
 remos a cada pareja (a, b) de A/M ×A/M el cogrupo ab = ab+M . Veamos
 que esto define una ley de composicion interna en A/M . Si (a, b) = (c, d),
 entonces a = c y b = d, o sea a− c ∈ M , b− d ∈ M . De esto (a− c)b ∈ M ,
 c(b− d) ∈M y por lo tanto
 ab− cd = (a− c)b+ c(b− d)
 tambien pertenece aM . Se deduce entonces que ab = cd, y la correspondencia
 (a, b) −→ ab
 define correctamente una ley de composicion interna en A/M :
 a · b = ab,
 o
 (a+M) · (b+M) = ab+M,
 a la cual nos referiremos como la ley “ · ”. Ahora bien, tal ley es asociativa,
 pues
 (ab)c = (ab)c = (ab)c = a(bc) = a(bc) = a(bc).
 Por otra parte,
 a(b+ c) = a(b+ c) = a(b+ c) = ab+ ac = ab+ ac = ab+ a c,
 y lo mismo,
 (b+ c)a = ba+ c a.
 Se deduce entonces:
 Teorema 21.2. Sean A un anillo y M un ideal bilatero de A. Si sobre el
 conjunto cociente (A/M) consideramos las leyes de composicion “+” y “ ·”:
 A/M × A/M −→ A/M
 (a, b) −→ a+ b = a+ b
 (a, b) −→ a · b = a · b,
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 el sistema (A/M,+, ·) es un anillo, denominado el anillo cociente de A por
 M . Si A es unitario, A/M es unitario. Si A es conmutativo, A/M es con-
 mutativo.
 Demostracion. En virtud de la discusion anterior al teorema, todo se reduce
 a demostrar las ultimas dos afirmaciones. Ahora, estas son evidentes, pues si
 1 es el elemento unidad de A
 a · 1 = a · 1 = a = 1 · a = 1 · a
 cualquiera que sea a ∈ A; y si A es conmutativo y a, b ∈ A, entonces
 ab = ab = ba = ba.
 �
 Ejemplo 21.7. si A = Z y M = nZ, las leyes de composicion de A/M estan
 dadas, siendo r(a, n) el resto de dividir a por n, por
 a+ b = r(a+ b, n)
 y
 ab = r(ab, n),
 ya que, para esta ultima, ab− r(ab, n) = nk ∈ nZ, de lo cual
 ab = r(ab, n).
 El anillo (A/M,+, ·) es entonces, simplemente, el anillo (Zn,+, ·) ya consi-
 derado en el Capıtulo 20.
 El Ejemplo 21.7 muestras de paso que las propiedades de integridad de un
 anillo pueden no ser heredadas por el anillo cociente. Tal es el caso, por
 ejemplo, de (Z4,+, ·), pues
 2 · 2 = 2 · 2 = 4 = 0.
 mientras que 2 6= 0 en Z/4Z = Z4.
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 Teorema 21.3. Sean A y A′ anillos, M un ideal de A, N un ideal de A′.
 Sea f : A −→ A′ un homomorfismo de anillos. Entonces f(M) es un ideal
 del subanillo f(A) de A′ y f−1(N) es un ideal de A.
 Demostracion. Sean M un ideal a izquierda de A, b ∈ f(M), a ∈ f(A).
 Si x ∈ M y y ∈ A son tales que f(x) = a y f(y) = b, se tiene que
 ab = f(x)f(y) = f(xy), y como xy ∈ M , entonces ab ∈ f(M). Esto im-
 plica que f(M) es un ideal a derecha de f(A). Si b ∈ f−1(N) y a ∈ A
 entonces f(a) ∈ A′, f(b) ∈ N . De esto, f(ab) = f(a)f(b) ∈ N si N es un
 ideal a izquierda de A′, y de ello, ab ∈ f−1(N). Esto implica que f−1(N) es
 un ideal izquierdo de A. �
 Nota 21.2. En particular, el nucleo de f , ker(f), es un ideal bilatero de A.
 Sea ahora φ : A −→ A/M la aplicacion canonica de A en el conjunto cociente
 A/M , φ(a) = a. Sabemos que φ es un homomorfısmo de grupos. Por otra
 parte,
 φ(a, b) = ab = ab = φ(a)φ(b).
 Por lo tanto, φ es tambien un homomorfismo de anillos. Tenemos ahora:
 Lema 21.1. Sean A y A′ anillos y f : A −→ A′ un homomorfismo de
 anillos. Sea M un ideal de A. Para que exista un homomorfismo de anillos
 f : A/M −→ A′ tal que el diagrama
 A/M
 A A′
 @@@R
 f
 ����
 φ
 -f
 ,
 en el cual φ es el homomorfismo canonico, sea conmutativo (es decir f ◦φ =
 f), es necesario y suficiente que M ⊆kerf . En tal caso f esta unıvocamente
 determinado y dado por
 f(a) = f(a),
 donde a = a+M .
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 Demostracion. En virtud del Teorema 6.1., todo se reduce a demostrar que
 f es un homomorfismo de anillos. Pero f lo es, pues
 f(ab) = f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a)f(b),
 lo cual demuestra el lema. �
 Corolario 21.1. Sean A y A′ anillos y f : A −→ A′ un homomorfismo de
 anillos. Sean M y N ideales izquierdos, derechos o bilateros respectivos de A
 y A′. Para que exista un homomorfismo de anillos f tal que el diagrama
 A A′
 A/M A′/N
 -f
 ?
 φ
 ?
 φ′
 -f
 ,
 en el cual φ y φ′ son homomorfismos canonicos, sea conmutativo (es decir
 φ′ ◦ f = f ◦ φ), es necesario y suficiente que f(M) ⊆ N (o sea, que M
 este contenido en f−1(N)). En ese caso f esta unıvocamente determinado y
 dado por
 f(a) = f(a), a = a+M, f(a) = f(a) +N.
 Demostracion. El corolario es consecuencia del Teorema 6.1 y del lema ante-
 rior. �
 Definicion 21.2. Se dice que el homomorfismo f , definido en el corolario
 anterior, se obtiene de f por paso a los cocientes.
 Teorema 21.4. (Primer Teorema de Isomorfıa para los Anillos). Sean A y
 A′ anillos y f : A −→ A′ un epimorfismo de anillos. Si K =kerf , existe
 entonces un isomorfismo de anillos f y uno solo tal que el diagrama
 A/K
 A A′
 @@@R
 f
 ����
 φ
 -f
 es conmutativo (es decir f ◦ φ = f).
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 Demostracion. En virtud del primer teorema de isomorfıa para los grupos
 (Capıtulo 6, Teorema 6.2), f es un isomorfismo de grupos. Como el Lema
 21.1 implica que f es un homomorfismo de anillos, f es un isomorfısmo de
 anillos. �
 Corolario 21.2. (Segundo Teorema de Isomorfıa para los Anillos). Sean A
 un anillo y M y N ideales de A tales que M ⊆ N entonces N/M es un ideal
 de A/M y
 (A/M)/(N/M) ≈ A/N.
 El isomorfismo anterior es un isomorfismo de anillos.
 Demostracion. Sea f : A/M −→ A/N el homomorfismo obtenido de la iden-
 tidad de A por paso a los cocientes. es facil verificar que kerφ = N/M .
 Corolario 21.3. (Tercer Teorema de Isomorfıa para los Anillos). Sean A un
 anillo y M y N ideales de A. Entonces M + N es un ideal de A, N es un
 ideal de M +N , M ∩N es un ideal de M y
 (M +N)/N ≈M/(M ∩N),
 siendo el isomorfismo, naturalmente, un isomorfismo de anillos.
 Demostracion. La demostracion de que M +N es un ideal (y por lo tanto un
 anillo en si mismo) es trivial (se supone que M y N son ideales del mismo
 lado). Las otras afirmaciones resultan del Teorema 21.3, del Teorema 21.4 y
 del Tercer Teorema de Isomorfıa para los grupos. �
 Lema 21.2. Sean f : A −→ A′ un homomorfismo de anillos y M un ideal
 de A.
 f−1(f(M)) =M
 si y solo si ker(f) ⊆M .
 Demostracion. La afirmacion es consecuencia inmediata de lo establecido en
 la Nota 6.2 del Capıtulo 6.
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 Teorema 21.5. (Teorema de Correspondencia). Sea f : A −→ A′ un epimor-
 fismo de anillos. La aplicacion M −→ f(M) establece una correspondencia
 biyectiva entre el conjunto de los ideales de A′, a izquierda, a derecha o bilate-
 ros, y el conjunto de los correspondientes ideales de A que contienen al nucleo
 de f .
 Nota 21.3. Si f : A −→ A′ es un homomorfismo, K =kerf y M es
 un ideal arbitrario de A del cual no se pide que contenga a K entonces
 f−1(f(M)) = K +M , el cual es ahora si un ideal de A que contiene a K.
 Corolario 21.4. SiM es un ideal de A y φ : A −→ A/M es el homomorfismo
 canonico, la correspondencia N −→ φ(N) aplica biyectivamente el conjunto
 de los ideales de A (del mismo lado) que contienen a M sobre el conjunto de
 los correspondientes ideales de A/M . Si N es un ideal bilatero de A/M , se
 tiene entonces el isomorfismo de anillos:
 A/φ−1(N) ≈ (A/M)/N
 Teniendo en cuenta el Lema 21.1 y el Teorema 21.4, los dos resultados pre-
 cedentes son traducciones de propiedades de los grupos.
 Incursionaremos ahora brevemente en el problema de la generacion de ideales.
 Si (Mi)i∈I es una familia de ideales a izquierda de un anillo A y
 M =⋂
 i∈IMi,
 M es un ideal a izquierda de A. En efecto, M es un subgrupo del grupo
 aditivo de A; por otra parte, si b ∈M y a ∈ A, b pertenece a todos losMi, de
 lo cual, tambien abM es entonces un ideal a izquierda de A. Naturalmente
 afirmaciones semejantes valen para los ideales derechos y bilateros.
 Teorema 21.6. Si A es un anillo y B es una parte de A, existen siempre
 ideales a izquierda (B〉, a derecha 〈B) y bilateros (B), que contienen a B, es
 decir,
 B ⊆ (B〉 , B ⊆ 〈B) y B ⊆ (B).

Page 390
                        

378 CAPITULO 21. IDEALES
 Si M es un ideal y M ⊇ B, tambien M ⊇ (B), y lo mismo es cierto de (B〉y 〈B). Ademas, si I(B) es el conjunto de los ideales izquierdos de A que
 contienen a B, D(B) el de los derechos y DI(B) el de los bilateros, entonces
 〈B) =⋂
 M∈D(B)
 M, (B〉 =⋂
 M∈I(B)
 M, (B) =⋂
 M∈DI(B)
 M.
 Es evidente que I(B)∩D(B) = DI(B), lo cual implica que (B) = 〈B)∩ (B〉.Si B es una parte conmutativa de A entonces (B) = 〈B) = (B〉, en particular
 (0) = 〈0) = (0〉.
 Nota 21.4. Si B = {a}, escribiremos (B) = (a). Es claro que (0) = {0} y
 que si A es unitario, (1) = A.
 Teorema 21.7. Sean A un anillo y B una parte no vacıa de A. Sean SI , SDy SDI los conjuntos de las sumas
 n∑
 k=1
 ck, ck ∈ A, k ∈ N∗,
 donde
 1. Para SI , ck = nkxk + akyk, con nk ∈ Z, xk, yk ∈ B, ak ∈ A.
 2. Para SD, ck = nkxk + ykak, con nk ∈ Z, xk, yk ∈ B, ak ∈ A.
 3. Para SDI , ck = nkxk+akyk+zkbk+dkukd′k, con nk ∈ Z, xk, yk, zk, uk ∈
 B, ak, bk, dk, d′k ∈ A.
 Entonces SD = 〈B), SI = (B〉, SDI = (B).
 Demostracion. Es claro que B ⊆ Sj (j = I,D,DI), pues si x ∈ B, x se
 escribe, por ejemplo, de la forma
 x = 1 · x1 + 0 · x2, 0, 1 ∈ Z, x1 = x2 = x ∈ B.
 Por otra parte, todo elemento nkxk pertenece a cualquiera de los ideales 〈B),
 (B〉 y (B) siempre que nk ∈ Z y xk ∈ B, pues dichos ideales son subgrupos.
 Por otra parte, cada elemento akyk pertenece a (B〉 y a (B) si ak ∈ A y yk ∈ B
 pues dichos ideales lo son a izquierda, y todo elemento zkbk pertenece a 〈B)
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 y a (B) si zk ∈ B y bk ∈ A, pues tales ideales lo son a derecha. Finalmente,
 todo elemento dkukd′k pertenece a (B) si dk, d
 ′k ∈ A y uk ∈ B, pues (B) es un
 ideal bilatero. Como 〈B), (B〉 y (B) son subgrupos se concluye entonces que
 SD ⊆ 〈B), SI ⊆ (B〉 y SDI ⊆ (B), ademas B ⊆ Sj. Por otro lado, si∑n
 k=1 cky∑m
 k=1 c′k son sumas de cualquiera de los tres tipos anteriores, es claro que
 tomando c′′k = ck para k = 1, 2, ..., n y c′′n+k = c′k para k = 1, 2, ...,m, se tiene
 quen∑
 k=1
 ck +m∑
 k=1
 c′k =n+m∑
 k=1
 c′′k,
 y es claro que c′′k es de la misma forma de ck y c′k. Se concluye entonces que
 Sj, j = I,D,DI es un subgrupo de (A,+). Tomando ahora∑n
 k=1 ck en SI ,
 por ejemplo, se tiene que si a ∈ A
 a
 (n∑
 k=1
 nkxk + bkyk
 )=
 n∑
 k=1
 (nka)xk + (abk)yk,
 y esta ultima suma es de la forma∑n
 k=1 akzk con ak ∈ A y zk ∈ B, y por
 lo tanto, pertenece a SI . SI es entonces, ası, un ideal a izquierda, y dado
 entonces que B ⊆ SI , tambien (B〉 ⊆ SI . De esto
 (B〉 = SI .
 Un raciocinio esencialmente identico demuestra que SD es un un ideal a
 derecha y que SDI es un ideal bilatero. Se concluye entonces que
 SD = 〈B) y SDI = (B).
 �
 Nota 21.5. Si el anillo A tiene elemento unidad e = 1, se tiene entonces que
 nkxk, nk ∈ Z, xk ∈ B se puede escribir de la forma
 nkxk = (nke)xk;
 como nke ∈ A, una suma de SI se reduce a la forma
 n∑
 k=1
 akxk,
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 con ak ∈ A, xk ∈ B. De la misma manera, (ya que nkxk = (nke)xk =
 xk(nke)), una de SD a la forma
 n∑
 k=1
 xkak,
 con ak ∈ A, xk ∈ B. Y una de SDI (teniendo en cuenta que akxk = ak(xke),
 xka = exka) a la forman∑
 k=1
 akxkbk,
 con ak, bk ∈ A, xk ∈ B.
 Si A es unitario y conmutativo 〈B) = (B〉 = (B) y
 (B) =
 {n∑
 k=1
 akxk : ak ∈ A, xk ∈ B, n ∈ N
 }.
 Un caso importante es aquel en el cual B = {a}. En tal caso
 Teorema 21.8. Si A es un anillo y a ∈ A, se tiene
 1. (a〉 = {ka+ ba : k ∈ Z, b ∈ A}.
 2. 〈a) = {ka+ ab : k ∈ Z, b ∈ A}.
 3. (a) = {ka+ ba+ ac+∑n
 i=1 diad′i : k ∈ Z, b, c, di, d
 ′i ∈ A, n ∈ N}.
 Si ademas A es unitario con elemento unidad e = 1, b ∈ A y k ∈ Z, entonceska = (ke)a = a(ke); ka+ ba = (ke+ b)a; (ka+ ab) = a(ke+ b), y entonces
 4. (a〉 = Aa.
 5. 〈a) = aA.
 6. (a) = [AaA] (el subgrupo generado por AaA).
 Finalmente si A es unitario y conmutativo (a〉 = 〈a) = (a) y
 7. (a) = Aa.
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 Demostracion. En virtud de las notas anteriores y de las observaciones he-
 chas en el teorema, no hay, en realidad, nada que demostrar. �
 Hemos visto que si A es un anillo de integridad yM es un ideal bilatero de A,
 A/M puede no ser un dominio de integridad. En otras palabras, los anillos
 cocientes no conservan, en general, las propiedades de integridad del anillo.
 Tal no es, sin embargo, el caso de los ideales maximales.
 Definicion 21.3. Se dice que un ideal a izquierda (resp. a derecha; resp.
 bilatero) M de un anillo A es ideal maximal , si
 1. M 6= A.
 2. La condicion M ⊆ N y M 6= N implica N = A cualquiera que sea el
 ideal a izquierda (resp. a derecha; resp. bilatero) N de A.
 Para los ideales maximales bilateros se tiene el siguiente teorema.
 Teorema 21.9. Sea A un anillo unitario y M un ideal bilatero de A. Para
 que M sea maximal, es necesario y suficiente que A/M sea un cuerpo.
 Demostracion. Sea φ : A −→ A/M el homomorfismo canonico y sea N un
 ideal de A/M . Supongamos queM es maximal. Como φ−1(N) ⊃ φ−1(0) =M
 se deduce que φ−1(N) = M o φ−1(N) = A. Como φ(φ−1(N)) = N por
 ser φ sobre, se deduce que N = (0) o N = A/M . El anillo A/M no tie-
 ne entonces ideales propios, y como es unitario, es un cuerpo. Supongamos
 recıprocamente que A/M es un cuerpo. Sea N un ideal bilatero de A tal que
 M ⊂ N ⊂ A. Como φ es sobre, φ(N) es un ideal de A/M . De esto φ(N) = (0)
 o φ(N) = A/M . Como φ(φ−1(N)) = N pues N ⊇M =ker(φ), Lema 21.2, se
 deduce que N = φ−1(0) =M o N = φ−1(A/M) = A. El ideal M es entonces
 maximal. �
 Los unicos ideales de Z son los subgrupos (n) = nZ, n ∈ N. Sea p un numero
 primo y m ∈ N tal que (p) ⊆ (m). Se tiene que p = mk, k ∈ N. De lo cual
 m = 1 o m = p. En el primer caso (m) = (p) y en el segundo (m) = (1) = Z.Se deduce entonces que (p) es maximal. Por otra parte, si m no es primo,
 existen n, k ∈ N tales que m = nk, n 6= 1 y n 6= m. De esto m ∈ (n),
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 (m) ⊆ (n), y la inclusion es estricta, pues no puede existir r ∈ N tal que
 rm = n, ya que n < m. Se tiene entonces:
 Teorema 21.10. Los unicos ideales maximales de Z son los ideales (p) con
 p un numero primo, n ≥ 2.
 Corolario 21.6. El anillo cociente (Z/(n),+, ·) es decir (Zn,+, ·), es un
 cuerpo si y solo si n es un numero primo n ≥ 2.
 Corolario 21.7. Para que (Z∗n, ·) sea un grupo, es necesario y suficiente que
 n sea un numero primo n ≥ 2.
 Corolario 21.8. (Fermat). Sea a ∈ Z y p un numero primo. Entonces
 ap ≡ a(modp).
 Demostracion. La afirmacion es clara si p divide al entero a. Supongamos
 entonces que a no es divisible por p. En tal caso la clase de equivalencia a
 de a en Z/(p) es diferente de 0. Pero Z/(p)−{0}es un grupo multiplicativo
 con p− 1 elementos. Por lo tanto |a| divide a p− 1, y de eso
 ap−1 = ap−1 = 1,
 lo cual se traduce en
 ap−1 ≡ 1(modp).
 �
 Sea ahora (Mi)i∈I una familia de ideales de un anillo A tal que si i, j ∈ I se
 tiene que Mi ⊆ Mj o Mj ⊆ Mi (es decir (Mi) es totalmente ordenada por
 inclusion). Es claro que M =⋃i∈IMi es un ideal de A si todos los Mi son
 ideales de A (de un mismo lado todos), y en tal caso lo es del mismo lado
 de los Mi. Por otra parte, Mi ⊆ M para todo i, y si N es un ideal de A
 del mismo lado de los Mi y N ⊇ Mi para todo i, entonces N ⊇ M . M es
 entonces el mas pequeno ideal de A que contiene a todos los Mi. Por otra
 parte, si A es unitario y todos los Mi son diferentes de A, tambien M 6= A,
 pues 1 /∈M . Supongamos ademas que todos losMi contienen a un ideal dado
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 N . Es claro que tambien M ⊇ N . En total:
 Teorema 21.11. Sea A un anillo unitario y N un ideal de A, N 6= A. Si
 N es un ideal a izquierda de A, el conjunto I∗(N) de los ideales a izquier-
 da de A que contienen a N y son diferentes de A, ordenado por inclusion,
 es superiormente inductivo. Lo mismo es cierto para los conjuntos D∗(N) y
 DI∗(N), si N es un ideal a derecha o un ideal bilatero, respectivamente.
 El Teorema de Zorn implica entonces:
 Teorema 21.12. Si A es unitario y N es un ideal de A, N 6= A,existe un
 ideal maximal M , del mismo lado de N , tal que N ⊆M .
 Corolario 21.9. Todo anillo unitario tiene al menos un ideal maximal (a
 derecha, izquierda o bilatero).
 Demostracion. El corolario es consecuencia inmediata del teorema, aplicando-
 lo al ideal N = (0).�
 Nota 21.6. Los Teoremas 21.11 y 21.12, ası como el Corolario 21.9 pueden
 no ser ciertos si A no es unitario.
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 EJERCICIOS
 21.1 Sean A y A′ cuerpos y f : A −→ A′ un epimorfismo de anillos. De-
 muestre que f es un isomorfismo.
 21.2 De un ejemplo de un anillo A, de un ideal bilatero M de A, y de dos
 cogrupos M1 = a +M , M2 = b +M , tales que M1M2 = {xy : x ∈M1, y ∈M2} 6= ab+M .
 Este ejercicio muestra que la ley de composicion de A/M es diferente
 del simple producto de partes de A.
 21.3 Sean A un anillo y a ∈ A. Sea M(a) el conjunto de todos los elementos
 b ∈ A tales que ba = 0. Demuestre que M(a) es un ideal a izquierda de
 A.
 21.4 Sea C = C([0, 1],R) el conjunto de todas las funciones continuas de
 [0, 1] en R. Demuestre que el conjunto de las funciones f ∈ C que se
 anulan en toda una parte A de [0, 1] forman un ideal bilatero de C, elcual sera maximal si y solo si A se reduce a un unico punto a ∈ [0, 1].
 (Es posible, pero no facil demostrar que los unicos ideales de C son
 los de la forma anterior, y caracterizar entonces totalmente los ideales
 maximales de C).
 21.5 Sea A un anillo y B una parte de A. Se dice que B es una parte estable
 a izquierda si AB ⊆ B. Se dice que es estable a derecha si BA ⊆ B, y
 se dice que es bilateralmente estable si AB ∪ BA ⊆ B. Demuestre que
 a) Si B es una parte de A, existen partes estables a derecha, izquierda
 y bilateras: d(B), i(B), di(B), tales que B ⊆ d(B), i(B), di(B) y
 que son mınimas en el sentido de que una parte estable a derecha,
 a izquierda o bilatera que contenga a B contiene respectivamen-
 te a d(B), i(B), di(B). Demuestre ademas que di(B) ⊆ d(B),
 di(B) ⊆ i(B), pero las inclusiones pueden ser estrictas. Calcule
 explıcitamente a i(B), d(B) y di(B).
 b) Si una parte B de A es tal que B + B ⊆ B, entonces
 (B〉 = i(B), 〈B) = d(B), (B) = di(B).
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 c) Si A es unitario, di(B) = ABA.
 21.6 Sea A un anillo y B una parte de A. Demuestre que
 (B〉 = [i(B)] , 〈B) = [d(B)] , (B) = [di(B)] ,
 donde para C ⊆ A, [C] es el subgrupo de (A,+) generado por C.
 Concluya que si B es estable a izquierda, derecha o bilateralmente se
 tiene respectivamente
 (B〉 = [B] , 〈B) = [B] , (B) = [B] .
 21.7 Sean A un anillo conmutativo,M y N ideales de A. NoteseM ·N el mas
 pequeno ideal que contiene al conjunto MN = {xy : x ∈ M, y ∈ N}.M ·N se denomina el producto de los ideales M y N . Demuestre que
 M ·N = [MN ], pero que no necesariamente M ·N =MN .
 21.8 Sean a y b enteros. Demuestre que (a) ⊆ (b) si y solo si b divide a a. Y
 que (a) = (b) si y solo si a = ±b.
 21.9 Sean A un anillo conmutativo y P un ideal propio de A. Se dice que el
 ideal P es un ideal primo de A, si cualesquiera que sean los ideales M
 y N de A, M ·N ⊆ P implica M ⊆ P o N ⊆ P .
 Demuestre que para que un ideal P 6= A de un anillo A sea primo,
 es necesario y suficiente que las condiciones xy ∈ P , x /∈ P impliquen
 y ∈ P .
 21.10 Demuestre que un ideal propio M de un anillo unitario conmutativo A
 es primo si y solo si A/M es un dominio de integridad.
 21.11 Sea A un anillo conmutativo unitario. Demuestre que todo ideal maxi-
 mal M de A es ideal primo de A y que si A es finito los dos conceptos
 de ideal primo y de ideal maximal coinciden.
 21.12 Sea A un anillo conmutativo y M un ideal de A. Demuestre que M es
 un ideal primo de A si y solo si ArM es una parte clausurativa de A
 para la multiplicacion (esto es si x, y ∈ ArM implica xy ∈ ArM).
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 21.13 Sean M y N ideales de un anillo conmutativo A. Demuestre que M +
 N = {x + y : x ∈ M, y ∈ N} es un ideal de A. Sea C un ideal de A.
 Demuestre las relaciones
 C(M +N) = CM + CN
 C(M ∩N) ⊆ (CM) ∩ (CN).
 21.14 Sea A un anillo conmutativo y M un ideal de A. Se denomina radical
 semiprimo de M al conjunto
 R(M) = {x ∈ A : Para algun n ≥ 1, xn ∈M}.
 Demuestre que R(M) es un ideal de A y que M ⊆ R(M). (Indicacion:
 Si am ∈M y bn ∈M , entonces (a− b)s ∈ R(M) con s = n+m+1. En
 efecto, (a − b)s es suma de potencias de la forma akbi, con k + i = s,
 las cuales pertenecen a M , ya que o bien k −m > 0, o, i − n > 0, y
 akbi = (ak−m)ambi, o, akbi = (akbn)bi−n.
 21.15 Demostrar que el radical R(M) de un idealM de un anillo conmutativo
 tiene las siguientes propiedades
 a) Si xn ∈ R(M) para algun n ≥ 1, tambien x ∈ R(M).
 b) M ⊆ N implica R(M) ⊆ R(N).
 c) R(R(M)) = R(M).
 d) R(MN) = R(M) ∩R(N).
 e) Si Mn es el ideal MMM · · ·M (n veces), R(Mn) = R(M).
 f ) R(M ∩N) = R(M) ∩R(N).
 g) R(M +N) = R(M) +R(N).
 21.16 Sea A un anillo conmutativo unitario. Se dice que un ideal M de A es
 cuasiprimario si su radical R(M) es primo. Si R(M) es maximal, se
 dice que M es primario. Demuestre:
 a) Si M y N son cuasiprimarios y tienen el mismo radical, tambien
 M +N yMn (n ≥ 1) son cuasiprimarios y tienen el mismo radical
 de M y N .
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 b) La afirmacion del numeral anterior vale tambien cambiando cua-
 siprimario por primario.
 c) Si P es primo, R(P ) = P . Concluya entonces que todo ideal primo
 (resp. maximal) de un anillo unitario conmutativo es cuasiprimario
 (resp. primario).
 d) El radical R(M) de un ideal cuasiprimario (resp. primario) es
 cuasiprimario (resp. primario).
 21.17 Sean A un anillo conmutativo unitario y M un ideal primario de A.
 Demuestre que si A ∈ A/M es un divisor de cero, existe n ≥ 1 tal que
 An= 0.
 21.18 Demuestre que el anillo M2(R) no tiene ideales bilateros propios.
 21.19 Sea A un anillo no unitario sin ideales a izquierda propios. Demuestre:
 a) Si a, b ∈ A, necesariamente ab = 0.
 b) El anillo A es finito y con un numero primo de elementos.
 21.20 Sea A un anillo unitario y no conmutativo. Sea M un ideal a izquierda
 de A y 〈M) el ideal a derecha generado por M . Demuestre que 〈M) es
 un ideal bilatero de A identico a (M).
 21.21 Sea A un anillo. Demuestre que el ideal bilatero generado por los ele-
 mentos de A de la forma xy − yx, (x, y ∈ A) es el mas pequeno ideal
 bilatero M tal que A/M es conmutativo.
 21.22 Sea A un anillo, el cual es un subanillo de un cuerpo K (no necesaria-
 mente conmutativo). Demuestre que cualesquiera que sean los ideales
 a izquierda de A, M y N , distintos de (0), se tiene que M ∩N 6= (0).
 21.23 Sea A como en el ejercicio anterior. Demuestre que dados x, y ∈ A∗,
 A∗ = Ar {0}, existen a, b ∈ A, a 6= 0 tales que ax = by.
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CAPITULO 22
 Propiedades aritmeticas.
 Anillos Factoriales, Principales y euclıdeos
 En todo este capıtulo la palabra anillo sera sinonimo de anillo conmutativo
 con elemento unidad. Las definiciones seran entonces validas solo dentro del
 marco de tales anillos. Los conceptos y resultados de esta seccion han sido ya
 estudiados en detalle en el Capıtulo 1, en el contexto de los numeros enteros y
 en el Capıtulo 13 en el de los polinomios sobre los cuerpos numericos. Lo que
 sigue es entonces practicamente una repeticion de lo dicho allı, pero en un
 contexto mas abstracto. Las ideas autenticamente nuevas que este contexto
 trae consigo son realmente pocas, pero es bueno percibir el amplio margen
 de aplicabilidad de las mismas.
 Definicion 22.1. Sean a y b elementos de un anillo A. Diremos que a divide
 a b y lo notamos a|b si:
 1. a 6= 0;
 2. Existe c ∈ A tal que ac = b.
 Se dice tambien en tal caso que a es un divisor de b o un factor de b y que b
 es un multiplo de a.
 389
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 ANILLOS FACTORIALES, PRINCIPALES Y EUCLIDEOS
 Es claro entonces que a|0 para todo a ∈ A, a 6= 0. Sin embargo, una expre-
 sion de la forma 0|a no esta permitida. Convendremos ademas, por razones
 practicas, que al decir a|b se supone que b 6= 0.
 Teorema 22.1. La relacion a|b entre elementos de A tiene las siguientes
 propiedades:
 1. a|a para todo a ∈ A, a 6= 0.
 2. a|b y b|c implica a|c.
 3. La relacion “a|b y b|a” es una relacion de equivalencia en A∗, la cual
 denotamos con “a ∼ b” y leeremos “a es asociado de b”
 La demostracion es inmediata a partir de la Definicion 22.1.
 Definicion 22.2. Se dice que un elemento u ∈ A es una unidad (no un
 elemento unidad) de A, si u es un elemento invertible de A con respecto a 1
 para la multiplicacion de A; en otros terminos, si existe v ∈ A tal que
 uv = vu = 1. (22.1)
 Si u es una unidad de A y v es inverso multiplicativo de u, es claro que v es
 tambien una unidad de A.
 Ejemplo 22.1.
 1. Las unicas unidades del anillo Z de los enteros son 1 y −1.
 2. Todo elemento no nulo de un cuerpo conmutativo K es una unidad.
 3. En el anillo (F(X,R),+, ·), una funcion f es una unidad si y solo si
 f(x) 6= 0 para todo x ∈ A.
 Si U es el conjunto de las unidades de un anillo (A,+, ·), (U, ·) es un grupo
 multiplicativo cuyo elemento neutro es 1. En efecto, es claro que 1 es una
 unidad y si u y v son unidades, uv tambien lo es, pues
 (uv)(v−1u−1) = u · 1 · u−1 = 1
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 Notese, sin embargo, que la suma u+v de dos unidades no es necesariamente
 una unidad, aun cuando u + v 6= 0. Ademas que todo elemento asociado de
 1 es unidad, y toda unidad es asociada de 1. En otras palabras
 U = {u ∈ A : u ∼ 1} (22.2)
 Teorema 22.2. Sean a y b elementos no nulos de un dominio de integridad.
 Para que a y b sean asociados, es necesario y suficiente que exista una unidad
 u tal que au = b (y por lo tanto una v tal que bv = a).
 Demostracion. En efecto. Es claro que si au = b y a = bv, a|b y b|a. Por lotanto a y b son asociados. Recıprocamente, si a ∼ b existen c y d tales que
 ac = b y bd = a. De esto a(cd) = a y por lo tanto cd = 1. Los elementos
 c, d ∈ A son ciertamente unidades.�
 Nota 22.1. Si a = ub con u una unidad, es claro que a ∼ b, sea A un dominio
 de integridad o no. Sin embargo, si A no es un dominio de integridad puede
 darse el caso de que a ∼ b sin que exista una unidad u tal que a = ub.
 Definicion 22.3. Un elemento p de un anillo A es irreducible si:
 1. p no es una unidad de A.
 2. La condicion p = ab (a, b ∈ A) implica a ∈ U o b ∈ U , donde U es el
 subgrupo de unidades de A.
 Los elementos irreducibles de Z son los de la forma ±p, con p un numero
 primo. Es por esto que se conviene en excluir al numero 1 de los numeros
 primos. Un cuerpo no tiene elementos irreducibles y tampoco debe tenerlos
 necesariamente un anillo. Ası en el anillo F(X,R), ningun elemento es irre-
 ducible.
 Si p es irreducible, p no tiene divisores diferentes de unidades y asociados.
 Por otra parte, si a ∼ p, a no puede ser una unidad sin que p lo sea. Se con-
 cluye entonces que todo asociado de un elemento irreducible es irreducible.
 En el siguiente teorema se establecen las mas importantes propiedades de la
 divisibilidad en un anillo A. Se deja la demostracion al lector.
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 Teorema 22.3. Sean a, b, c, d elementos no nulos de una anillo A. Entonces:
 1. Si a|b y a|c, tambien a|b+ c y a|bc.
 2. Si a|b y b ∼ c, tambien a|c.
 3. Si a ∼ b y a|c, tambien b|c.
 4. Si a|b y b es una unidad, tambien a es una unidad.
 Definicion 22.4. Sean b y c elementos no nulos de un anillo A. Se dice que
 un elemento a de A es un maximo comun divisor de b y c, si:
 1. a|b y a|c.
 2. Si d|b y d|c, tambien d|a.
 En virtud del Teorema 22.3, si a es maximo comun divisor de b y c y d es
 asociado de a, d|b y d|c, y como a|d, d es tambien maximo comun divisor
 de b y c. Recıprocamente, si d y a son maximos comunes divisores de b y
 c, la condicion 2. de la Definicion 22.4 implica que a|d y d|a, por lo tanto,
 a y d son asociados. Lo anterior se expresa diciendo que el maximo comun
 divisor de dos elementos b y c de un anillo A es unico salvo asociados. Por
 esto, a pesar de la posible falta de unicidad del maximo comun divisor de
 dos elementos b, c ∈ A, es corriente escribir
 a = mcd(b, c)
 si a es uno de tales divisores. El tener ademas la relacion
 d = mcd(b, c)
 implica que a ∼ d, pero no necesariamente que a = d.
 Definicion 22.5. Se dice que dos elementos no nulos de un anillo A son
 primos relativos si su maximo comun divisor es 1 (o, mas precisamente, una
 unidad).
 Si p y q son elementos irreducibles no asociados entonces
 mcd(p, q) = 1
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 y p y q son primos relativos. En efecto si c|p y c|q, existen a y b en A tales
 que ca = p y cb = q. Si c no fuera una unidad, a y b lo serian. Por lo tanto
 p ∼ c y c ∼ q, con lo cual p ∼ q, y esto es falso. Mas generalmente, todo
 divisor comun de p y q es una unidad, y esta ultima afirmacion es cierta aun
 cuando p y q no sean irreducibles, pero si primos relativos.
 Definicion 22.6. Se dice que un dominio de integridad A es un anillo fac-
 torial si:
 1. Todo elemento a ∈ A∗, el cual no es una unidad, es producto de un
 numero finito p1, p2, . . . , pn de irreducibles:
 a = p1p2 · · · pn, n ≥ 1 (22.3)
 2. La descomposicion de a se hace de manera unica, salvo por asociados
 y orden de los factores. Es decir, si
 a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm
 donde pk y qi son irreducibles, entonces m = n, y existe una permuta-
 cion σ del conjunto {1, 2, . . . , n} tal que
 pk ∼ qσ(k) (22.4)
 para k = 1, 2, . . . , n. Esto ultimo se expresa tambien diciendo que los
 elementos irreducibles de a en cualquiera de sus descomposiciones fac-
 toriales son los mismos salvo unidades o asociados.
 Nota 22.2. Se admite y es claro que un elemento irreducible es tambien
 producto de irreducibles (aunque tal producto no tiene, al fin y al cabo, sino
 un factor, en virtud de 2.)
 El anillo Z de los enteros es un anillo factorial . Mas adelante estudiaremos
 clases importantes de anillos factoriales distintos de Z.
 Teorema 22.4. En un anillo factorial A, las siguientes afirmaciones son
 ciertas:
 1. Si p es irreducible y p divide a ab, entonces p divide a a o p divide a b.
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 2. Si a divide a bc y mcd(a, b) = 1, entonces a divide a c.
 3. Si mcd(a, b) = 1, a|c y b|c, entonces ab|c.
 Demostracion. 1. Si p divide a ab, algun asociado q de p debe figurar en la
 descomposicion en factores irreducibles de ab. Ahora si p no divide al factor
 a, q no figura en la descomposicion de a, pues p|q entonces p|a, lo cual hemos
 excluido. Por lo tanto q debe figurar en la descomposicion factorial de b y
 entonces p|b.2. La afirmacion es clara si a es una unidad o si a es irreducible. Como todo
 factor irreducible de a debe tener un asociado en la descomposicion factorial
 de bc, se deduce que bc se escribe en la forma
 bc = sp1p2 · · · pn,
 donde a = p1p2 · · · pn. Supongamos que
 b = q1q2 · · · qm, c = qm+1qm+2 · · · qm+r, m+ r = n,
 son las descomposiciones factoriales en irreducibles de b y c. Se debe tener
 pi ∼ qσ(i),
 para i = 1, 2, . . . , n, donde σ ∈ Sn. Ahora, si σ(i) < m + 1 para algun i, piserıa factor comun de b y a y por lo tanto una unidad, lo cual es absurdo.
 Por lo tanto σ(i) ≥ m+ 1, y c se escribe c = tp1p2 · · · pn, t ∈ A, o sea c = ta
 y se concluye entonces que a divide a c.
 3. Supongamos que ab no divide a c. Existen entonces factores irreducibles
 p1, p2, . . . , pn en la descomposicion factorial de ab tales que d = p1p2 · · · pnno divide a c. Ahora, d no divide ni a a ni a b pues si no dividirıa a c. Es-
 to implica que algunos de los factores p1, p2, . . . , pn deben ser comunes tanto
 a a como a b, lo cual es absurdo, pues mcd(a, b) = 1. Entonces ab divide a c.�
 Nota 22.3. Si a ∈ A, es claro entonces que siempre es posible escribir a en
 la forma
 a = upk11 pk22 · · · pknn , (22.5)
 donde u es una unidad, los factores irreducibles p1, p2, . . . , pn no son asocia-
 dos entre si, y los exponentes ki son numeros naturales. Tal escritura de a es
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 tambien unica, salvo asociados y orden de los factores.
 El siguiente teorema establece la existencia de maximos comunes divisores
 en los anillos factoriales.
 Teorema 22.5 Si a = upk11 pk22 · · · pknn y b = vph11 p
 h22 · · · phnn donde u y v son
 unidades, los pi son irreducibles con pi no asociado de pj si i 6= j y ki, hi ≥ 0,
 entonces
 mcd(ab) = a = pt11 pt22 · · · ptnn (22.6)
 donde ti =min(ki, hi).
 Demostracion. Sean a y b como en el enunciado y ti =min(ki, hi), i =
 1, 2, . . . , n y
 d = pt11 pt22 · · · ptnn .
 Es claro que d|a y d|b. Por otra parte, si c|a y c|b, todo factor irreducible de
 c es necesariamente asociado de algun pi, i = 1, 2, . . . , n, y en la escritura de
 c de la forma
 c = rpr11 pr22 · · · prnn
 no puede ser ri > ki ni ri > hi sin que c deje de dividir a a o a b. Se concluye
 que ri ≤min{ki, hi}, i = 1, 2, . . . , n, ası que c|d.�
 Nota 22.4. El concepto de maximo comun divisor puede evidentemente ge-
 neralizarse a un numero finito a1, a2, . . . , an de elementos de A, y el Teorema
 22.5. se generalizara tambien de la manera evidente.
 Definicion 22.7. Se dice que un anillo A es un anillo principal si:
 1. Es un dominio de integridad.
 2. Todo ideal de A es principal; es decir, generado por un unico elemento
 a ∈ A.
 Como un anillo principal es unitario y conmutativo, todo ideal de A es en-
 tonces de la forma (a) = Aa, a ∈ A (Capıtulo 21, Nota 21.5). Por otra parte,
 si A es un anillo entero conmutativo en el cual todo ideal es de la forma Aa,
 a ∈ A, A es entonces principal. En efecto, como A mismo es ideal de A, debe
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 existir a ∈ A tal que Aa = A. Con esto, existe e ∈ A tal que ea = a; y si b
 es un elemento arbitrario de A∗, la relacion (be)a = b(ea) = ba, y el hecho
 de que A es entero implica que be = b y e es elemento unidad de A. El ani-
 llo A es entonces un dominio de integridad y, por lo tanto, un anillo principal.
 Definicion 22.8. Se dice que una sucesion creciente de ideales de un anillo,
 M1 ⊆M2 ⊆ · · · ⊆Mn ⊆ · · ·
 es estacionaria, si existe m ≥ 1 tal que Mk =Mn para todo k ≥ m.
 Lema 22.1. Toda sucesion creciente de ideales de un anillo principal A es
 estacionaria.
 Demostracion. Si (Mk), k ≥ 1, es una sucesion creciente de ideales del anillo
 principal A,
 M =∞⋃
 k=1
 Mk
 es un ideal de A. Existe entonces a ∈ A tal que M = (a), y como a ∈ M ,
 tambien a ∈ Mm para algun m ≥ 1. De esto, M ⊆ Mk para k ≥ m y como
 Mk ⊆M para todo k, se deduce que M =Mk para k ≥ m. �
 Un anillo A, conmutativo o no, en el cual toda sucesion creciente de ideales es
 estacionaria se conoce como un anillo Noetheriano. Todo anillo principal es
 Noetheriano, pero muchos anillos Noetherianos no son principales. La teorıa
 de los anillos Noetherianos es sumamente rica en propiedades aritmeticas
 (veanse [20], Capıtulo 8; [24], Capıtulo 10).
 Sean A un anillo unitario y conmutativo arbitrario y a ∈ A. Decir que b ∈ (a),
 o lo que es lo mismo, que (b) ⊆ (a) es equivalente a decir, si b 6= 0, que b|a. Porlo tanto, si b 6= 0, (a) = (b) si y solo si a ∼ b. En particular (u) = A = (1) si
 y solo si u es una unidad. Si ademas A es un dominio de integridad, (a) = (b)
 si y solo si existen unidades u y v tales que au = b y bv = a.
 Lema 22.2. En un anillo principal A, todo elemento diferente de 0 y de una
 unidad es un producto finito de elementos irreducibles.

Page 409
                        

397
 Demostracion. Sea A un anillo principal y supongase que existe un elemento
 a1 ∈ A∗ el cual no es una unidad ni es producto finito de irreducibles. Es claro
 que a1 no es irreducible y existen factores a2 y b2 ninguno de los cuales es
 una unidad, tales que a1 = a2 ·b2 y uno al menos, digamos a2, no es producto
 de irreducibles. Ahora, es claro que (a1) ⊆ (a2), ya que a2|a1, y (a1) 6= (a2),
 pues a1 y a2 no pueden ser asociados sin que b2 sea una unidad. Como
 a2 tampoco es producto de irreducibles, un raciocinio identico al anterior
 suministra un elemento a3 de A el cual no es producto de irreducibles y es
 tal que (a2) ⊆ (a3) y (a2) 6= (a3). Un raciocinio inductivo suministra entonces
 una sucesion creciente de ideales de A, todos distintos, tales que
 (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · · ⊆ (an) ⊆ · · · ,
 la cual es, evidentemente, no estacionaria. Esto es absurdo. �
 Lema 22.3. Si en un anillo factorial A un elemento irreducible p divide a
 un producto a · b de elementos de A, p divide al menos a uno de a o b.
 Demostracion. Sean p un elemento irreducible de A y a, b ∈ A y supongase
 que p divide a a · b, pero p no divide a b. si M = (b, p) es el ideal generado
 por {b, p}, M = (c) para algun c ∈ A. Ahora, b, p ∈ (c). Por lo tanto c|b y
 c|p, lo cual implica que c es una unidad. Se tiene entonces que (c) = A, y de
 esto, 1 ∈ (c). 1 se escribe entonces
 1 = rb+ tp, r, t ∈ A.
 (Capıtulo 21, Teorema 21.7). Por lo tanto
 a = rab+ tpa.
 Como p|ab y p|pa, tambien p|a. �
 Corolario 22.1. Si en un anillo factorial A un elemento irreducible p divide
 a un producto a1 · a2 · · · an de elementos de A, p divide al menos a uno de
 los ak, k = 1, 2, . . . , n.
 Lema 22.4. Dos descomposiciones p1 ·p2 · · · pn y q1 ·q2 · · · qm de un elemento
 a de un anillo principal A en factores irreducibles son identicas salvo aso-
 ciados y orden. En otras palabras, m = n, y existe una permutacion σ de
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 {1, 2, . . . , n} tal que
 pi ∼ qσ(i).
 para i = 1, 2, . . . , n.
 Demostracion. Si a es irreducible, la afirmacion es trivial. Supongamos ahora
 que la afirmacion es cierta si a se factoriza en un numero k < n de factores
 irreducibles en alguna de sus descomposiciones, y demostremoslo cuando lo
 hace en n factores. Supongamos entonces que
 a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm.
 Podemos suponer que m ≥ n, en virtud de la hipotesis de induccion. Ahora,
 pn divide a q1q2 · · · qm. Podemos suponer entonces, en virtud del Lema 22.3,
 que qm|pn, ası que pn y qm son asociados, y entonces
 p1p2 · · · pn−1 = q′1q2 · · · qm−1, q′1 ∼ q1.
 Pero entonces n − 1 = m − 1, o sea m = n, y existe una permutacion σ de
 1, 2, . . . , n− 1 tal que
 pi ∼ qσ(i)
 para i = 1, 2, . . . , n− 1. �
 En total hemos demostrado:
 Teorema 22.6. Todo anillo principal es factorial.
 Corolario 22.2. El anillo de los enteros es un anillo factorial. Todo elemen-
 to positivo de Z es producto de un numero finito de numeros primos, y tal
 descomposicion es unica salvo por el orden de los factores.
 Demostracion. En efecto, Z es principal pues sus unicos ideales son los
 nZ = (n), con n ∈ N. �
 No todo anillo factorial es principal. Por ejemplo, en el Capıtulo 13 demos-
 tramos que Z[x] es factorial. Sin embargo Z[x] no es principal. Por ejemplo,
 si M es el ideal de Z[x] generado por {x, 2}, no puede existir p(x) ∈ Z[x] tal
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 que M = (p(x)). Un anillo principal es, en general, mas rico en propiedades
 aritmeticas que un anillo factorial. Ası:
 Teorema 22.7. (Bezout). En un anillo principal, el maximo comun divisor
 d de una familia finita x1, x2, . . . , xn de elementos no nulos de A se escribe
 de la forma
 d = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn, (22.7)
 donde a1, a2, . . . , an son elementos de A.
 Demostracion. Como A es factorial, la existencia del mcd de x1, x2, . . . , xnesta de por sı asegurada. Sin embargo, ella resulta tambien de la siguiente
 demostracion. Sea M el ideal (x1, x2, . . . , xn) generado por {x1, x2, . . . , xn}.Como A es principal, existe d ∈ A tal que (d) = (x1, x2, . . . , xn). Como
 (xi) ⊆ (d) para i = 1, 2, . . . , n, d|xi. Por otra parte, M es el conjunto de las
 sumasn∑
 k=1
 akxk, ak ∈ A,
 (Capitulo 21, Nota 21.5). Por lo tanto, como d ∈M ,
 d =n∑
 k=1
 akxk. (22.8)
 Se deduce entonces que si c|xk para k = 1, 2, . . . , n, tambien c|d y d es ası el
 maximo comun divisor de x1, x2, . . . , xn. �
 La relacion (22.7) para el maximo comun divisor mcd(x1, x2, . . . , xn) se de-
 nomina una relacion de Bezout. Si a y b son primos relativos, se tiene en
 particular que
 1 = sa+ tb
 para valores convenientes de s, t ∈ A. Los ak en (22.7) no estan, sin embargo,
 determinados de manera unica; ası, en Z, se tiene por ejemplo que
 1 = (−2) · 4 + 3 · 3 = (−5) · 4 + 7 · 3, etc.
 Nota 22.5. El hecho de que d este dado por una Relacion (22.7), no implica
 que d =mcd(x1, x2, . . . , xn), a no ser que d|xi, i = 1, 2, . . . , n (que sera siem-
 pre el caso si d = 1). Por ejemplo, es claro que si 1 = sa + tb entonces
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 m = (ms)a+ (mt)b para todo m ∈ A.
 Teorema 22.8. Un ideal (p) de un anillo principal A es maximal si y solo
 si p es un elemento irreducible de A.
 Demostracion. En efecto, si p es irreducible y M = (a) contiene a (p), enton-
 ces a|p, con lo cual a es una unidad o a ∼ p. En el primer caso M = A y en
 el segundo M = (p); (p) es , entonces, maximal. Recıprocamente, si p no es
 irreducible existe a ∈ A tal que a|p sin ser asociado de p. Con esto (p) ⊆ (a)
 y (a) 6= (p), ası que (p) no es maximal. El teorema esta demostrado. �
 Nota 22.6. El resultado del Teorema 22.8 es falso si A no es principal (aun
 si A es factorial). Por ejemplo, en Z[x] x es irreducible (Capıtulo 13), y si M
 es el ideal generado por {2, x}, entonces M 6= Z[x], pues 1 /∈ M y (x) ⊆ M
 pero (x) 6=M , pues 2 /∈ (x).
 Corolario 22.3. Si A es un anillo principal, A/(p) es un cuerpo si y solo si
 p es irreducible.
 Nota 22.7. En un anillo factorial, el Teorema de Bezout no es necesaria-
 mente cierto. Por ejemplo, en Z[x], mcd(2, x) = 1. Sin embargo, no es posible
 que 1 = p(x)x+ 2q(x) con p(x), q(x) ∈ Z[x].
 Definicion 22.9. Se dice que un anillo es euclıdeo si:
 1. Es un dominio de integridad
 2. Es posible definir una aplicacion d : A∗ −→ N (A∗ = A r {0}, N el
 conjunto de los naturales), tal que
 a) d(ab) ≥ d(a) cualesquiera que sean a, b ∈ A∗. Es decir, si c 6= 0, la
 relacion a|c implica d(a) ≤ d(c).
 b) Si a, b ∈ A y b 6= 0, existen c, r ∈ A, con r = 0 o d(r) < d(b), tales
 que a = bc+ r.
 Se dice que d es un grado para A.
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 Ejemplo 22.1. Todo cuerpo conmutativo K es un anillo euclıdeo. En efecto,
 K e un dominio de integridad; y si definimos d : K∗ −→ N por d(a) = 1 para
 todo a ∈ K, es claro que d(ab) = 1 ≥ 1 = d(a). Por otra parte, si a, b ∈ K y
 b 6= 0,
 a = b(b−1a) + r
 con r = 0.
 Ejemplo 22.2. El anillo Z de los enteros es un anillo euclıdeo. En efecto Zes un dominio de integridad; y si definimos d : Z −→ N por d(a) = |a| (valorabsoluto de a), entonces d(ab) = |ab| = |a| |b| ≥ |a| (pues |b| ≥ 1), si b 6= 0,
 a = bc + r con r = 0 o r = |r| < |b| (Algoritmo de Euclides Capıtulo 1,
 Seccion 1.4.)
 Ejemplo 22.3. Si R es un cuerpo conmutativo, y R[x] es el anillo de los
 polinomios en x sobre R, R[x] es un dominio de integridad; y si tomamos
 como grado la aplicacion d : R[x]∗ −→ N que al polinomio f(x) 6= 0 le asigna
 su grado, se tiene que d(fg) = d(f) + d(g) ≥ d(f). Por otra parte, si g 6= 0
 entonces
 f(x) = g(x)h(x) + r(x)
 donde h(x), r(x) ∈ R[x] y el polinomio r(x) es identicamente nulo o d(r(x)) <
 d(g(x)) (Algoritmo de la division con resto).
 Sea A un anillo euclıdeo con grado d. Sean a ∈ A∗ y b ∈ (a). Entonces b = 0
 o a|b. Por lo tanto si b 6= 0, d(a) ≤ d(b). Se deduce que un elemento generador
 de un ideal M 6= 0 de un anillo euclıdeo es entonces un elemento de grado
 mınimo de M . En particular d(1) ≤ d(a) cualquiera que sea a ∈ A, a 6= 0.
 Sean a, b ∈ A. La relacion (b) ⊆ (a), b 6= 0 implica entonces que d(a) ≤ d(b),
 y la relacion (a) = (b) implica d(a) = d(b). Entonces, dos elementos asocia-
 dos de una anillo euclıdeo A tienen siempre el mismo grado. En particular,
 si u es una unidad d(u) = d(1). Supongamos ahora que a = bc + r, b 6= 0,
 r 6= 0, ası que d(r) < d(b). Si ademas b ∈ (a), tambien r ∈ (a). Por lo tanto
 d(a) ≤ d(r) < d(b). Esto ultimo implica que:
 Teorema 22.9. En un anillo euclıdeo, si b 6= 0 y a|b pero a y b no son
 asociados entonces, d(a) < d(b). Dicho de otra manera, si c 6= 0 no es una
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 unidad, d(a) < d(ac).
 Corolario 22.4. Si d(a) = d(1) entonces a es una unidad.
 Demostracion. Como a = a ·1, si a no es una unidad, d(a) = d(a ·1) ≥ d(1).�
 Nota 22.8. El lector no debera creer que la relacion d(a) = d(b) implica
 que a y b son asociados. Ası, en el anillo R[x], los polinomios x + 1 y x − 1
 tienen el mismo grado, pero no existe ninguna unidad a ∈ R[x] (la cual serıa
 necesariamente un elemento de R) tal que x+ 1 = a(x− 1).
 En la teorıa de los anillos euclıdeos, el resultado verdaderamente importante
 es el siguiente:
 Teorema 22.10. Todo anillo euclıdeo es principal.
 Demostracion. Sea M un ideal de A. Si M = (0), es claro que M es un ideal.
 Supongamos entonces que M 6= 0, y sea M = {d(a) : a ∈ M, a 6= 0}. Esclaro que M ⊆ N. Sea entonces b ∈ M tal que d(b) =minM . Se tiene que
 (b) ⊆M . Por otra parte, si a ∈M , a se escribe
 a = bc+ r
 con lo cual r = a− bc ∈ M , y como no puede ser d(r) < d(b), seran r = 0 y
 a ∈ (b). Se concluye que M = (b) y A es ası principal. �
 Corolario 22.5. Todo anillo euclıdeo es factorial.
 Notacion: Sean a, b ∈ A, M un ideal de A. La relacion a ∈ b+M se escribe
 corrientemente en la forma a ≡ b(modM). En particular a ≡ 0(modM)
 querra decir que a ∈ M . Si M = (c), c ∈ A, la relacion a ≡ b(modM) se
 escribe simplemente a ≡ b(modc) y es equivalente a c|a− b si c 6= 0 y a a = b
 si c = 0.
 EJERCICIOS
 22.1 Sea A un anillo conmutativo unitario. Demuestre que el ideal (a) gene-
 rado por a ∈ A es todo A si y solo si a es una unidad de A.
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 22.2 Sean A un anillo (conmutativo o no) con elemento unidad y a ∈ A.
 Demuestre que si 1 − a ∈ M donde M es un ideal a izquierda de A,
 tambien 1− an ∈M para todo n ≥ 1.
 22.3 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Se dice que un elemento a ∈ A
 es nilpotente, si an = 0 para algun n ≥ 1. Demuestre que si a es
 nilpotente entonces el ideal generado por 1 − a es todo A y que 1 − a
 es una unidad de A.
 22.4 Sea A un anillo conmutativo y unitario y sea M un ideal de A. De-
 muestre que M es un ideal maximal si y solo si para todo a /∈M existe
 b ∈ A tal que 1− ab ∈M
 22.5 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Demuestre que un elemento
 a ∈ A no es una unidad si y solo si existe un ideal maximal M de A
 tal que a ∈M .
 22.6 SeaA un anillo unitario y conmutativo. Se denomina radical maximal de
 A o radical de Jacobson de A, y se nota con Jm(A) al ideal interseccion
 de los ideales maximales de A. Demuestre que x ∈ A pertenece a Jm(A)
 si y solo si 1− ax es una unidad cualquiera que sea a ∈ A.
 22.7 Sean A un anillo principal y Jm(A) su radical maximal. Suponga que
 Jm(A) = (0) y que A no es un cuerpo. Demuestre que existe un numero
 infinito de elementos irreducibles en A.
 22.8 Sea A como en el ejercicio anterior. Demuestre que si A tiene un numero
 infinito de elementos irreducibles entonces Jm(A) = (0).
 22.9 Sea A un anillo unitario y conmutativo,M un ideal de A. Se dice queM
 es un ideal primo de A, si cualesquiera que sean a, b ∈ A, la condicion
 ab ∈M implica a ∈M y b ∈M . Demuestre que todo ideal maximalM
 de A es primo. De un ejemplo que demuestre que lo recıproco es falso.
 22.10 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Se denomina radical primo
 de A al ideal interseccion de todos los ideales primos de A. El radical
 primo de A se denota con Jp(A). Demuestre que Jp(A) es el conjunto
 de los elementos nilpotentes de A.
 22.11 Determine Jm(A) y Jp(A) si A = Zn, el anillo de los enteros modulo n.
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 22.12 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Demuestre que las siguientes
 afirmaciones son equivalentes:
 a) Jm(A) es un ideal maximal.
 b) A tiene un unico ideal maximal.
 c) Existe un idealM de A tal que A−U ⊆M , donde U es el conjunto
 de las unidades de A.
 d) A− U es un ideal.
 22.13 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Las condiciones siguientes son
 equivalentes:
 a) Todo divisor de cero es nilpotente.
 b) A tiene un unico ideal primo minimal (es decir, un unico ideal
 primo P tal que si N ⊆ P , N 6= P y N primo, entonces N = (0)),
 y este unico ideal primo minimal contiene a todos los divisores de
 cero.
 22.14 Demuestre que el conjunto de los divisores de cero de un anillo conmu-
 tativo unitario contiene al menos un ideal primo de A (y por lo tanto
 a Jp(A)).
 22.15 Se dice que un anillo unitario conmutativo es un anillo local, si y solo
 si tiene un unico ideal maximal. Demuestre que A es local si y solo si
 Jm(A) es un ideal maximal.
 22.16 Sea A un anillo unitario conmutativo. Demuestre que las afirmaciones
 siguientes son equivalentes:
 a) A tiene un unico ideal primo.
 b) A es local y Jm(A) = Jp(A).
 c) Si a ∈ A no es una unidad, entonces a es nilpotente.
 d) Ar U es un subconjunto de los divisores de cero, y este a su vez
 es un subconjunto de los elementos nilpotentes.
 22.17 Demuestre que un anillo A es local si y solo si la condicion a + b = 1
 implica que a o b es una unidad.
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 22.18 Sea Qp el conjunto de los numeros racionales cuyo denominador no es
 divisible por p, donde p ≥ 2 es un primo. Demuestre que Qp es local.
 22.19 Sea A unitario y conmutativo y M un ideal maximal de A. Sea Mn el
 ideal
 Mn =M ·M ·M · · · · ·M, (n factores).
 Demuestre que cualquiera que sea n ∈ N, n ≥ 1, A/Mn tiene un unico
 ideal primo.
 22.20 Se dice que un anillo conmutativo y unitarioA es semisimple si Jm(A) =
 (0). Se dice que es semiprimo si Jp(A) = (0). Demuestre que A/Jm(A)
 es semisimple y que A/Jp(A) es semiprimo. Demuestre que si A es
 semisimple entonces es semiprimo. Demuestre que todo dominio de in-
 tegridad es un anillo semiprimo.
 22.21 Sea p un elemento irreducible de un anillo A. ¿Es (p) primo? ¿Es (p)
 necesariamente maximal?
 22.22 Sea A un anillo principal y sean a, b ∈ A∗ tales que mcd(a, b) = 1.
 Demuestre (Teorema Chino de los Residuos que dados c, d ∈ A, existe
 x ∈ A tal que x ≡ c(mod a) y x ≡ d(mod b).
 22.23 Sean a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, elementos de un anillo principal A.
 Demuestre (Generalizacion del Teorema Chino de los Residuos) que si
 mcd(ai, aj) = 1 para i 6= j existe x ∈ A tal que x ≡ bi(mod ai) para
 i = 1, 2, . . . , n.
 22.24 Sean a, b elementos no nulos de un anillo conmutativo y unitario A. Se
 dice que un elemento c ∈ A es un mınimo comun multiplo de a y b si
 a) c 6= 0.
 b) a|c y b|c.c) Si a|d y b|d, entonces c|d.
 Demuestre que dos mınimos comunes multiplos de a y b son asociados, y
 escriba d = mcm(a, b) para designar a uno cualquiera de ellos. Suponga
 que A es factorial y que
 a = uph11 ph22 · · · phnn
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 b = vpk11 pk22 · · · pknn
 donde los pi son irreducibles y pi no es asociado de pj si i 6= j, u y v
 son unidades, los hi y los ki numeros naturales. Demuestre que
 mcm(a, b) = pt11 pt22 · · · ptnn
 donde ti = max{hi, ki}. (El concepto de mınimo comun multiplo, ası co-
 mo el de maximo comun divisor, se generalizan a un numero finito
 a1, a2, . . . , an de elementos de A.)
 22.25 Sean A un anillo factorial y a, b, c elementos no nulos de A. Demuestre
 que
 mcd(ca, cb) = c mcd(a, b)
 y que
 mcm(ca, cb) = c mcm(a, b).
 Demuestre ademas que
 mcd(mcd(a, b), c) = mcd(a, b, c)
 y que
 mcm(mcm(a, b), c) = mcm(a, b, c)
 22.26 Sea A un anillo factorial. Demuestre que si a y b son elementos no nulos
 de A entonces
 mcd(a, b) ·mcm(a, b) = ab.
 Concluya que a y b son primos relativos si y solo si
 mcm(a, b) = ab.
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CAPITULO 23
 Dos ejemplos notables de anillos y cuerpos
 Si Z es el dominio de los enteros e i es la unidad imaginaria de C,
 Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z} (23.1)
 es el denominado dominio de los enteros de Gauss. Por diversos aspectos
 (Z[i],+, ·) es un anillo interesante.
 Teorema 23.1. El anillo (Z[i],+, ·) es un dominio de integridad. Si Z∗[i] =
 Z[i]r {0} y d : Z∗[i] −→ N esta dado por
 d(a+ bi) = a2 + b2 = |a+ bi|2 , a, b ∈ Z, (23.2)
 entonces:
 1. Cualesquiera que sean a, b ∈ Z∗[i],
 d(a) ≤ d(ab). (23.3)
 2. Si x, y ∈ Z[i] y x 6= 0, existen q, r ∈ Z[i] tales que
 y = qx+ r (23.4)
 donde r = 0 o d(r) < d(x).
 407
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 Por lo tanto (Z[i],+, ·) es un anillo euclıdeo.
 Demostracion. Que (Z[i],+, ·) es un dominio de integridad es claro, pues todo
 dominio numerico lo es. Para demostrar 1. observese que evidentemente
 d(ab) = |ab|2 = |a|2 |b|2 ≥ max{|a|2 , |b|2} = max{d(a), d(b)},
 cualesquiera que sean a, b ∈ Z[i] (si m,n > 0 son enteros entonces mn ≥max{m,n}). Esto demuestra 1. Para demostrar 2., observese en primer lugar
 que si a, n son enteros con n > 0, existen obviamente q, r tales que a = qn+r,
 con |r| < n/2. Supongase ahora que y = a + bi y, x ∈ Z, x > 0. Entonces,
 por lo dicho anteriormente
 a = q1x+ r1, b = q2x+ r2 (23.5)
 con |r1| < x/2, |r2| < x/2. Sean q = q1+q2i, r = r1+r2i. Entonces y = qx+r
 con r = 0 o d(r) < d(x). Esto demuestra 2. si y ∈ Z[i] y x ∈ N, x 6= 0. Ahora,
 si x = c + di 6= 0 y x = c − di, entonces |x|2 = xx es un entero no nulo y
 existiran q, r0 ∈ Z[i] tales que yx = q(|x|2) + r0 con r0 = 0 o d(r0) < d(|x|2).Sea r = y − qx. Entonces, y = qx + r con r = 0 o d(r) < d(x), y esto
 demuestra 2. en el caso general.
 Nota 23.1. Observese que d(a) = |a|2, no d(a) = |a| pues |a| puede no ser
 entero.
 Corolario 23.1. El anillo (Z[i],+, ·) es un anillo principal.
 Corolario 23.2. El anillo (Z[i],+, ·) es un anillo factorial.
 Nota 23.2. Es facil verificar que en (Z[i],+, ·), d(a) ≥ 1 para todo a ∈ Z∗[i],
 y que d(a) = 1 si y solo si a es una unidad de Z[i]. Se concluye ası que las
 unidades de Z[i] son ±1 y ±i, y que d(a) = d(ab) si y solo si b es una unidad.
 Nota 23.3. Si p ∈ Z[i] es irreducible y ℜ(p) > 0 e ℑ(p) ≥ 0, se dice que p es
 un primo de Z[i]. Es facil verificar que si p es irreducible, siempre existe un
 primo q tal que p ∼ q. De hecho, p = ±q o p = ±qi. Es curioso observar que
 5 es un primo en Z y no es un primo en Z[i]. Esto muestra, en particular,
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 que si z es un primo en Z[i], d(z) puede no ser un primo en Z.
 Denotaremos ahora con K3 al conjunto de los vectores columna 3× 1 sobre
 K = Q,R,C, y con H3(K) al conjunto
 H3(K) = ∗(K ×K3) := {(a+ x) : a ∈ K, x ∈ K3} (23.6)
 Se supone que el lector esta familiarizado desde sus cursos elementales de
 teorıa de las matrices con las operaciones sobre K3 dadas por
 1. K ×K3 −→ K3
 (a,x) −→ ax =
 ax1ax2ax3
 , x =
 x1x2x3
 , (Ley externa)
 2. K3 ×K3 −→ K3
 (x,y) −→ x+ y =
 x1x2x3
 +
 y1y2y3
 =
 x1 + y1x2 + y2x3 + y3
 , (Ley interna)
 3. K3 ×K3 −→ K
 (x,y) −→ x · y =
 x1x2x3
 ·
 y1y2y3
 = x1y1 + x2y2 + x3y3, (Producto escalar)
 4. K3 ×K3 −→ K3
 (x,y) −→ x× y =
 x1x2x3
 ×
 y1y2y3
 =
 z1z2z3
 , (Producto vectorial),
 donde
 z1 = x2y3 − x3y2, z2 = y1x3 − x1y3, z3 = x1y2 − x2y1. (23.7)
 Si x ∈ K3, escribimos
 |x| =√|x1|2 + |x2|2 + |x3|2, (23.8)
 claramente |x| es la norma usual de un vector en K3.
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 Si a ∈ K y x ∈ K3, (a + x) ∈ H3(K) se denomina un cuaternio sobre K.
 Los cuaternios fueron introducidos por W. R. Hamilton en sus intentos por
 describir fenomenos fısicos ligados simultaneamente a cargas y a campos pro-
 ducidos por estas (masas-campos gravitatorios, cargas electricas o magneticas
 y sus campos correspondientes). Aunque a la larga resulto mas comoda la
 descripcion en terminos del analisis vectorial (J. C. Maxwell, J. W. Gibbs,
 E. B. Wilson), los trabajos de Hamilton no dejan de tener su atractivo. Su
 mayor defecto, desde el punto de vista de la fısica fue quiza el de pretender
 incluir demasiada informacion simultaneamente. En efecto, Hamilton define
 para (a+ x), (b+ y) ∈ H3(K),
 (a+ x) + (b+ y) = ((a+ b) + (x+ y)) (23.9)
 (a+ x)(b+ y) = (ab+ ay+ bx− x · y+ x× y). (23.10)
 En terminos de los vectores i, j,k del analisis vectorial clasico, un cuaternio
 u ∈ H3(K) se escribe
 u = a+ u1i+ u2j+ u3k; a, u1, u2, u3 ∈ K. (23.11)
 y u = 0 si y solo si a = u1 = u2 = u3 = 0.
 Evidentemente (H3(K),+) es un grupo abeliano aditivo en el cual el elemen-
 to neutro es (0,0) y el inverso aditivo de (a,x), a ∈ K,x ∈ K3, es (−a,−x).
 En cuanto a la operacion (23.10), esta es mas compleja ya que incluye si-
 multaneamente el producto escalar y el producto vectorial de vectores en K3.
 Si (a+ x) ∈ H3(K), se define el conjugado (a+ x)∗ de (a+ x) por
 (a+ x)∗ = (a+ (−x)) = (a,−x) (23.12)
 y la norma ‖a+ x‖ de (a+ x) por
 ‖a+ x‖ =
 √|a|2 + |x|2. (23.13)
 Como se verifica inmediatamente, cualesquiera que sean los cuaternios u,v,w ∈
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 H3(K), K = Q,R,C, se tiene:
 1. u∗∗ = (u∗)∗ = u.
 2. (u+ v)∗ = u∗ + v∗.
 3. u∗u = uu∗ ≥ 0. Si u = x ∈ K3, entonces u∗u = |x|2 .
 4. (uv)∗ = v∗u∗.
 5. ‖u‖ =√uu∗.
 6. ‖uv‖ = ‖u‖ ‖v‖ .7. 1 = 1 + 0 es el elemento neutro de H3(K).
 8. Para K = Q,R, ‖u‖ = 0 si y solo si u = 0.
 9. Si u ∈ H3(K), K = Q,R, y, u 6= 0, u−1 = u∗/ ‖u‖2 es inverso
 multiplicativo de u para (23.9).
 10. (u+ v)w = uw+ vw, w(u+ v) = wu+wv.
 11. Si i, j, k son los vectores unitarios clasicos del analisis vectorial,
 se verifica que la ley de multiplicacion de los cuaternios para
 ellos esta dada por
 i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i,
 ik = −j.
 12. De (11) es posible deducir, con paciencia, que (uv)w = u(vw).
 13. Existen cuaternios u, v ∈ H3(K) tales que uv 6= vu.
 14. Si K = Q,R, (H3(K),+, ·) es un cuerpo no conmutativo.
 15. El anillo (H3(C),+, ·) no es un cuerpo.
 (23.14)
 Algo curioso es que:
 Nota 23.4. Si i, j, k son los vectores unitarios del analisis vectorial clasico:
 i =
 1
 0
 0
 , j =
 0
 1
 0
 , k =
 0
 0
 1
 , (23.15)
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 y si definimos formalmente
 Det
 i j k
 x1 x2 x3y1 y2 y3
 = (x2y3−y2x3)i+(y1x3−x1y3)j+(x1y2−y1x2)k. (23.16)
 Entonces x1x2x3
 ×
 y1y2y3
 = Det
 i j k
 x1 x2 x3y1 y2 y3
 . (23.17)
 Nota 23.5. Es facil verificar (Ejercicio 23.1) que si a ∈ R y n ∈ Z, n > 0
 entonces
 a = bn+ r (23.1)
 donde b ∈ R y r = 0 o |r| < n/2. Esta relacion es util en diversas circuns-
 tancias.
 EJERCICIOS
 23.1 Demuestre la afirmacion de la Nota 23.5.
 23.2 Demuestre que en (Z[i],+, ·), d(a) ≥ 1 para todo a ∈ Z∗[i] y que
 d(a) = d(1) si y solo si a es una unidad de Z[i]. Concluya que las unicas
 unidades de (Z[i],+, ·) son ±1, ±i, y que si a ∈ Z∗[i], d(a) = d(ab) si y
 solo si b es una unidad de Z[i].
 23.3 Demuestre que entre los maximos comunes divisores de a, b ∈ Z[i] existeuno y solo un d tal que ℜ(d) > 0, ℑ(d) ≥ 0 (al cual se le denomina el
 maximo comun divisor de a y b).
 23.4 Demuestre que en H(K), K = Q,R, la ecuacion x2 = −1 tiene infinitas
 soluciones.
 23.5 Determine los siguiente productos de cuaternios
 a) (i+ j)(i− j)
 b) (1− i+ 2j− 2k)(1 + 2i− 4j+ 6k)
 c) (2i− 3j+ 4k)2
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 23.6 Demuestre que el cuerpo C = {a + bi : a, b ∈ R} de los numeros
 complejos es un subcuerpo de H(R) y que {u ∈ H(R) : ui = iu} = C.
 23.7 Demuestre que {u ∈ H(R) : ui = iu,uj = ju} = R.
 23.8 Verifique que enH(C), (1+√−1 i+j+
 √−1k)(1−
 √−1 i−j−
 √−1k) =
 0, y concluya que H(C) no es un cuerpo. ¿Existe u ∈ H(C) tal que
 u2 = 0?
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CAPITULO 24
 Espacios Vectoriales y Modulos
 Examinaremos muy brevemente en este capıtulo el concepto de espacio vec-
 torial sobre un cuerpo conmutativo K. Es difıcil poner en duda que esta es
 (junto con una serie de nociones relacionadas con ella: independencia lineal,
 bases, dimension, etc.) una de las nociones mas importante de las matemati-
 cas: Todo objeto interesante en matematicas es un espacio vectorial o algo
 ıntimamente relacionado con uno. De hecho, existen ramas de la matemati-
 ca dedicadas al estudio de los espacios vectoriales: El Algebra y el Analisis
 Lineales, las cuales exceden, en mucho, ser simples capıtulos del algebra. Por
 esta misma razon, aun en un texto de algebra cuyo objetivo principal no sea
 la nocion de espacio vectorial, es importante decir algo acerca de ellos, pues
 es imposible ignorarlos.
 Definicion 24.1. Un espacio vectorial es un sistema (K, ·, E,+) formado por
 un cuerpo conmutativo K, un grupo abeliano aditivo (E,+) cuyo elemento
 neutro es 0 y en el cual el inverso aditivo de u ∈ E es −u, y una ley de
 composicion externa (·) sobre E,
 (·) : K × E −→ E
 (a, u) −→ au,(24.1)
 415
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 sujeta a las condiciones
 1. 0 · u = 0, u ∈ E.
 2. (a+ b) · u = a · u+ b · u; a, b ∈ K, u ∈ E.
 3. a · (u+ v) = a · u+ a · v; a ∈ K, u, v ∈ E.
 4. (ab) · u = a · (b · u); a, b ∈ K, u ∈ E.
 5. 1 · u = u, u ∈ E.
 (24.2)
 Como es claro (ab) ·u = (ba) ·u = b · (a ·u) = a · (b ·u), cualesquiera que sean
 a, b ∈ K, u ∈ E. De las propiedades anteriores se deducen inmediatamente
 otras como
 6. a · 0 = 0, a ∈ K.
 7. (−a) · u = a · (−u) = −(a · u); a ∈ K, u ∈ E.
 8. a−1 · (a · u) = a · (a−1 · u) = 1 · u = u; a ∈ K, u ∈ E.
 9. a · u = 0 si y solo si a = 0 o u = 0; a ∈ K, u ∈ E.
 (24.3)
 Los elementos de E se denominan los vectores del espacio vectorial (K, ·, E,+),
 los de K, los escalares de este.
 Ejemplo 24.1. Si K es un cuerpo conmutativo, (K, ·, K,+), donde (·) es lamultiplicacion del cuerpo, es un espacio vectorial sobre K. Mas generalmen-
 te, si K es un subcuerpo de L, (K, ·, L,+) es un espacio vectorial sobre K.
 Este es el tipo de espacios vectoriales de mayor interes para nosotros.
 Ejemplo 24.2. Si K es un cuerpo numerico, el espacio (K, ·,Mm×n(K),+)
 de las matrices de orden m× n sobre K es un espacio vectorial sobre K. En
 lugar de Mm×n(K) es corriente escribir Knm (y simplemente Km si n = 1,
 Kn si m = 1, en cuyo caso se denominan respectivamente los vectores co-
 lumna de orden m × 1 y los vectores fila de orden 1 × n). En general una
 matriz 1× n, [a11, a12, . . . , a1n] se identifica con la n-upla (a1, a2, . . . , an) y el
 espacio vectorial Kn se identifica, como conjunto, con el producto cartesiano
 K ×K × · · · ×K (n factores).
 Ejemplo 24.3. Si K es un cuerpo numerico y K[x] es el conjunto de los
 polinomios en x sobre K, (K, ·, K[x],+) es un espacio vectorial sobre K.
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 Ejemplo 24.4. SeanX 6= ∅ un conjunto,K un cuerpo conmutativo, F(X,K)
 el conjunto de las funciones de X en K. entonces (K, ·,F(X,K),+), donde
 (·) y (+) tienen los sentidos obvios, son espacios vectoriales sobre K.
 El siguiente lema es fundamental para la comprension de los espacios vecto-
 riales.
 Lema 24.1. Sean K un cuerpo conmutativo, A = [αij ] una matriz de orden
 m× n sobre K (A ∈Mm×n(K)). Si m < n, la ecuacion
 Ax = 0, x ∈ Km, (24.4)
 tiene soluciones no triviales.
 Demostracion. Si m = 1, (24.4) se reduce a
 α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = 0, (24.5)
 la cual tiene solucion obvia α11 = α12 = · · · = α1n = 0. Tambien, si α1j 6= 0
 para algun j, tiene soluciones no triviales. Por ejemplo (β1, β2, . . . , βn), donde
 βj = −(α11β1+α12β2+ · · ·+α1j−1βj−1+α1j+1βj+1+ · · ·+α1nβn)α−11j (24.6)
 y (β1, β2, . . . , βj−1, βj+1, . . . , βn) es arbitrario, es solucion, si α1j 6= 0.
 Haremos ahora induccion sobre n. Sustituyase el sistema (24.4) por
 α11 α12 · · · α1n
 0 β22 · · · β2n0 β32 · · · β3n...
 ......
 0 βm2 · · · βmn
 x1x2x3...
 xn
 =
 0
 0
 0...
 0
 , (24.7)
 donde podemos suponer que α11 6= 0 y que
 βkj = α11αkj − αk1α1j, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, (24.8)
 el cual tiene las mismas soluciones (si las tiene) que (24.4). Ahora, por la
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 hipotesis de induccion, el sistema
 β22 · · · β2nβ32 · · · β3n...
 ...
 βm2 · · · βmn
 x2x3...
 xn
 =
 0
 0...
 0
 , (24.9)
 tiene soluciones no triviales (pues n− 1 > m). Y si (β2, β3, . . . , βn) es una de
 ellas, (β1, β2, β3, . . . , βn), donde
 β1 = −(α12β2 + α13β3 + · · ·+ α1nβn)α−111 , (24.10)
 es una solucion no trivial de (24.7). Esto demuestra el lema. �
 Nota 24.1. Si α11 = 0, podemos aun suponer que α1k 6= 0 para algun k,
 1 ≤ k ≤ n. Notese que si α1k = 0 para todo k = 1, 2, . . . , n, debemos quedar
 aun en la situacion de un sistema con mas incognitas que ecuaciones (es decir
 n− 1 > m) y el argumento se desarrollara de la misma manera.
 Si (K, ·, E,+) es un espacio vectorial y A ⊆ E, A 6= ∅, una expresion de la
 forma ∑
 u∈Aαuu (24.11)
 donde αu ∈ K para todo u ∈ A y αu = 0 salvo tal vez para finitos valores de
 u en A, se denomina una combinacion lineal de elementos de A. Claramente
 v =∑
 u∈A αuu ∈ E. Si A = {u1, . . . , un} es un conjunto finito,
 u =n∑
 k=1
 αkuk (24.12)
 es una combinacion lineal de elementos de A con coeficientes α1, . . . , αn. Si
 A ⊆ E, A 6= ∅, [A]K denotara el conjunto de todas las combinaciones lineales
 de elementos de A.
 Nota 24.2. Es corriente escribir [∅]K = {0}.
 Definicion 24.2. Se dice que una parte F de un espacio vectorial (K, ·, E,+)
 esta generado por A ⊆ E, si
 F = [A]K . (24.13)

Page 431
                        

419
 Esto significa que todo vector v ∈ F se escribe en la forma
 v =∑
 u∈Aαuu (24.14)
 donde αu ∈ K y αu = 0 salvo para finitos valores de u. Se dice tambien
 que A es un sistema de generadores de F . Otra manera de escribir (24.13) es
 diciendo que para todo u ∈ F , existen u1, u2, . . . , un ∈ A y α1, α2, . . . , αn ∈ K
 tales que
 u =n∑
 k=1
 αkuk = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun. (24.15)
 Nota 24.3. De ahora en adelante, si A ⊆ E, al escribir
 ∑
 u∈Aαuu, (24.16)
 supondremos implıcitamente que αu = 0 salvo para finitos valores de u en
 A. Solo las expresiones de esta forma tienen sentido algebraico y recibiran el
 nombre de combinaciones lineales.
 Se dice que un subconjunto A ⊆ E, donde (K, ·, E,+) es un espacio vectorial,
 es un sistema linealmente independiente de vectores de E, o un sistema libre
 deE, si toda combinacion nula de vectores de A es identicamente nula. Es
 decir, si ∑
 u∈Aαuu = 0 (24.17)
 implica αu = 0 para todo u ∈ A. Dicho de otra manera, A es un siste-
 ma libre, si escogidos u1, u2, . . . , un ∈ A y α1, α2, . . . , αn en K, la condicion∑nk=1 αkuk = 0 implica α1 = α2 = · · · = αn = 0.
 Definicion 24.3. Se dice que un espacio vectorial E sobre K es de dimension
 finita sobre K, si existe B ⊆ E, finito, tal que
 E = [B]K . (24.18)
 Si existe B tal que (24.18) es valida y que #(B) = m, se dice que E tiene
 dimension a lo sumo m sobre K.
 Si #(B) = m, ası que
 B = {v1, v2, . . . , vm} (24.19)
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 y (24.18) es valida, que la dimension de E es a lo sumo m significa que todo
 vector v ∈ E se escribe en la forma
 v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αmvm, αk ∈ K, k = 1, 2, . . . ,m. (24.20)
 Ejemplo 24.5. Si K es un cuerpo conmutativo y E = Km es el conjunto de
 los vectores columna m× 1 sobre K, E es un espacio vectorial de dimension
 finita sobre K generado por B = {e1, e2, . . . , em}, donde
 ek =
 δk1δk2...
 δkm
 , k = 1, 2, . . . ,m. (24.21)
 Claramente #(B) = m y Km tendra a lo sumo dimension m.
 Ejemplo 24.6. Si K es un cuerpo numerico y α ∈ C es algebraico sobre K
 con f(α) = 0 y gradf(x) = n ≥ 1, entonces K[α] = {g(α) : grad(g(x)) < n}es de dimension finita sobre K y generado por B = {1, α, α2, . . . , αn−1}.
 Definicion 24.3. Se dice que un espacio vectorial E sobre K es de rango
 finito si existe n ≥ 0 en Z tal que E admite sistemas linealmente indepen-
 dientes (sistemas libres) con n, pero no con mas de n elementos.
 Nota 24.4. Evidentemente todo espacio vectorial distinto de {0} tiene al
 menos rango 1. Por otra parte, {0} tiene rango 0.
 Teorema 24.1. Si E es de dimension finita (a lo sumo m), existe n, mınimo
 (n ≤ m), para el cual existe un sistema de generadores de E con n elementos.
 Demostracion. Sean Em = {#(B)|B genera aE sobreK y#(B) ≤ m}, n =
 mın Em, B ∈ Em con #(B) = n. �
 Definicion 24.4. Se dice en tal caso que n es una dimension minimal de E
 sobre K, y si #(B) = n y es un sistema de generadores de E, se dice que B
 es un sistema minimal de generadores de E.
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 Teorema 24.2. Dos dimensiones minimales de un mismo espacio, de di-
 mension finita, E sobre K son iguales. Dos sistemas minimales B1, B2 de
 generadores de E tienen el mismo numero de elementos.
 Demostracion. Si m y n son dos de tales dimensiones, E tiene dimension a
 los sumo m, y como n es minimal, sera n ≤ m. A su vez, como m es minimal,
 tambien m ≤ n. Entonces n = m. �
 Definicion 24.5. Si E es de dimension finita sobre K, la dimension minimal
 n de E sobre K se denomina simplemente la dimension de E sobre K:
 n := DimK(E). (24.22)
 Nota 24.5. Si B es cualquier sistema de generadores de E con n = DimK(E)
 elementos, B es una base de E.
 Nota 24.6. Si B es una base de E sobre K, B es un sistema linealmente in-
 dependiente de vectores de E. En efecto, si u ∈ B perteneciera al subespacio
 generado por B′ = B r {u}, B′ serıa aun una base de E. Esto es absurdo,
 pues #(B′) < #(B).
 Lema 24.2. Si E tiene rango n ≥ 0 sobre K y B es un sistema libre de E
 con n elementos, B es un sistema de generadores de E. Todo espacio vecto-
 rial de rango finito es necesariamente de dimension finita.
 Demostracion. Si u ∈ E y u /∈ B, B ∪ {u} tiene n+ 1 elementos, ası que no
 es un sistema libre. Como B es libre, esto implica que u ∈ [B]K . Entonces,
 B es un sistema de generadores de E. �
 Teorema 24.3. Si E tiene rango n ≥ 0 sobre K y B es un sistema libre de
 E con n elementos, B es una base de E.
 Demostracion. Puesto que B es un sistema de generadores de E con n ele-
 mentos, debe existir una base B′ de E con #(B′) = m ≤ n elementos.
 Supongase que m < n, que B = {u1, . . . , un} y que B′ = {v1, . . . , vm}. Como
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 B′ es un sistema de generadores de E
 uk =m∑
 j=1
 αjkvj, k = 1, 2, . . . , n. (24.23)
 Pero B es tambien un sistema libre de E. Por lo tanto, si∑n
 k=1 βkuk = 0,
 necesariamente βk = 0, k = 1, 2, . . . , n, lo cual no es posible pues implica que
 la n−pla (β1, . . . , βn) = (0, . . . , 0) es la unica solucion del sistema
 n∑
 k=1
 αjkβk = 0, j = 1, 2, . . . ,m, (24.24)
 es decir, de la ecuacionα11 · · · α1n
 ......
 αm1 · · · αmn
 β1...
 βn
 =
 0...
 0
 , (24.25)
 lo cual es absurdo, pues n > m. �
 Corolario 24.1. Para un espacio vectorial E sobre K, las afirmaciones si-
 guientes son equivalentes:
 1. E es de dimension finita m sobre K.
 2. E tiene rango finito m sobre K.
 O, lo que es lo mismo,
 Corolario 24.2. Para un espacio vectorial E sobre K, las afirmaciones
 1. E tiene un sistema minimal de generadores con m elementos.
 2. E tiene un sistema libre maximal con m elementos.
 3. E tiene una base con m elementos.
 son equivalentes.
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 El siguiente resultado sera util para nuestros propositos.
 Teorema 24.4. Sean K, L, M cuerpos conmutativos con K ⊆ L ⊆ M .
 Supongase que [L;K] = m, que {a1, . . . , am} es una base de L/K, que
 [M ;L] = n y que {b1, . . . , bn} es una base de M/L. Entonces [M ;K] = mn
 y {aibj| 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} es una base de M/K.
 Demostracion. Si∑
 i,j αij(aibj) = 0, entonces∑
 j(∑
 i αijai)bj = 0, lo cual
 implica que∑
 i αijai = 0 para todo j = 1, 2, . . . , n. Pero esto implica, a
 su vez que cualquiera que sea j, αij = 0 para i = 1, 2, . . . ,m. En total, si∑i,j αij(aibj) = 0, necesariamente αij = 0 para todo par (i, j), lo cual asegu-
 ra la independencia lineal de {aibj| 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}. Por otra parte, si
 v ∈ M , existen c1, . . . , cn en L tales que v =∑n
 j=1 cjbj. A su vez, para cada
 j, existiran αij ∈ K tales que cj =∑n
 i=1 αijai. Entonces v =∑
 i,j αij(aibj),
 lo cual establece que {aibj} es un sistema de generadores deM/K. Entonces,
 una base de M/K. �
 Corolario 24.3. Sean K, L, M cuerpos conmutativos con K ⊆ L ⊆ M , y
 supongase que [M ;K] <∞. Entonces
 [L;K] <∞, [M ;L] <∞, [L;K]/[M ;K] <∞ y [M ;L]/[M ;K] <∞.
 Ademas
 [M ;K] = [M ;L][L;K] (24.26)
 Demostracion. Si M tuviera rango infinito sobre L, esto serıa evidentemente
 cierto de M/K. Lo mismo, si L/K tuviera rango infinito, tambien lo tendrıa
 M/K. Por lo tanto [M ;L] <∞, [L;K] <∞ y [M ;K] = [M ;L][L;K]. �
 Teorema 24.5. Si E es un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo
 finito K, entonces
 #(E) = n(#(K)). (24.27)
 Demostracion. Si {a1, . . . , an} es una base de E sobre K,
 E = {α1a1 + · · ·+ αnan : α1, . . . , αn ∈ K},
 y este conjunto puede evidentemente ponerse en correspondencia biyecti-
 va con K1 × · · · × Kn, donde Ki = K para todo i = 1, 2, . . . , n. Como
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 #(K1 × · · · ×Kn) = n#(K), el teorema queda demostrado. �
 La nocion de espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K se puede
 extender en gran medida a la de espacio vectorial E sobre un anillo conmu-
 tativo K. En tal caso, el nuevo concepto recibe preferencialmente el nombre
 de modulo sobre el anillo K. De hecho, deben tomarse algunas precauciones.
 En primer lugar, si K no es unitario, (5) de (24.1) puede no tener sentido, y
 tampoco lo tendrıa en general (7) de (24.3).
 De todas maneras, podrıamos definir un modulo E sobre un anillo conmuta-
 tivo K como un sistema (K, ·, E,+) donde (E,+) es un grupo abeliano, K
 es un anillo conmutativo y
 (·) : K × E −→ E
 (a, x) −→ ax,
 es una ley de composicion externa sobre E tal que
 1. 0u = 0,
 2. (a+ b)u = au+ bu,
 3. a(u+ v) = au+ av,
 4. (ab)u = a(bu).
 (24.28)
 Si ademas K es un anillo unitario y
 5. 1u = u, (24.29)
 se dice que (K, ·, E,+) es un K−modulo unitario.
 Quiza los dos siguientes son los ejemplos mas importantes de K−modulos:
 Ejemplo 24.7. Si K es un anillo conmutativo, todo ideal de K es un
 K−modulo. Si K es unitario, tal modulo es unitario.
 Ejemplo 24.8. Todo grupo abeliano (G,+) es un Z−modulo unitario para
 la ley de composicion externa
 (·) : K × E −→ E
 (m,x) −→ mx,
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 Aquı mx esta definida inductivamente para x ∈ G.
 mx =
 0, si m = 0,
 nx+ x, si m = n+ 1, n ∈ N,(−m)(−x), si m ∈ Z, m < 0.
 (24.30)
 Si (G, ·) es un grupo abeliano multiplicativo, la ley externa puede darse en
 la forma
 xm =
 1, si m = 0,
 xn · x, si m = n+ 1, n ∈ N,(x−1)−m, si m ∈ Z, m < 0.
 (24.31)
 Para esta ley, (Z, ·, G,+) es aun un Z−modulo.
 Ejemplo 24.9. Si el anillo conmutativo E es una extension del anillo K,
 y A es un ideal de E, el anillo cociente E/A es un K−modulo. Esto es en
 particular cierto si E = K.
 Fuera de algunos ejercicios al final, dejaremos el estudio de los espacios vec-
 toriales y los modulos a los cursos de algebra lineal.
 EJERCICIOS
 24.1 Sea (K, ·, E,+) un espacio vectorial. Se dice que el espacio vectorial
 (K, ·, F,+) es un subespacio de (K, ·, E,+) si (F,+) es un subgrupo de
 (E,+) y ax ∈ F para todo a ∈ K, x ∈ F . Demuestre:
 1. Si (K, ·, E,+) es un espacio de rango finito, tambien (K, ·, F,+)
 lo es.
 2. Si (K, ·, E,+) es de dimension finita, tambien (K, ·, F,+) lo es y
 DimKF ≤ DimKE.
 3. Si DimKF = DimKE, entonces F = E.
 24.2 Sean (K, ·, E,+) y (K, ·, F,+) como en el Ejercicio 24.1. Sobre el grupo
 cociente (E/F,+) considere la ley de composicion
 (·) : K × E/F −→ E/F
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 dada por
 a(u+ F ) = au+ F, a ∈ K, u ∈ E.
 Demuestre que (K, ·, E/F,+) es un espacio vectorial sobre K y que si
 DimKE <∞ entonces DimKE/F = DimKE −DimKF .
 24.3 Sean K un cuerpo conmutativo, (K, ·, K[x],+) el espacio vectorial de
 los polinomios sobre K. Demuestre que (K, ·, K[x],+) no es dimension
 finita sobre K.
 24.4 En lo que sigue, para abreviar, nos referiremos al espacio vectorial
 (K, ·, E,+) simplemente como (K,E). Sean (K,E), (K,F ) espacios
 vectoriales sobre un mismo cuerpo K, f : E −→ F una aplicacion. Se
 dice que f es K−lineal, o, simplemente lineal, si
 f(au+ bv) = af(u) + bf(v)
 cualesquiera que sean a, b ∈ K, u, v ∈ F . Demuestre:
 1. Si A es un subespacio de E, f(A) es un subespacio de F .
 2. Si B es un subespacio de F , f−1(B) es un subespacio de E.
 3. kerf := f−1({0}) es un subespacio de E.
 4. Imf = f(E) es un subespacio de F .
 24.5 Sean E0, . . . , En espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, y para
 cada k = 0, 1, . . . , n− 1, sean fk : Ek −→ Ek+1 aplicaciones lineales. Si
 para todo k = 0, 1, . . . , n− 1, Imfk ⊆ kerfk+1, se dice que
 E : E0 E1. . . En-f1 -f2 -fn
 es un complejo E de espacios vectoriales y aplicaciones lineales y
 HK(E) = kerfk/Imfk−1, k = 1, . . . , n− 1,
 se denomina el k−esimo grupo de cohomologıa de E . Notese queH0(E) yHn(E) no estan definidos. Si Hk(E) = {0} para todo k = 1, 2, . . . , n−1,
 es decir, si kerfk = Imfk−1 para todo k = 1, 2, . . . , n−1, se dice que E es
 una sucesion exacta de aplicaciones lineales. Si para un espacio vectorial
 E denotamos con 0 −→ E y con E −→ 0 las unicas aplicaciones lineales
 posibles de {0} en E y de E en {0}. Demuestre:

Page 439
                        

427
 1. La sucesion 0 E F- -f es exacta si y solo si f es
 inyectiva.
 2. La sucesion E F 0-f - es exacta si y solo si f es
 sobreyectiva.
 3. La sucesion 0 E F 0- -f - es exacta si y solo
 si f es biyectiva.
 4. Si F es un subespacio de E, la sucesion
 0 F E E/F 0- -i -ϕ - ,
 en la cual i : F −→ E es la inclusion i(x) = x y ϕ : E −→ E/F
 es la aplicacion canonica de E en el grupo cociente E/F (la cual
 es obviamente lineal), es exacta.
 ∗ 24.6 Si E, F son espacios vectoriales y f : E −→ F es una aplicacion lineal,
 0 E F 0- -f -
 es un complejo de espacios vectoriales y aplicaciones lineales. Si
 E1 : 0 E1 F1 0- -f1 - ,
 E2 : 0 E2 F2 0- - - ,
 E3 : 0 E3 F3 0- -f3 - ,
 son complejos, se dice que el diagrama
 0 0 0
 0 E1 E2 E3 0
 0 F1 F2 F3 0
 0 0 0
 ? ? ?- -ϕ1
 ?
 f1
 -ϕ1
 ?
 f2
 -
 ?
 f3
 -
 ?
 -ϕ2
 ?
 -ϕ2 -
 ?
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 es una sucesion exacta 0 E1 E2 E3 0- -ϕ -ϕ - de
 complejos si la filas son exactas y los cuadrados son conmutativos:
 f2ϕ1 = ϕ2f1, f3ϕ1 = ϕ2f2. Demuestre que si
 0 E1 E2 E3 0- -ϕ -ϕ -
 es una sucesion exacta de complejos, esta da a su vez lugar a una
 sucesion exacta
 0 → kerf1 → kerf2 → kerf3 → cokerf1 → cokerf2 → cokerf3 → 0
 donde cokerfi = Fi/Imfi, i = 1, 2, 3. De hecho kerfi = H1(Ei), cokerfi =H2(Ei), i = 1, 2, 3. (Los resultados de este ejercicio son una introduccion
 elementalısima al algebra homologica).
 24.7 Sean L/K cuerpos conmutativos con [L;K] = m. Sea E un espacio
 vectorial sobre L con DimLE = n. Demuestre que E es un espacio
 vectorial sobre K con DimKE = mn.
 24.8 Sean E un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativoK y suponga-
 se que M,N son subespacios de E. Defınase
 M +N = {u+ v| u ∈M, v ∈ N}.
 a. Demuestre que M +N y M ∩N son subespacios de E.
 b. Si M,N son de dimension finita, tambien M +N lo es y
 DimK(M +N) = DimKM +DimKN −DimK(M ∩N).
 c. Si M ∩ N = {0}, es usual escribir M ⊕ N en lugar de M + N .
 Demuestre que si M,N son de dimension finita, M ⊕N tambien
 lo es y
 DimK(M ⊕N) = DimKM +DimKN.
 24.9 Sean K/F y E un espacio vectorial sobre K tal que DimFE < ∞. Si
 [K;F ] <∞, demuestre que DimK(E) <∞ y que
 DimK(E) = DimF (E)/[K;F ].
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 ∗24.10 Sean K un cuerpo conmutativo, D un dominio de integridad del cual
 K es un subcuerpo. Demuestre que si DimK(D) < ∞, entonces D es
 un cuerpo.
 24.11 Sean E,F espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo conmutativo K,
 f : E → F una aplicacion lineal. Se dice que f es un isomorfismo de
 espacios vectoriales si f es biyectiva, es decir, si y solo si la sucesion
 0 E F 0- -f -
 es exacta. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demuestre
 que E es de dimension finita n sobre K si y solo si existe al menos un
 isomorfismo f de E sobre Kn.

Page 442
                        

430 CAPITULO 24. ESPACIOS VECTORIALES Y MODULOS

Page 443
                        

CAPITULO 25
 Cuerpos Conmutativos
 Analoga a la teorıa de los cuerpos numericos es la teorıa de los cuerpos
 conmutativos arbitrarios, la cual examinaremos brevemente en este capıtulo.
 Enfatizaremos las semejanzas, pero tambien las diferencias.
 La principal diferencia entre cuerpos numericos y cuerpos conmutativos ar-
 bitrarios radica en que estos ultimos no son necesariamente subcuerpos de C.(Todo subcuerpo de C es un cuerpo numerico.) Otra diferencia notable es que
 un cuerpo numerico es infinito, mientras que muchos cuerpos conmutativos
 importantes no lo son. Por ejemplo si p es un numero primo, (Zp,+, ·) es uncuerpo finito. Estos dos hechos justifican las consideraciones de este capıtulo.
 En realidad, nuestra principal preocupacion seran los polinomios sobre cuer-
 pos conmutativos, y tal como en el caso de los polinomios sobre cuerpos
 numericos, donde fue facil (y util) extender muchos de los resultados a los
 polinomios sobre dominios, es relativamente facil y ventajoso extender la
 teorıa de los polinomios sobre cuerpos al caso de los anillos conmutativos
 generales. Aunque nuestro interes esta en los cuerpos, es en cierta forma con-
 veniente formular algunos resultados dentro de este marco mas general. De
 todas maneras, si L es un anillo del cual K es un subanillo, diremos que L
 es una extension de K y escribiremos L/K.
 431
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 Si K es un anillo conmutativo y x /∈ K, un polinomio en x sobre K es una
 suma formal
 f(x) =∞∑
 k=0
 akxk (25.1)
 donde ak ∈ K para todo k y ak = 0 salvo para un numero finito de valores
 de k (ası que existe m ≥ 0 tal que ak = 0 para todo k > m). Si
 f(x) =∞∑
 k=0
 akxk y g(x) =
 ∞∑
 k=0
 bkxk,
 convenimos en que f(x) = g(x) si y solo si ak = bk para todo k ≥ 0. Por otra
 parte, se definen
 f(x) + g(x) =∞∑
 k=0
 (ak + bk)xk, f(x)g(x) =
 ∞∑
 k=0
 ckxk (25.2)
 donde
 ck =∑
 i+j=k
 aibj. (25.3)
 Es facil ver, siguiendo los mismos argumentos que en el Capıtulo 13, que
 f(x) + g(x) y f(x)g(x) estan bien definidos y, de hecho, que:
 Teorema 25.1. Si K[x] es el conjunto de los polinomios en x sobre K, el
 sistema (K[x],+, ·), donde (+) y (·) estan dados por (25.2) y (25.3), es un
 anillo conmutativo en el cual el elemento neutro aditivo es el polinomio
 0(x) =∞∑
 k=0
 θkxk,
 donde θk = 0 para todo k ≥ 0, y el inverso aditivo de
 f(x) =∞∑
 k=0
 akxk
 es
 (−f)(x) =∞∑
 k=0
 (−ak)xk.
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 Si K es unitario, con elemento identidad 1, tambien K[x] es unitario, siendo
 el polinomio
 1(x) =∞∑
 k=0
 δkxk,
 donde δk = 0 para toda k ≥ 1 y δ0 = 1, el elemento unidad de K[x].
 Es natural identificar K con un subconjunto de K[x], identificando a ∈ K
 con el polinomio∞∑
 k=0
 akxk
 dado por ak = 0 para k ≥ 1 y a0 = a: ası,
 a =∞∑
 k=0
 akxk.
 Notese que entonces 0 = 0(x), 1 = 1(x), con estos dos ultimos polinomios
 definidos en el enunciado del Teorema 25.1. Ası, los elementos neutros tanto
 aditivo como multiplicativo de K[x] son los mismos de K. Si f(x) ∈ K[x],
 f(x) =∞∑
 k=0
 akxk,
 se define el grado, grad(f(x)), de f(x) por
 grad(f(x)) = max{k| ak 6= 0}. (25.4)
 Si f(x) = 0, definimos, tal como en el Capıtulo 1, grad(f(x)) = −∞.
 Nota 25.1. De la relacion (13.33) se deduce que si K es un anillo entero
 y conmutativo, K[x] tambien lo es. Sin embargo, ni (13.33) ni (13.34) son
 necesariamente validas si K no es entero.
 Exactamente como en el Teorema 13.3, se demuestra que si K es un cuerpo
 conmutativo y f(x), g(x) ∈ K[x] con g(x) 6= 0, entonces
 f(x) = g(x)h(x) + r(x), (25.5)
 donde h(x), r(x) ∈ K[x] y r(x) = 0 o grad(r(x)) < grad(g(x)). Como antes,
 h(x) y r(x) estan unıvocamente determinados por f(x) y g(x), y el proceso
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 para su determinacion es completamente algorıtmico (Algoritmo de la Divi-
 sion con Resto). Naturalmente, las operaciones sobre los coeficientes deben
 efectuarse segun las reglas para estas operaciones en K. Por ejemplo:
 Ejemplo 25.1. En (Z7,+, ·), sean f(x) = 4x5 +3x4 +2x3 + x2 +1 y g(x) =
 5x2 + 4. Entonces
 4x5 + 3x4 + 2x3 + x2 + 1 = (5x2 + 4)(5x3 + 2x2 + 2x) + (6x+ 1),
 ası que en (25.5) se tiene, en este caso, que
 h(x) = 5x3 + 2x2 + 2x, r(x) = 6x+ 1. (25.6)
 Del algoritmo de la division se deduce que:
 Teorema 25.2. El anillo K[x] de los polinomios sobre un cuerpo conmutativo
 K es euclıdeo (Capıtulo 22). La aplicacion d : K[x]∗ → N definida por
 d(f(x)) = grad(f(x)) (25.7)
 es un grado para K[x].
 Corolario 25.1. El anillo K[x] de los polinomios sobre un cuerpo conmuta-
 tivo K es un anillo principal.
 Corolario 25.2. El anillo K[x] de los polinomios sobre un cuerpo conmuta-
 tivo K es un anillo factorial.
 Nota 25.1. Los elementos irreducibles de K[x] se denominan los polinomios
 irreducibles sobre K. Los polinomios monicos irreducibles se denominan aun,
 aunque con menor frecuencia que en el caso de los cuerpos numericos, los
 polinomios primos de K[x].
 Nota 25.2. Si K es un cuerpo conmutativo y f(x) ∈ K[x], entonces
 f(x) = p1(x) · · · pn(x) (25.8)
 donde los pk(x) ∈ K[x] son irreducibles sobre K. Si tambien
 f(x) = q1(x) · · · qm(x) (25.9)
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 con los qk(x) ∈ K[x] igualmente irreducibles sobre K, entonces m = n y
 existe una permutacion σ ∈ Sn tal que
 qk(x) ∼ pσ(k)(x). (25.10)
 Por otra parte,
 f(x) = upα11 (x) · · · pαn
 n (x), αk ≥ 1, k = 1, . . . , n, (25.11)
 donde los pk(x) son polinomios primos en K[x] y u es una unidad de K[x]
 (un elemento no nulo de K). Tal descomposicion de f(x) en factores primos
 es unica, salvo por el orden de los factores.
 Nota 25.3. Como K[x] es principal si K es un cuerpo conmutativo, el maxi-
 mo comun divisor de f1(x), . . . , fn(x) satisface una relacion de Bezout:
 mcd(f1(x), . . . , fn(x)) = m1(x)f1(x) + · · ·+mn(x)fn(x),
 donde mk(x) ∈ K[x], k = 1, . . . , n.
 Nota 25.4. Si K es un anillo factorial, tambien K[x] lo es. La demostracion
 de este hecho requiere establecer para q(x) ∈ K[x] resultados similares a los
 de Gauss sobre el contenido de un polinomio con coeficientes enteros,Capıtulo
 13, Definicion 13.9, lo cual no es difıcil. Nosotros no consideraremos en detalle
 esta situacion de la cual el resultado principal es un analogo completo del
 establecido para Z[x] en el Capıtulo 13, y segun el cual, si f(x) ∈ K[x],
 entonces
 f(x) = p1 · · · pmq1(x) · · · qn(x) (25.12)
 donde p1, . . . , pm son elementos irreducibles de K y q1(x), . . . , qn(x) son poli-
 nomios irreducibles y primitivos de K[x] (se dice que p(x) = anxn + · · ·+ a0
 es primitivo en K si mcd(a0, . . . , an) = 1, donde el maximo comun divisor
 es, naturalmente, un elemento de K) y la descomposicion es unica salvo aso-
 ciados y orden de los factores. Sin embargo, no es de esperarse que K[x] sea
 principal, aun si K lo es. Por ejemplo, Z[x] no es principal (como se verifica
 facilmente, el ideal de Z[x] generado por {x, 2} no es un ideal principal).
 Sin embargo, es frecuentemente util saber que Z[x] es factorial. Tambien
 es importante reconocer, por ejemplo, que si K es un anillo factorial, tam-
 bien lo es el anillo K[x, y] = K[x][y] de los polinomios en dos variables x, y.
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 Observese finalmente que, puesto que (Z[i],+, ·) (Capıtulo 23), el dominio
 de los enteros de Gauss, es factorial, tambien (Z[i][x],+, ·) es factorial.
 Si K es un cuerpo numerico, todo polinomio f(x) ∈ K[x] tiene al menos
 una raız en C. Si K es un cuerpo conmutativo arbitrario, no es evidente que
 f(x) ∈ K[x] tenga raıces. El siguiente teorema muestra que sı las tiene.
 Teorema 25.3. SeanK un cuerpo conmutativo y f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) ≥1. Entonces, existe una extension M de K en la cual f(x) tiene al menos
 una raız.
 Demostracion. Sean p(x) un divisor irreducible de f(x) en K[x] y M =
 K[x]/(p(x)). Como K[x] es principal, N = (p(x)) es un ideal maximal de
 K[x] y M es un cuerpo conmutativo (Corolario 22.3). Es claro ademas que
 la aplicacion ϕ : K → M dada por ϕ(a) = a + N es un monomorfismo de
 cuerpos (dado que grad(p(x)) ≥ 1, si a, b ∈ K; b − a ∈ (p(x)) si y solo si
 b = a), el cual permite considerar a K como un subcuerpo de M y a K[x]
 como un subanillo M [x]. Por otra parte, es claro que si α = x+N entonces
 p(α) = 0 (de hecho, hemos escrito 0 = (p(x)) = N para denotar al elemento
 neutro aditivo de M), ya que p(α) = p(x) +N = N = 0 (tengase en cuenta
 aquı que (x + N)n = xn + N para todo n ≥ 0). Esto dado que p(x) | f(x)enK[x] y, por lo tanto, tambien p(x) | f(x) enM [x], implica que f(α) = 0. �
 Nota 25.5. Observese que f(x) = (x−α)g(x) donde g(x) ∈M [x]. Observe-
 se, ademas, que [M ;K] = grad(p(x)) ≤ grad(f(x)).
 Corolario 25.3. Si f(x) ∈ K[x] tiene grado n ≥ 1, existe una extension L
 de K en la cual f(x) se escribe en la forma
 f(x) = a(x− α1) · · · (x− αn), (25.13)
 donde a ∈ K y α1, . . . , αn ∈ L son raıces de f(x). Ademas, L puede tomarse
 tal que
 [L;K] ≤ n!. (25.14)
 Demostracion. SeaM como en la demostracion del Teorema 25.3 y sea g(x) ∈M [x] tal que f(x) = (x − α)g(x) en M [x]. Si grad(f(x)) = 1, la afirmacion
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 es trivial, pues g(x) = a ∈ K. Si grad(f(x)) = n > 1 entonces grad(g(x)) =
 n − 1 ≥ 1, y razonando por induccion existira una extension L de M con
 [L;M ] ≤ (n− 1)! tal que
 g(x) = a(x− α2) · · · (x− αn), αk ∈ L; k = 2, 3, . . . , n; a ∈ L.
 Pero entonces
 f(x) = a(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), α1 = α.
 Se deduce que α1, . . . , αn son raıces (no necesariamente diferentes) de f(x) ∈L, y como a es el coeficiente de grado maximo de f(x), es claro que a ∈ K.
 Por otra parte, como [L;K] = [L;M ][M ;K], tambien claro que [L;K] ≤ n!.
 �
 Definicion 25.1. Sean K un cuerpo conmutativo, f(x) ∈ K[x] un polinomio
 de grado al menos 1. Una extension L de K en la que f(x) se escribe como
 en (25.13) y es ademas tal que
 L = K[α1, . . . , αn] (25.15)
 se denomina un cuerpo de descomposicion o un cuerpo de ruptura de f(x)
 sobre K, y se escribe
 L = K{f(x)}. (25.16)
 Nota 25.6. Como es claro, si α1, . . . , αn ∈ M , donde M es una extension
 de K, necesariamente K{f(x)} ⊆ M y f(x) se escribe en M en la forma
 (25.13). Esto implica que {α1, . . . , αn} es el conjunto completo de las raıces
 de f(x), es decir, que f(α) = 0 para α en alguna extension M de K si y solo
 si α = αk para algun k = 1, . . . , n. Esto implica tambien que si f(x) es un
 polinomio de grado n ≥ 0, f(x) no puede tener mas de n raıces en ningun
 cuerpo K.
 Nota 25.7. En el Capıtulo 13, fue importante el hecho de que si K era
 un cuerpo numerico f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) ≥ 1, existıa α ∈ C tal que
 f(α) = 0. Tambien era claro que cualquier otra raız de f(x) estaba en C. Si Kes un cuerpo conmutativo y f(x) ∈ K[x] con grad(f(x)) ≥ 1, hemos demos-
 trado que existe al menos una extension L = K{f(x)} de K en la cual f(x)
 tiene al menos una raız y, de hecho, que cualquier otra posible raız de f(x)
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 esta en L. Sin embargo, L puede no contener ninguna raız de g(x) ∈ K[x] si
 g(x) 6= f(x). Si bien la existencia de cuerpos de descomposicion es todo lo
 que se necesita usualmente para obtener informacion sobre los polinomios en
 cuerpos generales, es posible demostrar, aunque nosotros no lo haremos, que
 para todo cuerpo conmutativo K existe una extension K de K, denominada
 la clausura algebraica de K, en la cual todo polinomio f(x) ∈ K[x] tiene un
 sistema completo de raıces, lo cual no deja de tener importancia. Sin embar-
 go, contrario a lo que ocurre con C y los cuerpos numericos, la idea de un
 cuerpo conmutativo en el cual todo polinomio sobre un cuerpo conmutativo
 arbitrario tenga una raız es algo que no tiene cabida logica dentro del sistema.
 Nota 25.8. Es posible extender las nociones de extension algebraica y de
 elemento trascendente a cualquier cuerpo conmutativo K. Ası mismo, es po-
 sible definir tal como en el caso de los cuerpos numericos, el grupo de Galois
 G(L/K) de una extension L/K de cuerpos conmutativos. De hecho, la teorıa
 de tales extensiones, hablando de la teorıa de Galois, es analoga a la teorıa
 de los cuerpos numericos. Sin embargo, una complicacion puede aparecer en
 el caso de los cuerpos conmutativos arbitrarios. Esta complicacion esta rela-
 cionada con la nocion de separabilidad.
 Definicion 25.1. Sean K un cuerpo conmutativo, f(x) ∈ K[x]. Se dice que
 f(x) es separable sobre K, si ninguno de sus factores irreducibles en K[x]
 tiene raıces de multiplicidad superior a 1 (raıces multiples).
 Nota 25.9. Como es natural, f(x) puede tener raıces multiples. Lo impor-
 tante es que ninguno de sus factores las tenga. Como lo hemos mencionado,
 la nocion de extension algebraica se generaliza a los cuerpos conmutativos,
 ası que si L/K, L es algebraica sobre K si para todo a ∈ L existe un polino-
 mio f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0, tal que f(a) = 0. En ese caso existe, tal como en
 el caso de los cuerpos numericos, PK,a(x) ∈ K[x], un polinomio primo sobre
 K de grado mınimo, tal que PK,a(x) = 0 el polinomio mınimo de a sobre
 K, y a es separable sobre K si es algebraico sobre K y PK,a es separable, es
 decir, irreducible sobre K y sin raıces multiples. Si todo a ∈ L es algebraico
 sobre K se dice que L es algebraica sobre K o que L/K es algebraica. Si todo
 a ∈ L es separable sobre K, se dice que L es una extension separable de K.
 Tal como en el caso de los cuerpos numericos, es posible demostrar que si
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 [L;K] < ∞ entonces L = K[a], a ∈ L, pero siempre y cuando, ahora, L sea
 separable (lo cual ocurre automaticamente en el caso de los cuerpos numeri-
 cos). Para ser precisos, si L es una extension separable de K y [L;K] < ∞,
 entonces L es una extension simple de K, es decir, L = K[a], a ∈ L. Se dice
 tambien, en tal caso, que a es un elemento primitivo de L sobre K (Ejercicio
 25.2).
 El hecho de que toda extension de grado finito de un cuerpo numerico K es
 una extension simple de K es fundamental en la presentacion que hicimos de
 la teorıa de las extensiones algebraicas de K y en la teorıa de Galois de tales
 extensiones, como debe ser claro de la lectura de los Capıtulos 15-19. Esto es
 igualmente, cierto en la teorıa de Galois de las extensiones de cuerpos con-
 mutativos arbitrarios, pues ahora la nocion de separabilidad entra a jugar un
 papel importante. De todas maneras, tal como en el Capıtulo 15, definimos
 extension de Galois.
 Definicion 25.2. Si K y L son cuerpos conmutativos y L es una exten-
 sion de K, diremos que L/K es una extension de Galois, si [L;K] < ∞ y
 |G(L/K)| = [L;K].
 El siguiente teorema caracteriza las extensiones de Galois de orden finito.
 Teorema 25.4. Si L/K son cuerpos conmutativos y [L;K] < ∞, las afir-
 maciones siguientes son equivalentes:
 1. L = K{f(x)} donde f(x) es separable de grado s ≥ 1.
 2. L/K es de Galois.
 3. L/K es separable y es el cuerpo de ruptura de un polinomio f(x) ∈K[x].
 Demostracion. Para demostrar que 1. ⇒ 2., haremos induccion sobre n =
 [L;K]. Todo es trivial si n = 1. Supongase que L = K{f(x)} = K[α1, . . . , αn],
 donde α1, . . . , αn son las raıces de f(x), y que n > 1. Sea α = αk, 1 ≤ k ≤ n,
 α es raız de uno de los factores irreducibles q(x) de f(x) en K[x], ası que
 [K[α];K] = grad(q(x)) = s, y el numero de raıces de q(x) es s pues q(x)
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 es separable. Ahora podemos definir Ψ : G(L/K) → Hom(L(α)/K,L/K)
 mediante
 Ψ(σ)(α) = σ(α).
 Como σ ∈ G(L/K), es claro que σ(α) es raız de q(x) y que σ(α) = ρ(α),
 donde σ, ρ ∈ G(L/K), si y solo si σ−1ρ ∈ G(L/K[α]). Esto implica que
 |G(L/K)/G(L/K[α])| ≤ s.
 Ahora, si β es otra raız de q(x), existe un isomorfismo τ : K[α] → K[β] tal que
 τ(α) = β y que τ(σ) = σ para todo σ ∈ K, el cual se extiende en un isomor-
 fismo τ ∈ G(L/K), lo cual implica que |G(L/K)/G(L/K[α])| = s. Puesto
 que tambien L es el cuerpo de descomposicion sobre K[α] de f(x), se deduce
 de |G(L/K)/G(L/K[α])| = s que |G(L/K[α])| = n/s < n, y la hipotesis
 de induccion asegura que [L;K[α]] = |G(L/K[α])|. Por lo tanto, [L;K] =
 [L;K[α]][K[α];K] = |G(L/K[α])|·s = |G(L/K[α])|·|G(L/K)/G(L/K[α])| =|G(L/K)|. Esto demuestra que L/K es de Galois.
 3.⇒ 1. Si L/K es separable y [L;K] <∞, L es una extension simple de K:
 L = K[a], a ∈ L. Esto se demuestra tal como en el Teorema 13.18, Capıtulo
 13, y es facil ver que si f(x) = pK,a(x) entonces L = K{f(x)}.Veamos finalmente que 2. ⇒ 3. Sean α ∈ L y q(x) = pK,α(x). Si n =
 grad(q(x)) y α1, . . . , αr son las raıces de q(x) en L, entonces r ≤ n. Si
 τ ∈ G(L/K), τ deja fijos los coeficientes del polinomio g(x) = (x−α1) · · · (x−αr) ∈ L[x], pues τ solo puede permutar α1, . . . , αr. Como L/K es de Galois,
 esto implica que g(x) ∈ K[x]. Ahora, q(α) = 0, α = α1, lo cual implica
 que q(x)|g(x). Ademas grad(q(x)) ≥ grad(g(x)), ası que q(x) = g(x). Es-
 to asegura que todas las raıces de q(x) son distintas y estan en L, ası que
 L = K{q(x)}. Esto demuestra el teorema. �
 La nocion de separabilidad resulta estar ıntimamente ligada con la de carac-
 terıstica, que consideraremos ahora.
 Definicion 25.3. Si K es un anillo conmutativo, se dice que K es de carac-
 terıstica finita si K 6= {0} y existe m ∈ N, m > 0, tal que ma = 0 para todo
 a ∈ K. Si K = {0}, o si tal m no existe, se dice que K es de caracterıstica
 infinita.
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 Definicion 25.4. Si K 6= {0} es un anillo conmutativo, se define la carac-
 terıstica car(K) de K por
 car(K) := inf{m ∈ N∗|ma = 0 para todo a ∈ K} (25.17)
 donde N∗ = Nr {0}. Si K = {0}, se define
 car(K) := ∞. (25.18)
 Nota 25.10. Si K 6= {0} pero no existe m ∈ N∗ tal que ma = 0 para todo
 a ∈ K, el conjunto en (25.17) es ∅, e inf∅ = ∞.
 Teorema 25.4. Si K es un anillo entero y conmutativo de caracterıstica fini-
 ta m, m es el orden del subgrupo aditivo generado por todo elemento a ∈ K,
 a 6= 0. Dicho de otra manera, m es el orden aditivo |a| de todo a ∈ K, a 6= 0.
 Demostracion. Supongase que m = car(K) y que a ∈ K, a 6= 0. Como segun
 la Definicion 25.2, ma = 0, se deduce que |a||m, ası que |a| ≤ m. Por otra
 parte, si n ∈ N∗, a ∈ K, a 6= 0, y na = 0, entonces, para todo b ∈ K, b 6= 0,
 n(ab) = (na)b = a(nb) = 0 y, como K es un anillo entero, esto implica que
 nb = 0. Entonces, m ≤ n. Se concluye que para todo a ∈ K, a 6= 0, se tiene
 que m ≤ |a|, ası m = |a| para tales a. �
 Corolario 25.4. Si K es un dominio de integridad de caracterıstica finita,
 entonces p es el orden del subgrupo aditivo de (K,+) generado por el elemen-
 to unidad 1 de K, y es un numero primo.
 Demostracion. Sabemos que p es el orden del subgrupo aditivo generado
 por cualquier a ∈ K, a 6= 0. Si p no fuera primo, existirıan m,n ∈ Z,1 < m,n < p, tales que mn = p. Si a ∈ K, a 6= 0, es arbitrario, entonces
 pa = (mn)a = 0. Pero (mn)a = (m · 1)(na) donde 1 es elemento unidad de
 K. Esto implica que m · 1 = 0 o na = 0. Si fuera m · 1 = 0, se tendrıa mb = 0
 para todo b, lo cual es absurdo (pues m < p = car(K)). Y si fuera m · 1 6= 0,
 serıa necesariamente na = 0 para todo a ∈ K, lo cual tambien es absurdo. �
 Corolario 25.5. Si K es un dominio de integridad finito, K es de carac-
 terıstica finita a lo sumo |K|.
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 Demostracion. Si m = |K|, es claro que ma = 0 para todo a ∈ K. �
 Teorema 25.5. Si K es un dominio de integridad, K 6= {0} y car(K) = ∞,
 el subgrupo (K,+) de (K,+) generado por 1 es isomorfo a (Z,+). Es ademas
 un subanillo de (K,+, ·) isomorfo a (Z,+, ·).
 Demostracion. En efecto, es claro que ϕ : Z → K definida por ϕ(n) = n · e(e es el elemento unidad de K) es un monomorfismo de grupos (si fuera
 ϕ(n) = 0 para algun n ∈ Z, entonces na = 0 para todo a ∈ K). Como
 ademas ϕ(mn) = (mn)e = (me)(ne) = ϕ(m)ϕ(n), ϕ es tambien un mono-
 morfismo de anillos tal que ϕ(1) = e. Como evidentemente ϕ(Z) = K, el
 teorema queda demostrado. �
 Nota 25.11. Es evidente, recıprocamente, que si (K,+, ·) es un dominio de
 integridad en el cual el subgrupo aditivo generado por el elemento neutro 1
 de K es isomorfo a (Z,+), entonces car(K) = ∞.
 El siguiente teorema es evidente si se tiene en cuenta que obviamente (K,+, ·)es el cuerpo de cocientes de (K,+, ·).
 Teorema 25.6. Sean (K,+, ·) un cuerpo conmutativo, (K,+, ·) el subcuerpode K generado por el elemento unidad 1 de K (el subcuerpo interseccion de
 todos los subcuerpos de K) es isomorfo a (Q,+, ·), el cuerpo de los numeros
 racionales, si y solo si car(K) = ∞.
 Teorema 25.7. Sean (K,+, ·) un cuerpo conmutativo, (K,+, ·) el subcuerpode K generado por el elemento unidad 1 de K (el subcuerpo interseccion de
 todos los subcuerpos de K). Entonces (K,+, ·) es isomorfo a (Zp,+, ·) si y
 solo si car(K) = p, donde p es un primo.
 Demostracion. Si (K,+, ·) es isomorfo a (Zp,+, ·) y e es el elemento unidad
 de K, entonces pe = 0, lo cual implica que pa = 0 para todo a ∈ K, ası que
 car(K) ≤ p. Y no puede ser m = car(K) < p, pues no puede ser me = 0.
 Recıprocamente, si car(K) = p y ϕ : Z → K es el homomorfismo de anillos
 ϕ(m) = me, entonces kerϕ = pZ, ası que ϕ define un monomorfismo de
 cuerpos ϕ : Z/pZ → K. Obviamente Imϕ = K. �
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 Nota 25.12. El subcuerpo de (K,+, ·) generado por 1, siendo la interseccion
 de todos los subcuerpos de K, es el mas pequeno subcuerpo de K (para la
 relacion de inclusion). Se denomina el cuerpo primo de K. Segun los resul-
 tados anteriores, el cuerpo primo de K es (Q,+, ·) (salvo isomorfismo) si y
 solo si car(K) = ∞, K 6= {0}, y es (Zp,+, ·) si y solo si car(K) = p, p un
 primo.
 Nota 25.13. Si K es un cuerpo conmutativo y car(K) = ∞, necesariamente
 K es infinito (pues es una extension de Q). Por el contrario, un cuerpo de
 caracterıstica p, p un primo, puede ser finito o infinito. Observese que para
 que un cuerpo conmutativo K sea un cuerpo numerico es suficiente que (Csea una extension de K, pero esto puede no ocurrir, aun si car(K) = ∞. Por
 ejemplo, si K es un cuerpo numerico, K[x] es el dominio de integridad de
 los polinomios en x y K(x) es el cuerpo de cocientes de K[x] (Capitulo 22,
 Teorema 22.2), entonces
 K(x) =
 {f(x)
 g(x): f(x), g(x) ∈ K[x], g(x) 6= 0
 }(25.19)
 es el denominado cuerpo de las fracciones racionales en x sobre K. Eviden-
 temente K(x) es un cuerpo conmutativo, el cual no es un subcuerpo de C.
 Nota 25.14. Observese tambien que si K = Zp, p un primo, K(x) es un
 cuerpo conmutativo infinito de caracterıstica p.
 Nota 25.15. Si f(x) = anxn + · · · + a0 ∈ K[x], donde K es un cuerpo
 arbitrario, se define f ′(x), la primera derivada del polinomio f(x) por
 f ′(x) = nanxn−1 + · · ·+ a1. (25.20)
 Es decir, si
 f(x) =∞∑
 k=0
 akxk
 entonces
 f ′(x) =∞∑
 k=1
 kakxk−1.
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 El polinomio f ′(x) ∈ K[x] tiene propiedades completamente analogas a las
 que tiene en el caso de los cuerpos numericos. En particular, las relaciones
 (13.77) y (13.78) son igualmente validas en el caso de los cuerpos conmutati-
 vos y tal como en el caso de los cuerpos numericos, α es una raiz de f(x) de
 multiplicidad al menos 2 si y solo si α es tambien raiz de f ′(x). Observemos
 finalmente que si car(K) = 0, los mismos argumentos de la demostracion del
 Teorema 13.18 aseguran la separabilidad de todo polinomio irreducible sobre
 K. Esto es:
 Teorema 25.8. Si K es un cuerpo conmutativo con car(K) = ∞, todo po-
 linomio irreducible p(x) ∈ K[x] es separable, y si L/K es una extension con
 [L;K] < ∞, entonces L es una extension simple de K. Es decir, L = K[a],
 a ∈ L.
 La demostracion es completamente analoga a la del Teorema 13.18, la deja-
 mos al lector como ejercicio (Ejercicio 25.3).
 Del Teorema 25.8 se deduce que la Teorıa de Galois de las extensiones de
 cuerpos conmutativos de caracterıstica ∞ es completamente analoga a la de
 los cuerpos numericos. Como veremos en el proximo capıtulo, la Teorıa de
 Galois de las extensiones de cuerpos finitos es tambien analoga a la Teorıa
 de Galois de los cuerpos numericos. Solo queda entonces un caso en el cual
 las cosas pueden marchar de manera distinta. Este es el caso de los cuerpos
 conmutativos infinitos de caracterıstica finita. La razon radica en que un po-
 linomio irreducible sobre un tal cuerpo puede tener raıces multiples (es decir,
 puede no ser separable). El siguiente es un ejemplo de esta naturaleza.
 Ejemplo 25.2. Considerese el cuerpo de cocientes Zp(y) de Zp[y]. Eviden-temente Zp(yp), el cuerpo de cocientes de Zp[yp] es un subcuerpo de Zp(y) y[Zp(y);Zp(yp)] = p, pues evidentemente {1, . . . , yp−1} es una base de Zp(y)sobre Zp(yp), lo cual implica, en particular, que p(x) = xp− yp = pZp(yp),y(x)
 (pues p(y) = 0 y p(x) tiene grado p sobre Zp(yp), siendo entonces irredu-
 cible). Como evidentemente p(x) = (x − y)p en Zp(y), se deduce que y no
 es separable sobre Zp(yp) y que Zp(y) no es una extension separable de Zp(yp).
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 EJERCICIOS
 Se supone que todos los cuerpos considerados en estos ejercicios son conmu-
 tativos
 25.1 Sean L/K cuerpos conmutativos. Demuestre que las afirmaciones si-
 guientes son equivalentes para α ∈ L (aquı K[α] = {f(α) : f(x) ∈K[x]}. Notese que K[α] es un espacio vectorial sobre K).
 1. α es algebraico sobre K.
 2. K[α] es un cuerpo conmutativo.
 3. Si p(x) = pK,α(x) es el polinomio mınimo (el polinomio monico
 f(x) de grado mınimo tal que f(α) = 0), p(x) es un polinomio
 primo y la aplicacion Ψα : K[x] → K[α] tal que Ψα(f(x)) = f(α)
 es un homomorfismo de anillos tal que kerΨα = (p(x)), el ideal
 generado por p(x). Concluya que K[x]/(p(x)) ≈ K[α].
 4. K[α] es un espacio vectorial de dimension finita sobre K.
 5. [K[α];K] = grad(pK,α(x)).
 25.2 Sea L/K. Demuestre que si [L;K] <∞ entonces L es algebraica sobre
 K.
 25.3 Sean L/K cuerpos conmutativos, α ∈ L, trascendente sobre K (es
 decir, no existe f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0, tal que f(α) = 0). Sea K(x)
 el cuerpo de cocientes de K[x]. Demuestre que K[α] es un dominio de
 integridad pero no un cuerpo, y que si K(α) es su cuerpo de cocientes,
 la aplicacion Ψα : K(x) → K(α) dada por Ψα(f(x)) = f(α) es un
 isomorfismo de cuerpos.
 25.4 Sea L/K separable. Demuestre que si [L;K] < ∞, L es una extension
 simple de K. Es decir, existe a ∈ L tal que L = K[a].
 25.5 Sean K un cuerpo de caracterıstica infinita y L una extension de K.
 Demuestre que si L es algebraica sobre K, entonces L/K es separable.
 25.6 Sean L/K, α1, . . . , αn ∈ L algebraicos sobre K. Demuestre que existe
 una extension F de K, con [F ;K] <∞, tal que α1, . . . , αn ∈ F .
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 25.7 Sean K, L, M cuerpos conmutativos, L/K y M/L extensiones. De-
 muestre que si L/K es algebraica y α ∈ M es algebraica sobre L,
 entonces α es algebraica sobre K. Concluya que si M/L es algebraica
 entonces M/K es algebraica.
 25.8 Sean L/K y M/L. Demuestre que si m = [L;K] < ∞ y n = [M ;L] <
 ∞, entonces [M ;K] = mn <∞.
 25.9 Sea L/K. Demuestre que el conjunto LK de los elementos de L que son
 algebraicos sobre K es un cuerpo conmutativo y que K ⊆ LK ⊆ L.
 25.10 Sea L/K. Demuestre que si [L;K] es un primo, no existe ningun cuerpo
 F tal que K ⊆ F ⊆ L, K 6= F , F 6= L.
 25.11 Demuestre que si α ∈ Q(π) pero α /∈ Q, entonces α es trascendente
 sobre Q.
 25.12 Sea F/K. Si a ∈ F es algebraico sobre K y [K[a];K] es impar, tambien
 a2 es algebraico sobre K y [K[a2];K] es impar. Ademas, K[a2] = K[a].
 25.13 Si F es algebraico sobre K y D es un dominio de integridad tal que
 K ⊆ D ⊆ F , entonces D es un cuerpo.
 25.14 Sea F/K. Si v ∈ F es algebraico sobre K(u) para algun u ∈ F y v es
 trascendente sobre K, entonces u es algebraico sobre K(v).
 25.15 Sea F/K una extension algebraica y supongase que u, v ∈ F son tales
 que [K[u];K] = m, [K[v];K] = n. Entonces [K[u, v];K] ≤ mn, y si
 mcd(m,n) = 1, entonces [K[u, v];K] = mn.
 25.16 Sea F una extension de K, f(x) ∈ K[x], σ ∈ G(F/K). Si α ∈ F es una
 raız de f(x), σ(α) tambien es raız de f(x).
 25.17 Sea F = Q[√2,√3]. Demuestre que x2 − 3 es irreducible sobre Q[
 √2].
 Demuestre que {1,√2,√3,√6} es una base de F sobre Q. Concluya
 que si σ ∈ G(F/Q) entonces σ queda completamente determinada por
 σ(√2) y σ(
 √3). De hecho, σ(
 √2) = ±
 √2, σ(
 √3) = ±
 √3 y que por lo
 tanto G(F/Q) tiene a lo sumo cuatro elementos. Demuestre, de hecho,
 que G(F/Q) ≈ Z2 × Z2.
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 25.18 Si F/K es de Galois y K ⊆ E ⊆ F es un cuerpo intermedio tal que
 σ(E) ⊆ E para todo σ ∈ G(F/K). Demuestre que E/K es de Galois
 y que G(F/K)/G(F/E) es el conjunto de los σ ∈ G(E/K) para los
 cuales existe σ ∈ G(F/K) tal que σ/E = σ.
 25.19 Sean F un cuerpo de ruptura de f(x) ∈ K[x] sobre K y K ⊆ E ⊆ F
 un cuerpo intermedio. Demuestre que F es un cuerpo de ruptura de
 f(x) sobre E.
 25.20 Si F = K{f(x)} y f(x) tiene grado n, entonces [F ;K]|n!.
 25.21 Si [F ;K] = 2 entonces |G(F/K)| = 2.
 25.22 Sea L/K una extension de Galois, f(x) ∈ L[x]. Supongase que σ(f(x)) =
 f(x) para todo σ ∈ G(L/K). Demuestre que f(x) ∈ K[x].

Page 460
                        

448 CAPITULO 25. CUERPOS CONMUTATIVOS

Page 461
                        

CAPITULO 26
 Cuerpos finitos
 Daremos en este capıtulo algunas nociones basicas de los cuerpos finitos.
 Examinaremos sus extensiones, demostrando que aquellas de grado finito
 son extensiones galoisianas simples con grupos cıclicos.
 Un cuerpo finito conmutativo tiene necesariamente caracterıstica p, siendo p
 un numero primo, y su cuerpo primo es (Zp,+, ·).
 Nota 26.1. Un cuerpo finito es necesariamente conmutativo (Wedderburn),
 pero esto no es facil de demostrar (vease [24], Capıtulo 3). En realidad, es
 un resultado profundo. Por eso deberemos imponer la conmutatividad como
 hipotesis adicional, pero para ser practicos, supondremos en todo lo que si-
 gue que el termino cuerpo finito es sinonimo del de cuerpo finito conmutativo.
 Teorema 26.1. Sean K un cuerpo finito y L/K una extension de K con
 [L;K] = n ≥ 1. Si K tiene q elementos, L tiene qn elementos.
 Demostracion. Como L es un espacio vectorial de dimension n sobre K en-
 tonces L ≈ Kn, y ası |L| = |K|n = qn. �
 Corolario 26.1. Si F es un cuerpo finito, existen n ≥ 1 y un numero primo
 449

Page 462
                        

450 CAPITULO 26. CUERPOS FINITOS
 p tales que car(F ) = p y |F | = pn.
 Demostracion. Sean p = car(F ) y K el cuerpo primo de F el cual es isomorfo
 a Zp. Se tiene que [F ;K] = n ≥ 1, n < ∞. Entonces |F | = pn para algun
 n ≥ 1. �
 Teorema 26.2. Si L es un cuerpo finito con pn elementos, donde p es un
 primo y n ≥ 1, L es el cuerpo de descomposicion sobre un cuerpo K isomorfo
 a Zp del polinomio xpn − x ∈ K[x].
 Demostracion. Sea K el cuerpo primo de L. Como L es de caracterıstica p,
 K es isomorfo a Zp. Como L∗ = Lr {0} es un subgrupo multiplicativo de L
 de orden pn − 1, entonces apn−1 = 1, o sea, ap
 n
 = a, para todo a ∈ L. Todo
 elemento de L es entonces raız del polinomio xpn − x ∈ K[x]. �
 En lo que sigue, necesitaremos los dos lemas siguientes, los cuales han sido
 propuestos varias veces como ejercicios en capıtulos previos.
 Lema 26.1. Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de |G|. Si
 m = #{x ∈ G : xn = e}, (26.1)
 entonces n|m.
 Demostracion. En efecto, H = {x ∈ G : xn = e} es un subgrupo de G y,
 dado que n| |G| y G es abeliano, existe un subgrupo M de G con |M | = n.
 Evidentemente M ⊆ H, lo cual demuestra la afirmacion. �
 Lema 26.2. Si G es un grupo abeliano finito para el cual la ecuacion xn = e
 tiene a lo sumo n soluciones para todo n ≥ 1, entonces G es cıclico.
 Demostracion. Si G es un p−grupo abeliano de orden pN , donde p es un
 primo, y m ≥ 1 es tal que pm = max{|a| : a ∈ G}, necesariamente m = N .
 Si no, serıa m < N pero apm
 = e para todo a ∈ G, lo cual contradice la
 hipotesis (pues |G| serıa mayor que pm). Entonces m = N , y G es cıclico en
 este caso. Ahora, si G no es un p−grupo, de todas maneras G ≈ G1×· · ·×Gn
 donde G1, . . . , Gn son los subgrupos de Sylow correspondientes a cada divisor
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 primo de |G|. De lo anterior se deduce que Gi es, para todo i = 1, 2, . . . , n,
 un grupo cıclico, generado, digamos, por ai. Entonces, G esta generado por
 a = a1 · · · an. �
 Teorema 26.3. Si K es un cuerpo finito, todo subgrupo multiplicativo H de
 K∗ = K r {0} es cıclico.
 Demostracion. En un cuerpo K, el polinomio xn − 1 no puede tener mas de
 n raıces. �
 Corolario 26.2. Si K es un cuerpo finito y L/K es una extension de grado
 finito, entonces L es una extension simple de K.
 Demostracion. Si a es un generador del grupo cıclico L∗ = Lr {0}, es claroque L = K[a]. �
 Lema 26.3. Si F es un cuerpo finito de caracterıstica p, y ϕ : F → F
 esta dado por ϕ(a) = ap para todo a ∈ F , entonces ϕ ∈ G(L/Zp). (Aquı he-mos identificado a Zp con el cuerpo primo de F .)
 Demostracion. Como evidentemente (vease el Ejercicio 1.35, por ejemplo)
 ϕ(a± b) = (a± b)p = ap ± bp = ϕ(a)± ϕ(b), (26.2)
 y
 ϕ(ab) = (ab)p = apbp = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(1) = 1, (26.3)
 se deduce que ϕ es un homomorfismo de cuerpos. Y como ϕ(a) = ϕ(b) im-
 plica que ϕ(a) − ϕ(b) = (a − b)p, ϕ es inyectivo. Como F es finito, ϕ es
 tambien sobreyectivo, ası ϕ es un automorfismo de F . Finalmente, como
 ϕ(a) = ap = a para todo a ∈ Zp (Pequeno Teorema de Fermat), se concluye
 que ϕ ∈ G(L/Zp). �
 Teorema 26.4. Si K es un cuerpo finito de caracterıstica p y F es una ex-
 tension finita de K, entonces F/K es de Galois y G(F/K) es cıclico.
 Demostracion. Identificando a Zp con el cuerpo primo de F y suponiendo
 que [F ;Zp] = n, se tiene que F = Zp{xpn − x}, y como xpn − x es separable
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 sobre Zp (Ejercicio 26.1), F/Zp es una extension de Galois. Sea ϕ : F → F
 como en el Lema 26.3. Evidentemente (ϕ)n(a) = apn
 = a para todo a ∈ F .
 Por otra parte, no es posible que ϕk sea la identidad de F si 1 ≤ k < n,
 pues esto implicarıa que apk
 = a para todo a ∈ F , lo cual es absurdo, pues
 |F | = |Zp|n = pn, y el polinomio xpk − x tendrıa mas de pk raıces en F . Esto
 implica que el orden de ϕ en G(F/Zp) es n. Como |G(F/Zp)| ≤ [F ;Zp] = n,
 se concluye que n = |G(F/Zp)| = [F ;Zp], lo cual implica que G(F/Zp) es
 cıclico de orden n. Como obviamente F = K{xpn − x}, tambien F/K es de
 Galois, y como G(F/K) ⊆ G(F/Zp), tambien (F/K) es cıclico. �
 Demostraremos finalmente la existencia de cuerpos finitos de orden pn para
 todo primo p y todo n ≥ 1. Anotamos nuevamente que si p(x) = xpn − x ∈
 K[x], n ≥ 1, y la caracterıstica de K es p, entonces p′(x) = pnxpn−1−1 = −1,
 lo cual implica que p(x) es separable (pues p(x) y p′(x) no pueden tener raıces
 comunes, ası que p(x) no puede tener raıces multiples).
 Teorema 26.5. Si p es un primo y n ≥ 1 es un entero, existe un cuerpo
 finito F con pn elementos.
 Demostracion. Considerese el cuerpo de descomposicion L de xpn − x sobre
 Zp. Entonces L = Zp{xpn − x} = Zp[a1, . . . , am], donde a1, . . . , am son las
 raıces de p(x) = xpn − x. Como p(x) es separable, entonces m = pn. Sea
 F = {a1, . . . , apn}. Es facil comprobar que F es un cuerpo con pn elementos.
 �
 Demostraremos finalmente que para cada primo p y cada n ≥ 1, existe exac-
 tamente, salvo isomorfismo, un cuerpo de orden pn. Necesitaremos el siguiente
 lema.
 Lema 26.4. Si q(x) ∈ Zp[x] es irreducible de grado n, entonces q(x)| (xpn−x)en Zp[x].
 Demostracion. Evidentemente K = Zp[x]/(q(x)) es un cuerpo conmutativo
 de dimension n sobre Zp, ası que |K| = |Zp|n = pn. Esto implica que apn
 = a
 para todo a ∈ K. Como α = x+(q(x)) es raız de q(x) y, obviamente, tambien
 de xpn −x, se deduce que mcd(q(x), xp
 m −x) 6= 1, lo cual implica, puesto que
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 q(x) es irreducible sobre Zp, que q(x)| (xpn − x) en Zp[x]. �
 Teorema 26.6. Dos cuerpos conmutativos finitos con el mismo numero de
 elementos son necesariamente isomorfos.
 Demostracion. Podemos suponer que dichos cuerpos son K y L y que |K| =|L| = pn, n ≥ 1, donde p es, naturalmente, un primo. Como es claro,
 L∗ es un grupo cıclico generado por un elemento b ∈ L∗, y obviamen-
 te L = Zp[b], donde Zp es el cuerpo primo de L. Notese que b es una
 raız no nula de xpn − x, ası que b es algebraico y separable sobre Zp. Sea
 ψ : Zp[x] → L el epimorfismo de anillos ψ(f(x)) = f(b) y supongase que
 kerψ = (q(x)). Como Zp[x]/(q(x)) ≈ L, se deduce que q(x) es irreducible
 sobre Zp[x] y de grado n. Ahora, q(x)| (xpn − x) (Lema 26.4) en Zp[x], yxp
 n − x = (x− a1) · · · (x− apn), donde K = {a1, . . . , apn}, ası que para algun
 j = 1, . . . , pn, se tiene que q(aj) = 0. Evidentemente q(x) = qZp,aj(x), de lo
 cual Zp[aj] = K[x]/(q(x)) ≈ L, y entonces [Zp[aj];Zp] = n. Como Zp[aj] ⊆ K
 y [K;Zp] = n, esto implica que K = Zp[aj], y completa la demostracion del
 teorema. �
 EJERCICIOS
 Se supone que todos los cuerpos considerados en estos ejercicios son conmu-
 tativos
 26.1 Sean F un cuerpo de caracterıstica p y r ≥ 1 un entero. Sea ϕ : F → F
 dado por
 ϕ(a) = apr
 .
 Demuestre que ϕ es un monomorfismo de cuerpos que deja invariante
 a todo elemento de Zp. Demuestre ademas que si F es finito entonces
 ϕ ∈ G(F/Zp).
 26.2 Sea K un cuerpo finito de caracterıstica p y pn elementos, n ≥ 1.
 Demuestre que (K,+) es isomorfo a (Zpn ,+).
 26.3 Si p es un primo y |K| = pn, n ≥ 1, todo elemento de K tiene una
 unica raız p−esima en K.
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 26.4 Sean K un cuerpo, f(x) ∈ K[x] un polinomio monico, L el cuerpo de
 descomposicion de f(x) sobre K, F el conjunto de las raıces de f(x)
 en L. Demuestre que si (F,+, ·) es un cuerpo, entonces car(K) = p y
 f(x) = xpn − x para algun n ≥ 1.
 26.5 Construya un cuerpo con 9 elementos y de explıcitamente sus tablas
 de adicion y multiplicacion.
 26.6 Haga lo mismo para un cuerpo con 25 elementos.
 26.7 Si |K| = q y f(x) ∈ K[x] es irreducible sobre K, entonces f(x) divide
 a xqn − x si y solo si grad(f(x))|n.
 26.8 Si F/K, |K| = pr y |F | = pn, entonces r|n y G(F/K) es un grupo
 cıclico con generador ϕ(a) = apr
 .
 26.9 Todo elemento en un cuerpo finito puede escribirse como la suma de
 dos cuadrados.
 26.10 Demuestre que si n ≥ 3, entonces x2n + x+ 1 es irreducible sobre Z2.
 26.11 Sea f(x) ∈ K[x] irreducible. Demuestre que f(x) es separable si y solo
 si mcd(f(x), f ′(x)) = 1.
 26.12 Sea f(x) ∈ K[x]. Demuestre que f(x) es separable en cualquiera de las
 siguientes circunstancias:
 1. f(α) = 0 implica f ′(α) 6= 0.
 2. mcd(f(x), f ′(x)) = 1.
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APENDICE A
 Teorıa de Galois Diferencial
 Existe una Teorıa de Galois para ecuaciones diferenciales lineales, analoga
 a la Teorıa de Galois que se presento en los capıtulos anteriores. El mate-
 rial suministrado aquı, por iniciativa del segundo y tercer autor, constituye el
 primer material que aparece como capıtulo de un libro de algebra en espanol1.
 Se considera el cuerpo C(x) de funciones racionales en una variable compleja
 x. Este es un cuerpo diferencial con derivacion ′ = ddx
 (es de por si un cuerpo
 cuyos elementos satisfacen la regla de Leibniz y sus derivadas siguen estando
 en el cuerpo). Sea η una solucion de la ecuacion diferencial z′′+ az′+ bz = 0,
 a, b ∈ C(x), en alguna extension diferencial de C(x).
 La solucion de la ecuacion diferencial lineal anterior puede involucrar expo-
 nenciales, integrales indefinidas y raices de polinomios. Las funciones trigo-
 1Este apendice se basa en las siguientes referencias:
 a. P. B. Acosta-Humanez,Galoisian Approach to Supersymmetric Quantum Mechanics:
 The integrability analysis of the Schrodinger equation by means of differential Galois
 theory, VDM Verlag, Berlin 2010.
 b. P. B. Acosta-Humanez,La teorıa de Morales-Ramis y el algoritmo de Kovacic, Lecturas
 Matematicas, 2006.
 455
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 nome-tricas pueden ser escritas en terminos de exponenciales.
 Definicion A.1. Sea η una solucion de la ecuacion diferencial
 z′′ + az′ + bz = 0, a, b ∈ C(x).
 Se dice que:
 1. η es algebraica sobre C(x) si η satisface una ecuacion polinomica con
 coeficientes en C(x), es decir, η es una funcion algebraica de una varia-
 ble (raız).
 2. η es una primitiva sobre C(x) si η′ ∈ C(x), es decir, η =∫f para algun
 f ∈ C(x) (integral).
 3. η es una exponencial sobre C(x) si η′
 η∈ C(x), es decir, η = e
 ∫f para
 algun f ∈ C(x) (exponencial de una integral).
 Definicion A.2. Una solucion η de una ecuacion diferencial lineal se deno-
 mina liouvilliana, o soluble por cuadraturas o que tiene solucion en forma
 cerrada, si existe una cadena de cuerpos diferenciales C(x) = K0 ⊂ K1 ⊂... ⊂ Km = K, con η ∈ K y tal que para cada i = 1, 2, ...,m, Ki = Ki−1 (ηi),
 donde ηi es algebraica, primitiva o exponencial sobre Ki−1.
 Tales soluciones liouvillianas son construidas usando funciones algebraicas,
 integrales y exponenciales. De esta forma se pueden obtener soluciones como
 logaritmos y funciones trigonometricas, pero no soluciones en terminos de
 funciones de Bessel. El termino liouvilliano es un poco mas generoso que el
 de funciones elementales (algebraicas, logaritmos y exponenciales solamen-
 te), debido a que permite la integracion indefinida arbitraria, es decir, se
 puede dejar la integral en forma implıcita.
 El siguiente teorema permite eliminar el coeficiente de z(n−1) en una ecuacion
 diferencial lineal de orden n.
 Teorema A.1. La ecuacion diferencial
 z(n) + an−1z(n−1) + ...+ a1z
 ′ + a0z = 0, ai ∈ C(x),
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 se puede transformar en la ecuacion diferencial
 y(n) + bn−2y(n−2) + ...+ b1y
 ′ + b0y = 0, bi ∈ C(x),
 mediante el cambio z = yf , donde f = e−1n
 ∫p, p = an−1. En particular, si
 n = 2, la ecuacion diferencial z′′ + az′ + bz = 0 se transforma en la ecuacion
 diferencial y′′ = ry, donde r = 14a2 + 1
 2a′ − b.
 Demostracion. Usando la formula de Abel w′ + pw = 0, w = Cfn, C ∈ C∗,
 se tiene que ncfn−1f ′ + pCfn = 0, ahora, al dividir por w se sigue que f =
 e−1n
 ∫p, donde p = an−1. Finalmente, un sencillo argumento inductivo ver que
 al reemplazar por yf en la ecuacion diferencial inicial, el coeficiente de z(n−1)
 se anula. Realizando los calculos se tiene que para n = 2, z′′ + az′ + bz = 0,
 se transforma en
 y′′ =
 (1
 4a2 +
 1
 2a′ − b
 )y. �
 Teorema A.2. Si z′′ + az′ + bz = 0, a, b ∈ C(x) tiene una solucion liouvi-
 lliana, entonces toda solucion es liouvilliana.
 Demostracion. La segunda solucion se construye con la exponencial de la
 cuadra-tura de la primera solucion que es liouvilliana. Por la Definicion A.2,
 la segunda solucion tambien es liouvilliana. �
 Teorema A.3. La ecuacion diferencial z′′ + az′ + bz = 0 se transforma en
 la ecuacion de Ricatti v′ = r − v2, donde r = 14a2 + 1
 2a′ − b.
 Demostracion. Por el Teorema A.1, y′′ = ry, donde r = 14a2+ 1
 2a′− b. Ahora,
 al hacer la sustitucion v = y′
 yse tiene
 (y′
 y
 )′=y′′y − (y′)2
 y2=y′′
 y−(y′
 y
 )2
 ,
 y por lo tanto
 v′ =1
 4a2 +
 1
 2a′ − b− v2,
 que es el resultado deseado. �
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 De ahora en adelante, cualquier ecuacion diferencial de la forma
 z′′ + az′ + bz = 0
 se transformara en la ecuacion diferencial lineal reducida (EDLR)
 y′′ = ry, r =1
 4a2 +
 1
 2a′ − b.
 Despues de estas herramientas basicas sobre ecuaciones diferenciales, retoma-
 mos la Teorıa de Galois de ecuaciones diferenciales lineales, tambien conocida
 como Teorıa de Picard - Vessiot y como Teorıa de Galois Diferencial Lineal.
 Supongase que y1, y2 es un sistema fundamental de soluciones de la EDLR.
 Esto significa que y1, y2 son linealmente independientes sobre C y toda so-
 lucion es una combinacion lineal de y1 y y2. Sea K = C(x)〈y1, y2〉, el menor
 cuerpo diferencial que contiene a C(x) y a {y1, y2}.
 Definicion A.3. El grupo de todos los automorfismos diferenciales de K en
 K que dejan fijos (o invariantes) los elementos de C(x) se denomina el Grupo
 de Galois de K sobre C(x) y es denotado como en los capıtulos anteriores,
 por G(K�C(x)).
 Si σ ∈ G(K�C(x)), entonces σy1 y σy2 son tambien soluciones, o lo que es
 igual, es otro sistema fundamental de soluciones de la EDLR. Por tal razon,
 existe una matriz
 A =
 (a b
 c d
 )∈ GL(2,C),
 GL(2,C) denotando el grupo lineal de matrices cuadradas no singulares de
 tamano 2× 2 con elementos complejos, tal que
 σ
 (y1y2
 )=
 (σy1σy2
 )= A
 (y1y2
 ).
 Esto define una funcion inyectiva
 ϕ : G(K�C(x)) −→ GL(2,C)
 que solo depende de la eleccion de y1, y2.
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 Ejemplo A.1. Dadas las ecuaciones
 (∗) y′′ = 0,
 (∗∗) y′′ +1
 xy′ = 0,
 (∗ ∗ ∗) y′′ + y = 0,
 tomando como C(x) como cuerpo diferencial, el grupo de Galois diferencial
 correspondiente a cada ecuacion esta dado por
 G(∗) ≈ e = {1}, G(∗∗) ≈ (C,+) G(∗ ∗ ∗) ≈ (C, ·).
 A continuacion se detalla la obtencion de cada grupo de Galois diferencial:
 (*) Debido a que y1 = 1 ∈ C(x) y y2 = x ∈ C(x) son soluciones linealmente
 independientes, entonces
 σ
 (y1y2
 )=
 (a11 a21a12 a22
 )(y1y2
 )=
 (y1y2
 ), a11 = a22 = 1, a12 = a21 = 0.
 (**) Debido a que y1 = 1 ∈ C(x) y y2 = ln x /∈ C(x) son soluciones lineal-
 mente independientes, ademas σy′2 = y2 y por lo tanto σy2 = y2 + c.
 Entonces
 σ
 (y1y2
 )=
 (a11 a21a12 a22
 )(y1y2
 )=
 (y1
 y2 + cy1
 ), a11 = a22 = 1, a12 = c, a21 = 0.
 (***) Se deja como ejercicio al lector (Ejercicio A.5).
 Definicion A.4. Un grupo algebraico de matrices 2 × 2 es un subgrupo
 G ⊂ GL(2,C), definido por ecuaciones algebraicas en los elementos de matriz.
 Es decir, existe un conjunto de polinomios {Pi(x11, x12, x21, x22)}i∈I , de tal
 manera que,(x11 x12x21 x22
 )∈ G ⇔ ∀i ∈ I, Pi(x11, x12, x21, x22) = 0.
 En tal caso G es una variedad algebraica provista de una estructura de grupo.
 En adelante se entiende que todo grupo mencionado es un grupo algebraico
 de matrices.
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 Un primer ejemplo es el grupo especial lineal SL(2,C), pues,
 (x11 x12x21 x22
 )∈ SL(2,C) ⇔ x11x22 − x21x12 − 1 = 0.
 Uno de los resultados fundamentales de la Teorıa de Picard - Vessiot es el
 siguiente teorema:
 Teorema A.4. La imagen por ϕ de G(K�C(x)),
 ϕ (G(K�C(x))) ⊂ GL(2,C),
 es un grupo algebraico de matrices.
 Teorema A.5. Para la EDLR, ϕ (G(K�C(x))) ⊂ SL(2,C). Es decir, la
 imagen de G(K�C(x)) esta en SL(2,C).
 Demostracion. Sean y1, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR,
 lo cual indica que y′′1 = ry1, y′′2 = ry2. El wronskiano esta dado por
 W =
 ∣∣∣∣∣y1 y2y′1 y′2
 ∣∣∣∣∣ = y1y′2 − y′1y2.
 Ahora, derivando W se tiene
 W ′ = y′1y′2 + y1y
 ′′2 − y′′1y2 − y′1y
 ′2 = ry2y1 − ry1y2 = 0.
 Esto indica que W ∈ C y de esta manera
 σW =
 ∣∣∣∣∣a b
 c d
 ∣∣∣∣∣W = W,
 por lo tanto ∣∣∣∣∣a b
 c d
 ∣∣∣∣∣ = 1
 y ası se concluye que (a b
 c d
 )∈ SL(2,C),
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 que es el resultado deseado. �
 Se enuncia ahora el teorema de Lie - Kolchin. Es de notar que un grupo al-
 gebraico G tiene un unico subgrupo conexo G0, el cual contiene la identidad
 y es un subgrupo normal de G de ındice finito. Esto indica que G0, compo-
 nente identidad de G, es el subgrupo algebraico conexo mas grande de G que
 contiene la identidad. De aquı se deduce que si G = G0, entonces G es conexo.
 Teorema A.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
 1. Toda solucion de la EDLR es liouvilliana.
 2. G0 es resoluble, es decir, existe una cadena de subgrupos normales
 e = G0 ⊳ G1 ⊳ . . . ⊳ Gn = G0
 tal que el cociente Gi/Gj es abeliano para todo n ≥ i ≥ j ≥ 0.
 3. G0 es triangularizable, es decir, existe una base en C2 tal que
 G0 ⊆{(
 c d
 0 c−1
 ): c, d ∈ C, c 6= 0
 }.
 Definicion A.5. Sea y1, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR
 en K. Sea f(x1, x2) un polinomio homogeneo con coeficientes en C(x). Di-remos que f es un invariante si para todo σ ∈ G(K�C(x)), σf(y1, y2) =
 f(y1, y2). En este caso, f(y1, y2) ∈ C(x). Ahora, f es semi-invariante si pa-
 ra todo σ ∈ G(K�C(x)), σf(y1, y2) = cf(y1, y2), c ∈ C. Se observa que
 θ = f(y1,y2)′
 f(y1,y2)∈ C(x).
 Se dice que un grupo G es el conjugado de un grupo G′ si existe una matriz J
 tal queGJ = JG′. En este caso,G yG′ tienen la misma estructura algebraica.
 Los siguiente teoremas muestran la relacion entre los cuatro casos en subgru-
 pos algebraicos, los cuatro casos de semi-invariantes y los cuatro casos en el
 algoritmo de Kovacic, estableciendose una correspondencia biunıvoca entre
 estos.
 Teorema A.7. Sea G un subgrupo algebraico de SL(2,C). Entonces exclu-
 sivamente uno de los siguientes cuatro casos puede ocurrir:
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 1. G es triangularizable.
 2. G es el conjugado de un subgrupo de{(
 c 0
 0 c−1
 ): c ∈ C, c 6= 0
 }∪{(
 0 c
 −c−1 0
 ): c ∈ C, c 6= 0
 }
 y el caso 1 no se da.
 3. G es finito y los casos 1 y 2 no se dan.
 4. G = SL(2,C).
 Teorema A.8. De acuerdo con el Teorema A.5, excepto por conjugacion,
 hay tres grupos en el caso 3:
 1. El grupo tetraedro. Este grupo es de orden 24 y esta generado por(e
 kπi3 0
 0 e−kπi3
 ),
 1
 3
 (2e
 kπi3 − 1
 )(1 1
 2 −1
 ).
 2. El grupo octaedro. Este grupo es de orden 48 y esta generado por(e
 kπi4 0
 0 e−kπi4
 ),
 1
 2e
 kπi4
 (e
 kπi2 + 1
 )(1 1
 1 −1
 ).
 3. El grupo icosaedro. Este grupo es de orden 120 y esta generado por(e
 kπi5 0
 0 e−kπi5
 ),
 (φ ψ
 ψ −φ
 ),
 siendo φ y ψ definidas como
 φ =1
 5
 (e
 3kπi5 − e
 2kπi5 + 4e
 kπi5 − 2
 ), ψ =
 1
 5
 (e
 3kπi5 + 3e
 2kπi5 − 2e
 kπi5 + 1
 )
 donde en los casos anteriores 0 ≤ k ≤ 5.
 Nota A.1. La componente conexa de la identidad G0 de los casos del Teore-
 ma A.7 es resoluble excepto para el caso 4. Para los demas casos es abeliana
 excepto para el grupo dado por
 G = G0 =
 {(λ µ
 0 λ−1
 ): λ ∈ C∗, µ ∈ C
 }≈ C∗ ∝ C.
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 Los casos abelianos de la componente conexa de la identidad son los siguientes
 Grupo trivial G0 = e =
 {(1 0
 0 1
 )}.
 Grupo diagonal o multiplicativo G0 =
 {(λ 0
 0 λ−1
 ): λ ∈ C∗
 }≈ C∗.
 Grupo aditivo G = G0 =
 {(1 µ
 0 1
 ): µ ∈ C
 }≈ C.
 Teorema A.9. Sea y1, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR,
 de tal manera que en la base {y1, y2}, el grupo G(K�C(x)) se escribe en
 una de las formas canonicas del Teorema A.7. Entonces, para todo σ ∈G(K�C(x)), uno de los siguientes casos puede ocurrir:
 1. σy1 = cy1, c ∈ C. Es decir, y1 es un semi-invariante.
 2. σy1 = cy1 y σy2 = c−1y2, o σy1 = cy2 y σy2 = −c−1y1. Ademas, y1y2es un semi-invariante y (y1y2)
 2 es un invariante.
 3. El grupo tetraedro: (y41 + 8y1y32)
 3es un invariante. El grupo octaedro:
 (y51y2 − y1y52)
 2es un invariante. El grupo icosaedro: y111 y2 − 11y61y
 62 −
 y1y112 es un invariante.
 4 No hay semi-invariantes no triviales.
 Demostracion. Se procedera tal como en el enunciado del teorema.
 1. Por el Teorema A.7, G es triangularizable, es decir,
 G =
 {(c d
 0 c−1
 ): c, d ∈ C, c 6= 0
 },
 de tal manera que se tiene
 σ
 (y1y2
 )=
 (c d
 0 c−1
 )(y10
 ),
 es decir, σy1 = cy1, por lo tanto y1 es un semi-invariante.
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 2. Por el Teorema A.7, G es el conjugado de un subgrupo de{(
 c 0
 0 c−1
 ): c ∈ C, c 6= 0
 }∪{(
 0 c
 −c−1 0
 ): c ∈ C, c 6= 0
 },
 de tal manera que
 σ
 (y1y2
 )=
 (c 0
 0 c−1
 )(y1y2
 ),
 o tambien
 σ
 (y1y2
 )=
 (0 c
 −c−1 0
 )(y1y2
 ),
 de lo cual se concluye que σy1 = cy1 y σy2 = c−1y2, o σy1 = cy2 y
 σy2 = −c−1y1, por lo tanto y1y2 es un semi-invariante y (y1y2)2 es un
 invariante.
 Los casos 3 y 4 se consideran de la misma forma. �
 En 1986 Jerald Kovacic presenta un algoritmo para resolver ecuaciones di-
 ferenciales lineales de segundo orden con coeficientes funciones racionales
 sobre los complejos. El algoritmo de Kovacic se basa en los invariantes y
 semi-invariantes del Teorema A.9.
 En el caso 1, se observa que y1 es un semi-invariante mientras que θ =y′1y1
 es un invariante, es decir, θ ∈ C(x), este cambio es clasico para transfor-
 mar la EDLR en una ecuacion de Riccatti. Por tanto, este caso requiere de
 la busqueda de funciones racionales que sean soluciones de la Ecuacion de
 Riccatti. Para lograr esto ultimo se usan las series de Laurent (fracciones
 parciales) teniendo en cuenta que
 θ′ = r − θ2 =(√
 r − θ) (√
 r + θ).
 De acuerdo a los teoremas anteriores, existen cuatro casos para el algoritmo
 de Kovacic. Los tres primeros casos determinan la solubilidad en terminos
 liouvillianos de la EDLR, mientras que en el cuarto caso el algoritmo no
 funciona, lo cual indica que el grupo de Galois de la EDLR es exactamente
 SL(2,C) y por tanto la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Si el algorit-
 mo de Kovacic cae en cualquiera de los tres primeros casos, no necesariamente
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 proporciona las dos soluciones de la EDLR, es posible que solo de una solu-
 cion, la cual llamaremos y1. Obviamente la segunda solucion, y2, puede ser
 encontrada como
 y2 = y1
 ∫dx
 y21.
 La idea del algoritmo es ver que la EDLR caiga en el caso 1, si no es ası,
 se busca que caiga en el caso 2, si tampoco es ası, se busca que caiga en el
 caso 3. Si definitivamente la EDLR no cae en los casos 1 , 2 o 3, entonces
 obligatoriamente cae en el caso 4.
 Por el orden de r en infinito, ◦ (r∞) , se entendera el orden de infinito co-
 mo un cero de r. Esto indica que si r = st, s, t ∈ C[x], entonces ◦ (r∞) =
 grad(t) − grad(s). Se denotara por Γ′ al conjunto finito de polos de r,
 Γ′ = {c ∈ C : t(c) = 0}, de tal forma que Γ = Γ′ ∪ {∞}. Se denotara por
 ◦ (rc) el orden del polo c ∈ Γ′. Para aplicar el caso 1 del algoritmo se requiere
 que todo polo de r (en caso de existir) sea de orden par o de orden 1, mientras
 que obligatoriamente ◦ (r∞) ∈ {2n : n ∈ Z−}∪{n ≥ 2 : n ∈ Z}, si en este ca-
 so existe una solucion para la EDLR, esta es de la forma y = Pe∫ω, donde P y
 ω se construyen con los pasos del algoritmo. Para aplicar el caso 2, se requiere
 que exista al menos un polo c ∈ Γ′ tal que ◦ (rc) ∈ {2n+ 1 : n ∈ Z+} ∪ {2}.Para aplicar el caso 3, es necesario que para todo polo c ∈ Γ′, ◦ (rc) ∈ {1, 2} ,y ◦ (r∞) ∈ {n ≥ 2, n ∈ Z}. Si al aplicar el caso 2 o el caso 3 existe una
 solucion para la EDLR, esta es de la forma y = e∫ω, donde ω se construye
 con los pasos del algoritmo. El caso 4 se da cuando no se dan los casos 1, 2 o
 3, indicando que la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Se puede afirmar
 que al escoger aleatoriamente una EDLR, la probabilidad de que esta sea
 soluble por cuadraturas es muy pequena. Los pocos casos en donde se dan
 este tipo de soluciones, se obtienen mediante el algoritmo de Kovacic.
 Caso 1. Este caso, como ya se menciono, corresponde a la solubilidad por
 cuadraturas de la ecuacion de Riccatti. Por tal razon, la serie de Laurent de√r en cada polo c, [
 √r]c, y en el infinito, [
 √r]∞, forman parte esencial en el
 desarrollo del algoritmo para este caso y son funciones racionales. Para hacer
 mas divulgativo este artıculo se utilizaran fracciones parciales y cuadrados
 de polinomios en lugar de series de Laurent, aunque en esencia es lo mismo.
 Adicionalmente se definen α+c , α
 −c , α
 +∞, α
 −∞ ∈ C, de acuerdo a la situacion
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 presentada. Ahora, si p ∈ Γ, entonces ε (p) ∈ {+,−}.
 Paso 1. Buscar para cada polo c ∈ Γ′ y para ∞ la situacion correspondiente
 a cada una de las que siguen:
 (c1) Si ◦ (rc) = 1, entonces[√r]c= 0, α±
 c = 1.
 (c2) Si ◦ (rc) = 2, r = · · ·+ b(x− c)−2 + · · · , entonces[√r]c= 0, α±
 c =1±
 √1 + 4b
 2.
 (c3) Si ◦ (rc) = 2v ≥ 4,
 r = (a (x− c)−v + ...+ d (x− c)−2)2 + b(x− c)−(v+1) + · · · ,
 entonces
 [√r]c= a (x− c)−v + ...+ d (x− c)−2 , α±
 c =1
 2
 (± b
 a+ v
 ).
 (∞1) Si ◦ (r∞) > 2, entonces[√r]∞ = 0, α+
 ∞ = 0, α−∞ = 1
 (∞2) Si ◦ (r∞) = 2, r = · · ·+ b(x)2 + · · · , entonces[√r]∞ = 0, α±
 ∞ =1±
 √1 + 4b
 2
 (∞3) Si ◦ (r∞) = −2v ≤ 0, r = (axv + ...+ d)2 + b(x)v−1 + · · · , entonces[√r]∞ = axv + ...+ d y α±
 ∞ = 12
 (± ba− v).
 Paso 2. Encontrar D 6= ∅ definido como
 D =
 {d ∈ Z+ : d = αε(∞)
 ∞ −∑
 c∈Γ′
 αε(c)c , ∀ (ε (p))p∈Γ
 }.
 Si D = ∅, entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe
 pasarse inmediatamente al caso 2. Ahora, si #D > 0, entonces para cada
 d ∈ D se construye ω ∈ C(x) tal que
 ω = ε (∞)[√r]∞ +
 ∑
 c∈Γ′
 (ε (c)
 [√r]c+ αε(c)c (x− c)−1
 ).
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 Paso 3. Buscar un polinomio monico P de grado d, para cada d ∈ D, tal
 que
 P ′′ + 2ωP ′ + (ω′ + ω2 − r)P = 0.
 Si P no existe, entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y
 debe intentarse inmediatamente el caso 2. Ahora, si P existe, entonces una
 solucion de la EDLR esta dada por
 y = Pe∫ω,
 donde ω se construye en el paso 2 mediante d ∈ D.
 Nota A.2. Si a una EDLR solo se le puede aplicar el caso 1 del algoritmo
 de Kovacic entonces su grupo de Galois es conexo y esta dado por:
 1. SL(2,C) si el algoritmo no provee ninguna solucion,
 2. C∗ ∝ C si el algoritmo solo provee una solucion que no sea una exten-
 sion cuadratica en C(x),
 3. C∗ si el algoritmo provee las dos soluciones que no sean funciones ra-
 cionales y ninguna sea el logaritmo de una funcion racional.
 4. C si el algoritmo provee las dos soluciones: una funcion racional y el
 logaritmo de una funcion racional.
 5. e si el algoritmo provee las dos soluciones y ambas sean funciones ra-
 cionales.
 A continuacion, a manera ilustrativa, se presentan los siguientes ejemplos.
 Ejemplo A.2. Este es el ejemplo trivial puesto que
 z′′ + (λ1 + λ2)z′ + λ1λ2z = 0
 se transforma en la EDLR
 y =
 ((λ1 + λ2)
 2
 4− λ1λ2
 )y.
 Esta ecuacion no tiene polos, ası que cae en el caso 1. El orden del coeficiente
 de y en el infinito es 0, ası que cae en (∞3) y por lo tanto b = v = 0, de lo cual
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 se concluye que α± = 0. Esto indica que D = {0} 6= ∅, P = 1 y claramente
 una solucion liouvilliana de la EDLR esta dada por y = egx, donde g depen-
 de de λ1 y λ2. En este caso, el grupo de Galois de la EDLR es isomorfo (C∗, ·).
 Ejemplo A.3. La ecuacion diferencial
 z′′ +α
 xz′ +
 β
 x2z = 0,
 donde α y β son constantes, se conoce como la ecuacion equidimensional
 de Cauchy-Euler o simplemente ecuacion de Euler. La ecuacion de Euler se
 transforma en la EDLR
 y′′ =
 (α2 − 2α− 4β
 4x2
 )y.
 Trivialmente se tiene que para
 β =α2 − 2α
 4,
 la EDLR queda reducida a y′′ = 0. La cual es inmediatamente integrable por
 cuadraturas y sus soluciones liouvillianas estan dadas por y1 = 1, y2 = x.
 Ası que el grupo de Galois de la EDLR es la identidad y las soluciones de la
 ecuacion de Euler estan dadas por
 z1 = x−α2 , z2 = x
 −α+22 .
 En el otro caso,
 β 6= α2 − 2α
 4,
 se tiene un polo de orden 2 en x = 0 y en x = ∞. Esto indica que la solucion
 de la ecuacion de Euler puede caer en cualquiera de los tres primeros casos,
 siendo siempre integrable para valores arbitrarios de α y β. Un caso particular
 que corresponde al caso 1 esta dado por
 m(m+ 1) =α2 − 2α− 4β
 46= 0, m ∈ Z.
 La EDLR queda
 y′′ =
 (m(m+ 1)
 x2
 )y,
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 por lo tanto α+∞ = 1, α−
 ∞ = 0, α+0 = m+1, α−
 0 = −m. Los posibles elementos
 del conjunto D estan dados por:
 α+∞ − α−
 0 = m+ 1 α−∞ − α−
 0 = m
 α+∞ − α+
 0 = −m α−∞ − α+
 0 = −m,
 de lo cual se tiene que para m > 0, D = {m,m + 1}, mientras que para
 m < 0, D = {−m,−m − 1}. Tomando d = m + 1 y aplicando el paso 3 se
 obtiene la solucion
 y = Pe∫ω = xm+1.
 La otra solucion esta dada por
 y = x−m.
 Claramente se observa que el grupo de Galois de la EDLR es el grupo iden-
 tidad.
 Ejemplo A.4. Dada la EDLR y′′ = ry, donde
 r =4x6 − 8x5 + 12x4 + 4x3 + 7x2 − 20x+ 4
 4x4.
 Se establecen s y t tales que
 s = 4x6 − 8x5 + 12x4 + 4x3 + 7x2 − 20x+ 4, t = 4x4,
 por lo tanto se tiene que
 r =s
 t= x2 − 2x+ 3 + x−1 +
 7
 4x−2 − 5x−3 + x−4, Γ = {0,∞} ,
 ademas se tiene que
 ◦ (r0) = 4 = 2v, v = 2, ◦ (r∞) = deg t− deg s = −2 = −2v, v = 1.
 Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1 (c3,∞3). Por (c3) se tiene que
 a = 1, b = −5, v = 2 y esto implica que
 [√r]0=
 1
 x2, α±
 0 =1
 2(∓5 + 2) ,
 luego se tiene que
 α+0 = −3
 2, α−
 0 =7
 2.
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 Por (∞3) se tiene que a = 1, b = 2, v = 1 y esto implica que
 [√r]∞ = x− 1, α±
 ∞ =1
 2(±2− 1) ,
 y por lo tanto
 α+∞ =
 1
 2, α−
 ∞ = −3
 2.
 Por el paso 2 se tiene que D = {0, 2}. Para d = 0 se tiene que
 ω = −x+ 1− 3
 2x+
 1
 x2, ω′ = −1 +
 3
 2x2− 2
 x3,
 ω2 = x2 − 2x+ 4− 5x−1 +17
 4x2− 3
 x3+
 1
 x4.
 Ahora bien, para
 M = ω′ + ω2 − r =4
 x2− 6
 x,
 el unico candidato a polinomio monico de grado cero es P = 1, ası que
 P ′′ + 2ωP ′ +MP = 0
 indicarıa que M = 0, luego d = 0 se descarta para encontrar una solucion de
 la EDLR. Para d = 2 se tiene que
 ω = x− 1− 3
 2x+
 q
 x2ω′ = 1 +
 3
 2x2− 2
 x3,
 ω2 = x2 − 2x− 2 +5
 x+
 1
 4x2− 3
 x3+
 1
 x4,
 por tanto se tiene
 M = ω′ + ω2 − r =4
 x− 4.
 Ahora, el polinomio monico de grado dos es de la forma P = x2 + bx + c,
 ası que P ′ = 2x, P ′′ = 2, por lo tanto P ′′ + 2ωP ′ +MP = 0 indica que
 −2bx+ (2b− 4c− 4) +4− 3b+ 4c
 x+
 2b
 x2= 0,
 de esta forma, b = 0 y c = −1, luego P = x2 − 1 y por lo tanto una solucion
 de la EDLR es
 y1 = Pe∫ω =
 (x
 12 − x
 32
 )e
 x2
 2−x− 1
 x .

Page 483
                        

471
 La segunda solucion de la EDLR es
 y2 = y1
 ∫1
 y21=(x
 12 − x
 32
 )e
 x2
 2−x− 1
 x
 ∫dx(
 x− 2x34 + x3
 )ex
 2−2x− 2x
 .
 Como el algoritmo solo dio una solucion, el grupo de Galois de la EDLR es
 G = G0 ≈ C∗ ∝ C, el cual no es un grupo conmutativo.
 Ejemplo A.5. La ecuacion diferencial xy′′−xy′− y = 0 se transforma en la
 EDLR
 y′′ = ry, r =1
 4+
 1
 x=x+ 4
 4x.
 Por lo tanto ◦r0 = 1, ◦r∞ = 0 que corresponde a (c1,∞3), ası que
 [√r]0= 0, α+
 0 = α−0 = 1,
 [√r]∞ =
 1
 2, α+
 ∞ = −α−∞ = 1.
 Ahora bien, el unico elemento de D esta dado por d = α+∞ −α+
 0 = 0, ası que
 el polinomio monico es P = 1,
 ω =1
 x+
 1
 2, ω′ = − 1
 x2, ω2 =
 1
 x2+
 1
 x+
 1
 4.
 por tanto se tiene
 M = ω′ + ω2 − r = 0.
 El polinomio P = 1 satisface P ′′+2ωP ′+MP = 0 y por lo tanto una solucion
 de la EDLR es
 y1 = xex2 .
 La segunda solucion de la EDLR es
 y2 = xex2
 ∫dx
 x2ex.
 Como el algoritmo solo dio una solucion, el grupo de Galois de la EDLR es
 G = G0 ≈ C∗ ∝ C, el cual no es un grupo conmutativo.
 Caso 2. Tal como se menciono anteriormente, al descartar el caso 1, debe
 buscarse que r tenga al menos un polo de orden 2 o de orden impar mayor
 que la unidad (1).
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 Paso 1. Buscar Ec 6= ∅ y E∞ 6= ∅. Para cada c ∈ Γ′ se define Ec ⊂ Z como
 sigue:
 (c1) Si ◦ (rc) = 1, entonces Ec = {4}(c2) Si ◦ (rc) = 2, r = · · ·+ b(x− c)−2 + · · · , entonces
 Ec ={2 + k
 √1 + 4b : k = 0,±2
 }.
 (c3) Si ◦ (rc) = v > 2, entonces Ec = {v}Para ∞ se define E∞ ⊂ Z como sigue:
 (∞1) Si ◦ (r∞) > 2, entonces E∞ = {0, 2, 4}(∞2) Si ◦ (r∞) = 2, r = · · ·+ b(x)2 + · · · , entonces
 E∞ ={2 + k
 √1 + 4b : k = 0,±2
 }.
 (∞3) Si ◦ (r∞) = v < 2, entonces E∞ = {v}
 Paso 2. Encontrar D 6= ∅ definido como
 D =
 {d ∈ Z+ : d =
 1
 2
 (e∞ −
 ∑
 c∈Γ′
 ec
 ), ∀ep ∈ Ep, p ∈ Γ
 }.
 Si D = ∅, entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe
 pasarse inmediatamente al caso 3. Ahora, si #D > 0, entonces para cada
 d ∈ D se construye una funcion racional θ definida como
 θ =1
 2
 ∑
 c∈Γ′
 ecx− c
 .
 Paso 3. Buscar un polinomio monico P de grado d, para cada d ∈ D, tal
 que
 P ′′′ + 3θP ′′ + (3θ′ + 3θ2 − 4r)P ′ +(θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′
 )P = 0.
 Si P no existe, entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe
 intentarse inmediatamente el caso 3. Ahora, si P existe, se establece
 φ = θ +P ′
 P
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 y se busca ω tal que
 ω2 − φω +
 (1
 2φ′ +
 1
 2φ2 − r
 )= 0,
 entonces una solucion de la EDLR esta dada por
 y = e∫ω,
 donde ω es solucion del polinomio anterior.
 Ejemplo A.6. Dada la ecuacion diferencial
 y′′ = ry, r =1
 x− 3
 16x2=
 16x− 3
 16x2.
 Se observa que ◦r0 = 2 y ◦r∞ = 1, por tal razon esta EDLR no cae en el
 caso 1. Ahora bien, por el paso 1 del caso 2 se tiene que esta EDLR cae en
 (c2,∞3), luego
 b = − 3
 16, E0 =
 {2 + k
 √1− 4
 (3
 16
 )}= {1, 2, 3}, v = 1, E = {1},
 por lo tanto los candidatos a elementos del conjunto D son
 1
 2(1− 1) = 0 ∈ Z+,
 1
 2(1− 2) = −1
 2/∈ Z+,
 1
 2(1− 3) = −1 /∈ Z+,
 y de esta forma D = {0}. El unico candidato a polinomio monico de grado
 0 es P = 1 y la funcion racional θ esta dada por θ = 12x. Ahora bien,
 P ′ = P ′′ = P ′′′ = 0, luego
 θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′ =1
 x3− 3
 4x3+
 1
 8x3− 2
 x2+
 3
 8x3+
 2
 x2− 3
 4x3= 0.
 Ası que que efectivamente P = 1 es el polinomio buscado. El paso siguiente
 es buscar φ tal que
 φ = θ +P ′
 P=
 1
 2x,
 luego se busca ω que satisfaga la siguiente ecuacion cuadratica
 ω2 − φω +
 (1
 2φ′ +
 1
 2φ2 − r
 )= ω2 − 1
 2xω +
 1
 16x2− 1
 x= 0,
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 las soluciones de ω estan dadas por
 ω =
 12±√
 14x2
 − 14x2
 + 4x
 2=
 1
 4x± 1√
 x.
 Por tanto, hay dos soluciones para la EDLR dadas por
 y1 = e∫
 14x
 + 1√x = x
 14 e2
 √x, y2 = e
 ∫14x
 − 1√x = x
 14 e−2
 √x.
 Finalmente, el grupo de Galois de la EDLR es el grupo multiplicativo y por
 lo tanto su componente conexa es abeliana.
 Nota A.3. El caso 2 puede aportar dos soluciones o una solucion. Esto
 depende de r tal como sigue
 r =2φ′ + 2φ− φ2
 4, solo existe una solucion,
 r 6= 2φ′ + 2φ− φ2
 4, existen dos soluciones.
 Caso 3. Tal como se menciono anteriormente, al descartar el caso 2, debe
 buscarse que todo polo de r tenga a lo mas orden 2 y el orden de r en ∞debe ser al menos 2. Este es el caso mas complicado debido a que se requieren
 muchos calculos.
 Paso 1. Buscar Ec 6= ∅ y E∞ 6= ∅. Para cada c ∈ Γ′ se define Ec ⊂ Z como
 sigue:
 (c1) Si ◦ (rc) = 1, entonces Ec = {12}(c2) Si ◦ (rc) = 2, r = · · ·+ b(x− c)−2 + · · · , entonces
 Ec ={6 + k
 √1 + 4b : k = 0,±1,±2,±3,±4,±5,±6
 }.
 Para ∞ se define E∞ ⊂ Z como sigue:
 (∞) Si ◦ (r∞) = v ≥ 2, r = · · ·+ b(x)2 + · · · , entonces
 E∞ =
 {6 +
 12k
 n
 √1 + 4b : k = 0,±1,±2,±3,±4,±5,±6
 }, n ∈ {4, 6, 12}.
 Paso 2. Encontrar D 6= ∅ definido por
 D =
 {d ∈ Z+ : d =
 n
 12
 (e∞ −
 ∑
 c∈Γ′
 ec
 ), ∀ep ∈ Ep, p ∈ Γ
 }.
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 Primero debe utilizarse n = 4 hasta que el algoritmo proporcione la respuesta
 o falle, luego n = 6 y n = 12. Si D = ∅, entonces el caso 3 del algoritmo
 de Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente al caso 4. Ahora, si
 #D > 0, entonces para cada d ∈ D con su respectivo n, se construye una
 funcion racional
 θ =n
 12
 ∑
 c∈Γ′
 ecx− c
 y un polinomio S definido como
 S =∏
 c∈Γ′
 (x− c).
 Paso 3. Buscar un polinomio monico P de grado d, para cada d ∈ D, tal
 que sus coeficientes esten determinados por la recurrencia
 P−1 = 0, Pn = −P,
 Pi−1 = −SP ′i − ((n− i)S ′ − Sθ)Pi − (n− i) (i+ 1)S2rPi+1,
 donde i ∈ {0, 1 . . . , n− 1, n}. Si P no existe, entonces el caso 3 del algoritmo
 de Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente el caso 4. Ahora, si P
 existe, se busca ω tal que
 n∑
 i=0
 SiP
 (n− i)!ωi = 0,
 entonces una solucion de la EDLR esta dada por
 y = e∫ω,
 donde ω es solucion del polinomio anterior, el cual es de grado n. Si se logra
 determinar ω con n = 4, entonces el grupo de Galois de la EDLR es el grupo
 tetraedro, si se determina con n = 6 es el grupo octaedro y con n = 12 es el
 grupo icosaedro.
 Teorema A.7. Este ejemplo es una correccion del presentado por J. Kovacic
 en su artıculo de 1986. En el ejemplo 2 de la pagina 25, J. Kovacic plantea
 la siguiente EDLR
 y′′ = ry, r = − 5x+ 27
 36(x− 1)2= − 2
 9(x− 1)2+ . . .− 2
 9(x+ 1)2+ . . . ,
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 y luego aplica el algoritmo sobre esta ecuacion, omitiendo dos exponentes.
 Gracias a estas dos erratas, es muy difıcil entender el ejemplo y el caso 3. La
 correcta EDLR esta dada por
 y′′ = ry, r = − 5x2 + 27
 36(x2 − 1)2= − 2
 9(x− 1)2+
 11
 72(x− 1)− 2
 9(x+ 1)2− 11
 72(x+ 1).
 La expansion en series de Laurent para r alrededor de x = ∞ esta dada por
 r = − 5
 36x2+ . . .
 Debido a que ◦r−1 = ◦r1 = ◦r∞ = 2, esta ecuacion podrıa caer en cualquiera
 de los cuatro casos. Sin embargo, se puede observar mediante el paso 1 que
 no cae en el caso (D = ∅) y mediante el paso 2 que no cae en el caso 2 (P = 1
 no satisface la ecuacion en θ). Ası pues, se intenta el caso 3. Por el paso 1,
 se tiene que
 E−1 = E1 = {4, 5, 6, 7, 8}, E∞ = {2, 4, 6, 8, 10}.
 Por el paso 2, las unicas familias posibles para que D 6= ∅ con n = 4 estan
 dadas por
 e∞ = 8, e−1 = 4, e1 = 4, d =1
 3(8− 4− 4) = 0,
 e∞ = 10, e−1 = 4, e1 = 6, d =1
 3(10− 4− 6) = 0,
 e∞ = 10, e−1 = 6, e1 = 4, d =1
 3(10− 6− 4) = 0,
 e∞ = 10, e−1 = 5, e1 = 5, d =1
 3(10− 5− 5) = 0,
 las demas familias dan valores que no son enteros no negativos, por lo tanto
 el unico candidato a polinomio P es P = 1. Ahora bien, tomando la primera
 familia se tiene
 θ =n
 12
 ∑
 c∈Γ′
 ecx− c
 =1
 3
 (4
 x+ 1+
 4
 x− 1
 )=
 8x
 3(x2 − 1),
 y el polinomio S esta dado por
 S =∏
 c∈Γ′
 (x− c) = (x− 1)(x+ 1) = x2 − 1,
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 ası se tiene
 Sθ =8x
 3, S2r = −5x2 + 27
 36.
 El paso siguiente es encontrar P0, P1, . . . , P4 mediante la recurrencia P4 =
 −P = −1, P−1 = 0,
 P3 = −SP ′4 + SθP4 =
 83x,
 P2 = −SP ′3 − (S ′ − Sθ)P3 − 4S2rP4 = −15x2+1
 3,
 P1 = −SP ′2 − (2S ′ − Sθ)P2 − 6S2rP3 =
 50x3+14x9
 ,
 P0 = −SP ′1 − (3S ′ − Sθ)P1 − 6S2rP2 = −125x4+134x2−3
 54.
 Sea ω la solucion de la ecuacion
 Sω4 =8x
 3Sω3 − 15x2 + 1
 6Sω2 +
 25x3 + 7x
 27Sω − 125x4 + 134x2 − 3
 1296.
 La solucion de la EDLR sera e∫ω, donde ω satisface la anterior ecuacion po-
 linomica de grado 4.
 Nota A.4. El tercer caso es el mas complicado, puesto que al final se deben
 resolver ecuaciones polinomicas de grado 4, 6 o 12. Estos calculos son muy
 grandes y se requiere la ayuda del computador.
 Caso 4. Si no se obtienen soluciones liouvillianas por cualquiera de los casos
 anteriores, entonces el algoritmo de Kovacic no puede determinar las solu-
 ciones de la EDLR. Es decir, el grupo de Galois de la EDLR es exactamente
 SL(2,C).
 Ejemplo A.8. Dada la ecuacion diferencial
 d2η
 dx2= rη, r =
 5− 72x
 16x2(x− 1)2= − 67
 16(x− 1)2+
 31
 8(x− 1)+
 5
 16x2− 31
 8x.
 Por el paso 1 se tiene que Γ = {0, 1,∞}, ◦(r0) = ◦(r1) = 2, ◦(r∞) = 3.
 Esto indica que la EDLR puede caer en cualquiera de los tres primeros casos
 (c2,∞1).
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 Primero se analiza el caso 1: s = 5−72x, t = 16x2(x−1)2, por lo tanto se tiene
 que r = st= − 67
 16(x−1)2+ 31
 8(x−1)+ 5
 16x2− 31
 8x, Γ = {0, 1,∞}, ◦ (r0) = ◦ (r1) = 2,
 y ◦ (r∞) = deg t− deg s = 3. Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1,
 (c2,∞1), por (∞1) se tiene que α+∞ = 0 y α−
 ∞ = 1. Ahora, por (c2) se tiene
 que para el polo x = 1, b = −6716
 , mientras que para x = 0, b = 516
 y esto
 implica que [√r]1,0 = 0 y α±
 1,0 /∈ R, por lo tanto D = ∅. De la misma se hace
 para los otros 2 casos y se concluye que D = ∅ y por lo tanto la EDLR cae
 en el caso 4, indicando que no tiene soluciones liouvillianas.
 Nota A.5. A simple vista se puede determinar, utilizando el algoritmo de
 Kovacic, si una EDLR no es resoluble por cuadraturas, basta observar el
 conjunto D que determina el grado de un polinomio. Los siguientes casos son
 no integrables.
 Si r es un polinomio de grado impar,
 si r es de la forma
 n∑
 i=1
 ai(x− ci)
 =P (x)
 Q(x), ai ∈ C, ci 6= cj, n ≥ 2, degQ−degP > 2,
 Si r es un polinomio de segundo grado escrito como
 ((ax+ d)2 + b
 ),
 ±ba
 /∈ 2Z+ 1.
 En particular, las ecuaciones diferenciales
 Ψ′′ = (x2 + λ)Ψ, y′′ = (α2x2 − α− 1)y, y′′ =
 (1
 4x2 − 1
 2− n
 )y
 son integrables si y solo si
 λ ∈ 2Z+ 1,1
 2α∈ Z, n ∈ Z.
 La ecuacion de Bessel (EDLR)
 y′′ =
 (4n2 − 1
 4x2− 1
 )y,
 es integrable si y solo si n ∈ Z+ 12.
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 De esta forma, se tendrıan inmediatamente ejemplos de ecuaciones diferen-
 ciales cuyo grupo de Galois es SL(2,C).
 Este material es solo una degustacion a la teorıa de Galois diferencial, que
 actualmente es un tema de investigacion al cual se han vinculado analistas
 y algebristas, quedan por explorar en este apendice el teorema de la corres-
 pondencia Galoisiana y todo el enfoque de grupos algebraicos en general.
 Una pregunta natural, la cual no fue abordada aquı, esta relacionada con el
 Ejercicio A.3, ¿que sucede si los coeficientes no son funciones racionales? La
 respuesta a esta pregunta esta relacionada con la preservacion de la compo-
 nente conexa del Grupo de Galois al hacer cambios de variable independientes
 y por tanto se buscarıa una algebrizacion de la ecuacion diferencial.
 EJERCICIOS
 A.1 Sea L/K siendo K = C y y′′ = 0. Demuestre que G(L/K) ≈ (C,+).
 A.2 Sea L/K siendo K = C(x) y y′′ = (x4 − 2x)y. Demuestre que G(L/K)
 es triangularizable, conexo y no abeliano, y que no existe solucion al-
 gebraica para dicha ecuacion diferencial.
 A.3 Sean L/K y M/F tales que K = C(x) y F = C(ex). Demuestre que
 G(L/K) ≈ G(M/F ).
 A.4 Demuestre que si r(x) ∈ C[x] y es de grado impar, entoncesG(L/C(x)) =SL(2,C).
 A.5 Sea L/K siendoK = C y y′′+y = 0. Demuestre que G(L/K) ≈ (C∗, ∗).¿El resultado se mantiene para K = C(x)? Justifique su respuesta.
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 teorema de, 95
 ley de composicion interna, 71
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 de un grupo, 92
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 p-subgrupo, 189
 de Sylow, 189
 Pareja ordenada, 6
 Parte entera, 33
 Particion, 58, 94

Page 501
                        

INDICE ALFABETICO 489
 Permutacion, 149
 cıclica, 151
 orbital de una, 151
 signo de una, 162
 Polinomio
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 teorema de, 358
 Zorn
 teorema de, 383



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                Carta 2012 warren buffet

                            

                                                    
                                Teor adelaprendizajesignificativo

                            

                                                    
                                BUFFET Proyecto

                            

                                                    
                                Catalago Buffet Ver 3.0

                            

                                                    
                                Buffet Oms y Viñas

                            

                                                    
                                DISPENSADORES ZUMO BUFFET - grupogranita.com

                            

                                                    
                                Catálogo Buffet y Catering

                            

                                                    
                                Buffet de contadores

                            

                                                    
                                Buffet - catering.comidaspopulares.comcatering.comidaspopulares.com/buffet_menus_comidas_populares.pdf · Porqué elegir un Menú Buffet . Los eventos tipo Buffet están basados e

                            

                                                    
                                Buffet  presentation

                            

                                                    
                                DESAYUNO BUFFET TAQUIZA BUFFET - …milongamalena.com/img/Paquetes-FondaSA.pdf · DESAYUNO BUFFET Fruta de la estacion Yighurt y cereales Jugo de naranja Leche Licuado de fruta de

                            

                                                    
                                Trabajo final warren buffet

                            

                                                    
                                Álvarez Buffet

                            

                                                    
                                Desayuno Buffet

                            

                                                    
                                Ejerc Teor Sol

                            

                                                    
                                Buffet Revol 2014 Promoción

                            

                                                    
                                Estrategias de Warren Buffet

                            

                                                    
                                Teor+¡asde aprend2011

                            

                                                    
                                Buffet Casero

                            

                                                    
                                Tesis restauran buffet

                            

                                                    
                                Catalogo primi

                            

                                                    
                                Proyecto Buffet

                            

                                                    
                                BUFFET SERVICIOS DE BUFETS”repositorio.ug.edu.ec/bitstream/redug/42546/1/TESIS...RESUMEN/ABSTRACT (150-250 palabras): La Microempresa M & M Buffet servicios de buffet empezó con

                            

                                                    
                                RESTAURANT BUFFET CONEJO BLAZZ.pptx

                            

                                                    
                                GIPSY BUFFET dossier grupos

                            

                                                    
                                Rosaleda Buffet

                            

                                                    
                                BUFFET Dossier

                            

                                                    
                                Buffet (1)

                            

                                                    
                                teor delito

                            

                                                    
                                Restaurant Buffet Lima

                            

                                                    
                                Buffet y Banquetes

                            

                                                    
                                Teor. Microorganismos. 37p

                            

                                                    
                                buffet - Bienvenido a La Cartuja Suministros Hosteleríalacartujahosteleria.com/PDF_2009/BUFFET.pdf · 156 buffet 157 buffet cubeta gastronorm cÓdigo descripciÓn medidas 16338 azul

                            

                                                    
                                DESAYUNOS SERVIDOS O BUFFET Continental Americano ·   DESAYUNOS SERVIDOS O BUFFET ( Buffet a partir de 30 personas ) Continental Selección de nuestra panadería

                            

                                                    
                                CURSOS INEM PRIMI

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


