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Álgebra
 Prólogo
 Este documento contiene un resumen del temario de esta asignatura, es muy importante que tengas en cuenta que todosu contenido lo he enfocado como complemento para el estudio de esta. Me he basado en los temarios originales de laasignatura, pero ten en cuenta que he omitido algunas partes del temario, por tanto te recomiendo que completes este textoapoyándote en algún libro para ampliar aquellas partes en las cuales no he entrado en profundidad.
 También es importante que tengas en cuenta que es un resumen enfocado principalmente como complemento para elestudio de la asignatura, por ese motivo es posible que en algunos casos haya sido poco fiel a las definiciones originalesde algunos puntos, y lo haya definido con un lenguaje poco técnico, para de este modo hacer más comprensibles algunosaspectos.
 Espero que te pueda ser de alguna utilidad este documento y en la medida de lo posible me comuniques cualquierposible fallo que pueda haber cometido en su confección, por otra parte si deseas ampliar o modificar alguna parte delmismo no tendré ningún problema en facilitarte los fuentes para su modificación. Si así lo deseas puedes ponerte encontacto con migo en la dirección de [email protected].
 Un saludo, Jose Luis Nogueira Alonso.
 por: José Luis Nogueira Alonso
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Álgebra Preliminares
 1. Preliminares
 Para poder tratar el tema de vectores debemos conocer algunos conceptos básicos:
 1.1. Estructura algebraica
 Es aquella que tiene la forma(G; *) donde G es un conjunto no vacío y * es una operación binaria interna sobre G (esdecir indica una operación sobre dos términos del conjunto G).
 1.2. Grupo
 Es una estructura algebraica(G; *) que cumple las siguientes condiciones:
 1. Asociativa.x*(y*z) = (x*y)*z
 2. Elemento neutro.∃eεG/e ∗ x = x ∗ e = x
 3. Elemento simétrico. Todo valor x tiene su simétricox’ / x*x’ = e
 1.3. Grupo conmutativo o abeliano
 Es aquel grupo en el cual se verifica también la propiedad.
 1. Conmutativa.x*y = y*x
 1.4. Anillo
 Es una estructura formada por un conjunto (A) y dos operaciones binaria internas (de dos elementos del conjunto),llamadas (*) y (.) . De manera que se deben cumplir la siguientes condiciones:
 1. (A; +) debe ser un cuerpo conmutativo.
 2. (x.y).z = x.(y.z)
 3. La operación (.) debe ser distributiva respecto a (+) x.(y+z) = x.y + x.z1
 4. La operación (.) es conmutativo.Anillo conmutativo
 5. La operación (.) tiene elemento neutro (diferente de 0).Anillo unitario
 6. x 6= 0 ,y 6= 0 implica que x.y6= 0. Anillo integro
 7. Todo xε A, x ε 0 tiene inverso (simétrico).
 Cuando el anillo verifica 4, 5 y 6 se dice que es un domino de integridad.Cuando un anillo verifica 5 y 7 decimos que es uncuerpo.Cuando verifica 4, 5 y 6 se llamacuerpo conmutativo.
 1Además de esta propiedad los anillo pueden cumplir otras, con lo cual ya pueden ser tipos de anillo.
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Álgebra Espacio vectorial
 2. Espacio vectorial
 2.1. Conocimientos necesarios y ejercicios imprescindibles
 1. Definición de espacio vectorial (e.v)
 2. Ejemplos de e.v.
 3. Propiedades de e.v.
 4. Subespacios vectoriales (s.e.v)
 5. Subespacios vacío y U. Subespacio intersección de dos s.e.v
 6. Combinación lineal de vectores.
 7. Dependencia / Independencia lineal de vectores.
 8. Sistema generador.
 9. Base.
 10. Dimensión de un subespacio.
 11. Subespacios suplementarios. dim (U1) + dim(U2) = dim(U1 + U2) + dim (U1 U2)
 12. Suma directa de dos subespacios vectoriales. Teorema de la base.
 Ejercicios: 1.6, 1.10, 1.17, 1.18, 1.25, 1.26, 1.27, 1.29, 1.30, 1.33
 2.2. Definición de espacio vectorial
 Este es el nombre que se asigna a una terna con las siguiente componentes:((E +), (K + .), *)
 Esta terna tiene los siguientes elementos propios de estudio:
 (E +) Es un grupo aditivo abeliano.Cuyos elementos se llaman vectores( x y z ... ). Importarte recordar las 4propiedades que debe cumplir un grupo abeliano (vistas anteriormente).
 (K + .) Es un cuerpo de escalares, se representan con las letras griegas.
 * Es una ley de composición externa, nos indica como combinar los escalares (K) con los vectores (E).
 La ley de composición externa utilizada en este caso debesiemprecumplir tres propiedades:
 1.α · (−→x +−→y ) = α−→x + α−→y2.(α+ β) · −→x = α · −→x + β−→y3.(α · β) · −→x = α · (β · −→x )
 2.2.1. Ejercicios típicos
 Nos dan un grupo abeliano, definiendo su operación (+) y debemos demostrar que efectivamente lo es.
 Nos dan un supuesto espacio vectorial, con una "extraña" ley de composición externa y debemos verificar si es unespacio vectorial.
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 2.3. Subespacio vectorial
 Si tenemos un espacio vectorialv =>(v; +; *) . Cualquier espacio vectorialu =>(u; +; *) contenido env es unsubespacio vectorial.
 Esto también se puede expresar diciendo que unsubespacio vectorialde−→v toda combinación lineal que se puedarealizar con este. La nueva combinación generada se llamasubespacio engendrado.
 El subespacio vectorial de−→v se puede representar como L(−→v ), o bien como< −→v1 ,−→v2 , ...,−→vn >.De manera directa podemossiemprecrear dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial, estos sería−→0 y −→v (es
 decir, todo y nada).Si tenemos dos subespacios vectoriales de−→v , llamados−→u1 y −→u2:
 La intersección de los dos subespacios siempre da un subespacio.
 La unión de los dos subespacios no necesariamente tiene porque dar un subespacio.
 Son llamadosconjuntos equivalentesaquellos que forman el mismo subespacio vectorial.
 2.3.1. Teorema de caracterización de subespacios vectoriales
 La condición necesaria y suficiente para que un subconjunto S de E sea subespacio vectorial suyo es que se verifique:
 1.∀−→u ,−→v ε−→S ;−→u +−→v ε−→S2.∀αε−→K ; ∀−→u ε−→S ;α · −→u ε−→S
 2.3.2. Ejercicios típicos
 Nos dan un subespacio vectorial deR2 con siguiente forma:−→S ={x1, x2, x3, ...,xn}; tenemos que verificar que
 efectivamente sea un subespacio vectorial. Para esto se cogen dos vectores de−→S , se multiplica por dos escalares
 α y β; para finalmente suma los dos resultados. Si lo que obtenemos pertenece a−→S , podemos afirmar que es un
 subespacio vectorial deR2.
 2.4. Combinación lineal de vectores
 Se dice que un vector−→x es combinación lineal de vectores del sistema P, si existen p escalaresαn, tales que:
 −→x = α1 · −→x1 + α2 · −→x2 + α3 · −→x3 + ...+ αn · −→xnEn este caso el sistema P es unsistema generador.El ejemplo más claro de esto son los vectores utilizados en física, los cuales se representan como
 −→V =a−→i +b−→j +c−→k siendo−→
 i ,−→j y−→k , vectores unitarios del sistemaR3, los cuales se combinan linealmente con los valores a, b, c.
 Con esto se puede observar que una combinación lineal de vectores (c.l.v) se obtiene multiplicandoαn escalares porlos vectores base del sistema. De manera que puede haber infinitas combinaciones lineales de vectores.
 2.5. Dependencia / Independencia lineal
 Linealmente dependiente, se llama así a un sistema de vectores cuando, se puede obtener del conjunto de vectorespartiendo de los ya existentes. Como es evidente un vectorlinealmente independientees el análogo.
 Para comprobar que un vector sea linealmente independiente se debe cumplir la siguiente expresión:
 α−→u + β−→v + γ−→w = 0⇐⇒ α = β = γ = 0
 Existe otra forma para saber si un vector es dependiente / independiente; este método implica resolver un determinantecomo el que hay a continuación; el vector será linealmente independiente si el determinante es distinto de cero.
 ∣∣∣∣∣∣
 u1 v1 w1
 u2 v2 w2
 u3 v3 w3
 ∣∣∣∣∣∣
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 2.5.1. Ejercicios típicos
 Nos dan un sistema de varios vectores y debemos averiguar si es dependiente o independiente. Para esto se debemultiplicar cada uno por una constante y suma todos los resultados, los cuales deben ser iguales a cero en todos loscasos. Normalmente sale un sistema de ecuaciones con varias incógnitas.
 2.6. Base de un espacio vectorial
 Es un sistema de vectores (linealmente independientes), tales que en un determinado espacio se pueden expresar todoslos vectores como combinación lineal de ellos. Los casos más típicos son enR2{−→x ,−→y } y enR3{−→i ,−→j ,−→k }.
 Se llama base de un espacio vectorial que eslibre y ademássistema generador2.
 En todo espacio vectorial existe al menos una base (Teorema de la base).
 En un espacio vectorial todas las bases tienen el mismo número de vectores. Los escalares por los que se multiplicacada uno de los vectores que forman la base, se llamancoordenadas.
 Teniendo un vector con la forma−→v = λ1 · −→v1 + λ2 · −→v2 + ...+ λn · −→vn, los escalaresλn se llamancoordenadas, mientrasque−→vn son el conjunto de vectores que forma labase.
 El cambio de base consiste en teniendo un vector v expresarlo sobre otra base y que siga siendo el mismo.
 2.6.1. Ejercicios típicos
 Cambio de base.
 2.7. Dimensión de un espacio vectorial
 Se llama dimensión de un espacio vectorial, el número de vectores que forman su base.Si un espacio vectorial de dimensiónn:
 Todo sistema de generadores deE conn vectores, es una base deE.
 Todo sistema libre deE tienen un número de vectores≤ n.
 Todo sistema deE con más den vectores, es ligado.
 Si tenemos un espacio vectorial−→v , talquedim−→v = n;−→u C−→v ⇒ dim−→u ≤ dim−→v .
 2.8. Rango
 El rango de un conjunto de vectores−→v es el número mayor de vectores independientes del conjunto.
 ran{(1, 0)(0, 1)(4, 3)} = 2/dim = 2
 ran{(4, 3)} = 1/dim = 2
 2Es aquel sistema de vectores, que puede representar cualquier otro vector de su espacio, como combinación lineal de el mismo.
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Álgebra Matrices
 3. Matrices
 3.1. Definición
 Teniendo dos conjuntos de elementos finitosI = {1...m} y J = {1...n}; se llamamatriz de m filas por n columnasomatriz (m,n) a la imagen de una aplicación del conjuntoI × J en el cuerpoK.
 A : I × J → K
 (i, j)→ aij
 A = (aij) =
 a11 a12 ... a1n
 a21 a22 ... a2n
 ... ... ... ...am1 am2 ... amn
 También se puede expresar una matriz como el producto cartesiano de dos vectores.
 3.2. Tipos de matrices
 p=1 o (m,1): matriz columna.
 n=1 o (1,n) : matriz fila.
 Matriz nula o cero (0): Aquella en la que todos sus elementos son cero.
 Matriz opuesta (-A): Tiene el mismo orden que(A), pero sus elementos son opuestos a esta.
 Matriz transpuesta (A)’o (A)t ->Es el resultado de la matriz(A) después de cambiar sus filas por columnas. Si(Aij) tiene la transpuesta(Aji)′. det(A) = det(A′).
 Matriz rectangular. Es aquella matriz que tiene un número de filas y columnas diferente.
 Matriz cuadrada.Es aquella en la cual el número de filas es igual al de columnas.
 • Simétrica.Es aquella matriz que coincide con su transpuesta.(A) = (At); (A ·B)t = Bt ·At• Antisimétrica o hemisimétrica. Es aquella que coincide con la opuesta de su transpuesta.(A) = (−A)t. En
 esta matriz su diagonal principal vale cero, los elementos que están por encima de dicha diagonal son opuestosa los que hay por debajo.aij = −aij o (A) = −(A)t
 • Matriz diagonal (D). Tiene como característica, el echo de que únicamente son distintos de cero los elementosde la diagonal principal.
 • Matriz escalar. Es una matriz diagonal, con todos los valores de la diagonal principal iguales entre ellos.
 • Matriz unidad (I).Es una matriz escalar, que además, tiene valores 1 en la diagonal principal y valores 0 en elresto.
 • Triangular.Es aquella matriz en la cual, tiene ceros encima o debajo de la diagonal principal. La matriz unidadsiempre es triangular.
 Matriz inversibleo regular. Es el nombre que recibe toma matriz que tenga elemento inverso, de manera que secumpla:A ·A−1 = I
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 3.3. Operaciones con matrices
 3.3.1. Suma
 Para poder sumar dos matrices, estas deben tener iguales dimensiones. Para realizar la operación de suma se debensumar los valores que ocupan la misma posición.
 a11 a12 ... a1p
 a21 a2p
 ... ...an1 an2 ... anp
 +
 b11 b12 ... b1pb21 b2p... ...bn1 bn2 ... bnp
 =
 a11 + b11 a12 + b12 ... a1p + b1pa21 + b21 a2p + b2p
 ... ...an1 + bn1 an2 + bn2 ... anp + bnp
 (M(n,p),+) es un grupo abeliano.Características que la hacen un grupo abeliano:
 Posee neutro, el cual es la matriz nula con su mismo orden.
 Posee elemento opuesto, el cual coincide con su matriz opuesta.
 3.3.2. Matriz por un escalar
 En estos casos el escalar se multiplica por todas las posiciones de la matriz.
 α ·
 a11 a12 ... a1p
 a21 a2p
 ... ...an1 an2 ... anp
 =
 α · a11 α · a12 ... α · a1p
 α · a21 α · a2p
 ... ...α · an1 α · an2 ... α · anp
 3.3.3. Producto de matrices
 Esta operación es un poco liosa hasta que se coge cierta práctica con ella. La operación “producto de A por B” serealiza de la siguiente manera(B) · (A).
 Es necesario que haya el mismo número de columnas deA que fila deB.
 a11 a12 ... a1p
 a21 a2p
 ... ...an1 an2 ... anp
 ·
 b11 b12 ... b1pb21 b2p... ...bn1 bn2 ... bnp
 =
 ∑ni=1 bi1a1i
 ∑ni=1 bi2a1i ...
 ∑ni=1 bina1i∑n
 i=1 bi1a2i ... ...∑ni=1 bina2i
 ... ... ... ...∑ni=1 bi1api ... ...
 ∑ni=1 binapi
 3.3.4. Operaciones elementales
 Se conocen con este nombre a las operaciones que una vez realizadas se obtiene un sistema equivalente al primero.En estas operaciones, tanto si se realizan sobre filas como sobre columnas, el rango3 de la matriz no varia.Las operaciones elementales son las siguientes:
 Permutación4 entre dos vectores cualquiera de la matriz.
 Substituir un vector de la matriz, por el mismo más una combinación lineal del resto de vectores.−→ui = −→ui +α1−→u1 +
 ...+ αn−→unMultiplicar un vector de la matriz por un escalar.
 3El concepto derango de una matrizse trata en el apartado 3.64Se considera permutar dos elementos, a cambiar la posición de uno por otro, y la de este por la del primero.
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 3.4. Matrices y vectores
 Se puede considerar que una matriz es una función de vectores. Con las característica vistas hasta el momento sepuede observar que la matrices se puede definir como una terna, con estructura de anillo5, igual a la siguiente:
 (Mm,n,+, ·)
 Mediante dicha terna, se puede observar queMm,n es un espacio vectorial con sus correspondientes operaciones sumay producto por un escalar. Por esto se puede afirmar que una matriz cumple las mismas propiedades que un conjunto devectores.
 Se considerabase naturalo base canónica, al conjunto de matrices, que tienen en todas sus posiciones cero, exceptoen una posición hay un uno; y dicha posición va alternándose entre todas las de la matriz.
 B =
 1 0 ... 00 0 ... 0... ... ... ...0 0 ... 0
 0 1 ... 00 0 ... 0... ... ... ...0 0 ... 0
 ...
 0 0 ... 00 0 ... 0... ... ... ...0 0 ... 1
 Se puede considerar que el conjunto deMn de matrices cuadradas de ordenn es unk espacio vectorial de dimensión6
 n2.
 3.5. Propiedades de la matrices cuadradas
 Si la matriz cuadrada tiene inverso esregular, en caso contrario essingular.
 (A) · (A)−1 = (I)
 El determinante del producto de dos matrices de ordenn es el producto de los respectivos determinantes. (Teoremade Binet-Cauchy).
 Una matriz cuadrada esregular solo si su determinante es distinto de cero.
 3.6. Rango de una matriz
 Dada una matriz(A) podemos obtener una submatriz cuadrada(B), cogiendo un númerom de filas y columnas de lamatriz(A).
 |B| = un menor de ordenm7 de la matriz(A).
 Si la matriz(A) tiene un menor de ordeni no nulo, entonces losi vectores columna que determinan al menor sonlinealmente independientes. Así mismo también lo son losi vectores fila que determinan el menor.
 Se llamarango de una matriz (A)a la dimensión del subespacio vectorialKn engendrado por losp vectores columna.rg(A)
 Al resultar un poco compleja la definición sobre elrango de una matrizexpuesta anteriormente, en este punto se van arealizar tres definiciones, para intentar aclarar este concepto. Es importante recordar la similitud entre matrices y vectores,de la cual se habla en el apartado 3.4.
 Rango fila. Es el rango de los vectores fila de la matriz, o dicho de otra manera el número de vectores fila que sonlinealmente independientes.
 Rango columna. Es el rango de los vectores columna de la matriz, o dicho de otra manera el número de vectorescolumna que son linealmente independientes.
 Rango de una matriz. Es igual al rango fila y al rango columna; los cuales siempre son iguales entre si.
 5Ver preliminares.6La dimensión es el número de vectores que forman su base.7Llamamos menor de ordenn de una matriz al determinante que resulta de eliminar ciertas filas y columnas hasta quedar una matriz cuadrada de
 ordenp. Es decir, al determinante de cualquier submatriz cuadrada deA (submatriz obtenida suprimiendo alguna fila o columna de la matrizA).
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 3.6.1. Calculo de rango
 Para calcular el rango de una matriz, se puede operar de tres formas distintas:
 Calcular el máximo número de filas (o columnas) independientes mediante la propia definición de sistema libre oligado de vectores.
 Mediante transformaciones elementales en las filas (o columnas) de la matriz eligiendo un 1 en la matriz y haciendocero los elementos de su misma fila o columna8.
 • Intercambiar dos líneas entre sí.
 • Suprimir una línea que tenga todos sus elementos nulos.
 • Suprimir una línea que sea proporcional a otra.
 • Suprimir una línea que sea combinación lineal de otra/s.
 • Multiplicar o dividir una línea por un número distinto de cero.
 • Sustituir una línea i de este modo :Li = a · Li + b · Lj• Sustituir una línea i de este modo :Li = Li + a · Lj
 Mediante determinantes: El cálculo de determinantes ofrece una técnica muy operativa para hallar el rango de unamatriz.
 3.6.2. Propiedades del rango de una matriz
 Supongamos la siguiente matriz:
 (A) =
 a11 a12 ... a1p
 a21 a22 ... a2p
 ... ... ... ...an1 an2 ... anp
 En la matriz(A) dada, lasi columnas (oi filas) son linealmente independientes si y solo si contienen un menor deordeni no nulo.
 El rango de(A) coincide con el orden de un menor maximal9 no nulo de la matriz(A).
 El rango de una matriz no varia si a una columna (o fila) se le suma una combinación lineal de las otras.
 3.7. Matriz de un sistema de vectores respecto a una base
 3.7.1. Definición
 Si tenemos un espacio vectorial(E), una base−→v = {−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn}, y un sistema de vectores−→a = {−→a1,−→a2, ...,−→an}.
 −→a1 = a11−→v1 + a21
 −→v2 + ...+ an1−→vn =
 a11
 a21
 ...an1
 v
 = (−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn)
 a11
 a21
 ...an1
 ...
 −→a1 = a1p−→v1 + a2p
 −→v2 + ...+ anp−→vn =
 a1p
 a2p
 ...anp
 v
 = (−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn)
 a1p
 a2p
 ...anp
 De esto se puede deducir, que el sistema de vectores−→a respecto a la base−→v se puede representar como:
 a11 ... a1p
 ... ... ...an1 ... anp
 v
 Se llama rango del sistema de vectores−→a a la dimensión del subespacio vectorial deE generado por−→a .8Cuando se hace referencia a líneas, debe entenderse que se hace referencia a una fila o una columna indistintamente9El un menor no nulo tal que cualquier otro menor que lo contenga debe ser estrictamente nulo.
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 3.8. Cálculo de la matriz inversa mediante transformaciones elementales
 Para calcular la matriz inversa de una dada (A), se deben realizar los siguientes pasos en el orden indicado:
 1. Se debe escribir la matrizA y a su derecha la matriz unidadI. De manera que se obtiene una nueva matriz[A|I],con el doble número de columnas.
 2. Realizar sucesivas operaciones elementales sobre sus filas, hasta conseguir una nueva matriz, que se pueda dividiren[I,B].
 3. De esta manera se ha conseguido transformar la matrizA en la unidadI. La matriz que ocupa el lugar de la derecha(B), es la matriz inversa de (A).
 3.9. Cambio de base en un espacio vectorial
 Para realizar dicho cambio, primero es necesario definir estos tres elementos sobre el sistema:
 UB1 es la matriz columna que expresa las coordenadas de−→U enB1.
 UB2 es la matriz columna que expresa las coordenadas de−→U enB2.
 MB2·B1 es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectoresB2enB1; también llamadamatriz de paso.De manera queUB1 = MB2·B1 · UB2
 De esta operación se debe deducir un sistema de ecuaciones, el cual al ser resuelto da los resultados.La parte más complicada de este método consiste en hallar la matriz de vectoresB2enB1.
 Ejemplo. Obtener las ecuaciones de cambio de base deB2aB1, de los vectores:
 B1 = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 2)};B2 = {(1, 1, 2), (1, 0, 1), (0, 1, 2)}
 Primero se debe hallar cada componente de la matriz, de los valoresB2enB1, esto se hace así:
 (1, 1, 2) = x(1, 0, 1) + y(0, 1, 1) + z(0, 0, 2)⇒ (1, 1, 2)B1 = (1, 1, 0)B2
 (1, 0, 1) = x(1, 0, 1) + y(0, 1, 1) + z(0, 0, 2)⇒ (1, 1, 2)B1 = (1, 0, 0)B2
 (0, 1, 2) = x(1, 0, 1) + y(0, 1, 1) + z(0, 0, 2)⇒ (1, 1, 2)B1 = (0, 1,12
 )B2
 Teniendo estas expresiones se puede representar el cambio de base de forma matricial, de la siguiente manera:
 x1
 y1
 z1
 UB1
 =
 1 1 01 0 00 1 1
 2
 x2
 y2
 z2
 UB2
 De esta representación se puede deducir el siguiente sistema de ecuaciones:
 x1 = x2 + y2
 y1 = x2
 z1 = y2 + 12z2
 3.10. Obtención de una matriz inversa
 Para realizar esta operación se pueden seguir dos métodos, con la experiencia se podrá saber cual es más apropiadopara cada caso.
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 3.10.1. Método de transformaciones elementales
 Consiste en partir del conjunto(A|I), y mediante transformaciones elementales transformarlo en el conjunto(I|B).De manera que la matrizB es la inversa deA.
 3.10.2. Método de la fórmula
 Consiste en desarrollar los siguiente
 A−1 =1|A| (Adj A)t
 3.11. Ejercicios
 Realizar cálculos básicos con matrices. Suma, multiplicación, exponenciales, etc...
 Transposiciones y reglas que se derivan de ello.
 Dada una matriz determinar si es un subespacio vectorial deRn. Además averiguar la base.
 Cambio de base de una matriz.
 Obtener la matriz inversa de una dada.
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 4. Aplicaciones lineales
 4.1. Concepto de aplicación lineal
 Si tenemos dos espacios vectoriales:((E +), (K + ·), ·) y ((F +), (K + ·), ·) (sobre el mismo cuerpoK). Siendo el signo(+) la ley de composición interna (puede ser distinta entre los dos espacios); y(·) la ley de composición externa (tambiénpuede ser distinta).
 La composición def deE enF es lineal si:
 f(α−→x + β−→y ) = αf(−→x ) + βf(−→y ), ∀(−→x ,−→y )εE2, ∀(α, β)εE2
 De esta norma general se pueden deducir las siguientes:
 f(−→x +−→y ) = f(−→x ) + f(−→y ) , la imagen de la suma es igual a la suma de imágenes.
 f(α−→x ) = αf(−→x ), la imagen del producto de un escalar por un vector es el escalar por la imagen del vector.
 4.2. Clasificación de aplicaciones lineales
 Las aplicaciones lineales también son llamadasmorfismosu homorfismos. Teniendo dos espacios vectoriales talesquef : E → F , se puede hacer la siguiente clasificación:
 Isomormismo. La aplicación linealf es biyectiva.
 Endomorfismo. CuandoE=F (son los mismos espacios vectoriales).
 Aplicación en.Si f no es inyectiva ni sobreyectiva.
 Automorfismo. Cuando esisomorfismo + endomorfismo.
 Forma lineal. Es la aplicación lineal de un espacio sobre un cuerpo de escalares.
 Epimorfismo. La aplicación linealf es sobre.
 Monomorfismo. La aplicación linealf es inyectiva.
 4.3. Imagen de una aplicación lineal
 Si tenemos una aplicación linealf deE enF. Se llama imagen def al subconjunto deF formado por imágenes de losvectores deE.
 La imagen def es la envoltura lineal de las imágenes de una baseE. La imagenf es un subespacio vectorial deF cuyadimensión coincide con el sistema de vectores {f(−→u1),f(−→u2),...,f(−→up)}.
 Se conoce comoaplicación inyectivaa aquella aplicación que toda imagen tiene únicamente una anti-imagen.Se conoce comoaplicación exhaustivaa aquella aplicación cuyas imágenes tienen como mínimo una anti-imagen.Se conoce comoaplicación biyectivaa aquella aplicación cuyas imágenes tienen siempre unaúnicaanti-imagen.
 4.4. Matriz de una aplicación lineal
 Si tenemos el sistema de vectores {f(−→u1),f(−→u2),...,f(−→up)} respecto a la base−→v . Esto es la matriz de la aplicación linealf respecto a la bases
 −→V ,−→U .
 f(−→u1) =
 f11
 f2
 ...fn1
 v
 De lo que se deduce que:
 f(−→u ) =
 f11 ... f1p
 ... ... ...fn1 ... fnp
 v
 =
 f11 ... f1p
 ... ... ...fn1 ... fnp
 x1
 ...xp
 ⇒ −→y = f(−→x )⇒
 f11 ... f1p
 ... ... ...fn1 ... fnp
 x1
 ...xp
 U
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Álgebra Aplicaciones lineales
 4.5. Operaciones con aplicaciones lineales
 4.5.1. Suma de aplicaciones lineales
 Dadas las aplicaciones lineales deE enF, f y g :
 (f + g)(−→x ) = f(−→x ) + g(−→x );∀−→x εE
 4.5.2. Producto de aplicaciones lineales por un escalar
 α · f(−→x ) = α[f(−→x )]
 (α · f)U,V =
 αf11 ... αf1p
 ... ... ...αfn1 ... αfnp
 4.5.3. Producto de aplicaciones lineales
 h · f(−→x );∀−→x εE
 (h · f)U,W = (h)V,W · (f)U,V
 4.6. Núcleo de una aplicación lineal
 Dada la aplicación linealf : E → F . Se conoce como núcleo de la aplicación lineal (f ), y se denota comoN(f), alconjunto de vectores deE que se aplican en el vector nulo deF. Es decir, es la imagen inversa del vector nulo deF.
 N(f) = f−1(0)
 N(f) es subespacio vectorial deE, y se verifica:
 dim (N(f)) + dim (Im (f)) = dimE
 Para hallar un núcleo es necesarios calcular un valor que haga que la aplicación sea igual al conjuto0.
 4.7. Determinación de una aplicación lineal. Matriz
 Una aplicación linealf : E → F queda determinada conociendo las imágenes de los vectores de la baseE.Toda aplicación lineal se puede representar como una matriz, cuyas dimensiones son:
 La dimensiónn corresponde al espacio vectorialE, y seaB = {e1, e2, ..., en} la base deE
 La dimensiónn corresponde al espacio vectorialF, y seaB′ = {v1, v2, ..., vn} la base deF
 Si uεE tiene de coordenadas(x1, x2, ..., xn) en la baseB y su imagenf(u) tiene de coordenadas(y1, y2, ..., yn) en labaseB’.
 Se verifica la siguienteecuación matricial, siendoY = A ·X
 y1
 ...ym
 =
 f11 ... f1p
 ... ... ...fn1 ... fnm
 x1
 ...xn
 4.8. Rango de una aplicación lineal
 Se llamarango de una aplicación linealla dimensión del espacio vectorial imagen, se denota porrg(f)
 rg(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E))
 El rg(f) coincide con el rango de la matriz asociada af en cualquier base.
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 4.9. Aplicaciones lineales inyectivas
 Una aplicación linealf : E → F es inyectiva si, y sólo si, su núcleo contiene sólo el vector nulo. Es decir:
 f : E → F , f es inyectiva⇔ N(f) = {0}
 Una aplicación linealf : E → F es inyectiva si, un sistema libre deE se aplica en un sistema libre. Es decir, si la imagende una base deE es una base def(E).
 dimE = dimf(E)
 org(Mf ) = dimE
 4.10. Caracterización de endomorfismos biyectivos
 Las aplicaciones linealesf : E → E sonendomorfismos. La matriz de laf en una base será cuadrada. En caso de queel endomorfismo seabiyectivoel rango de la matriz será la dimensión deE, es decir, su determinante será distinto de cero.
 4.11. Conjunto de las aplicaciones lineales entre dos espaciosE y F
 El conjunto de todas las aplicaciones lineales entreE y F, espacios vectoriales sobre el mismo cuerpoK, se denota porL(E,F ).
 Si f, g son dos aplicaciones lineales entreE y F, se pueden definir los conceptos que aparecen a continuación.
 4.11.1. Aplicación suma
 En caso de tenerf + g : E → F tal que:
 ∀uεE; (f + g)(u) = f(u) + f(u)
 El resultado de la suma sigue definido enL(E,F ).Si B y B’ son dos bases deE y F respectivamente, yM(f,B,B′) y M(g,B,B′) son las matrices, se verifica:
 M(f+g,B,B′) = M(f,B,B′) +M(g,B,B′)
 4.11.2. Aplicación producto por un escalar
 Si se tiene un escalarα y fεL(E,F ), se puede definir una aplicaciónαf : E → F la aplicación tal que,
 ∀uεE, (αf)u = αf(u)
 La aplicaciónαf es aplicación lineal, y se verifica:
 M(αf,B,B′) = αM(f,B,B′)
 4.12. El anilloL(E) de los endomorfismos deE
 El conjuntoL(E) representa al aplicaciones lineales sobreE, en las cuales además de la operación suma y producto(antes comentadas), se puede definir otra operación interna, el producto, que será la propia composición de aplicaciones.
 Dadosf : E → E, y g : E → E endomorfismo deE, se llamaproductodef y g la aplicaciónf · g : E → E
 ∀uεE; (g · f)(u) = g(f(u))
 De manera que se verifica:
 M(g·f,B) = M(g,B) ·M(f,B)
 Si fεL(E) tiene aplicación inversaf−1, tambiénf−1εL(E).
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 4.13. Matrices asociadas a un endomorfismo en dos bases distintas
 SeaE unK-espaciovectorial de dimensiónn y sean:
 B1 = {e1, e2, ..., en}; B2 = {v1, v2, ..., vn}
 bases deE donde los vectores deB2 enB1 son:
 v1 = a11e1 + a12e2 + ...+ a1nen........
 vn = an1e1 + an2e2 + ...+ annen
 Sea una aplicación linealf : E → E de matricesM(f,B1) y M(f,B2) en las basesB1 y B2, respectivamente.La relación entre ambas matrices es:
 M(f,B2) = C−1 ·M(f,B1) · C
 DondeC es la matriz de cambio de base:
 C =
 a11 a21 ... an1
 ... ... ... ...a1n a2n ... ann
 = M(B2,B1)
 recordar queM(B2,B1) = M−1
 (B1,B2)
 de modo que la expresión quedará como
 M(f,B2) = M(B1,B2)M(f,B1)M−1(B1,B2)
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 5. Determinantes
 5.1. Definición
 Visión 1.Un determinantes es una herramienta (función) deRn a R. Esta función debe ser lineal en cada uno de susargumentos.
 Visión 2.Una matriz puede verse como un conjunto dei vectores (fila o columna) conj dimensiones cada vector. Anteesta definición se puede considerar un determinante como la función de los vectores de la matriz.
 5.2. Propiedades de los determinantes
 Si se cambian filas por columnas10 el valor del determinante no varía.
 Si se cambian entre si dos filas, el valor absoluto del determinante no varía, pero si el signo del resultado.
 Un determinante con dos filas (o columnas) iguales es nulo.
 Si se multiplican todos los elementos de una linea por un valorλ, el valor del determinante queda multiplicado poreste valorλ.
 Si un determinante tienen los valores de una línea11 múltiplos de los de otra línea, su valor es nulo.
 5.3. Adjuntos. Desarrollo de un determinante
 5.4. Menor complementario
 Si en una matriz cuadrada se suprime la filal y columnak se obtiene otra de ordenn-1, cuyo determinante se llamamenor complementariodel elementoalk.
 Un posible ejemplo sería el siguiente, dada una matrizA se obtendrá el menor complementario del 3 de la primerafila:∣∣∣∣∣∣
 −1 0 33 4 25 1 0
 ∣∣∣∣∣∣⇒∣∣∣∣
 3 45 1
 ∣∣∣∣El menor complementariotambién se puede expresar diciendo, que cuando en un determinante cuadrado de ordenn,
 únicamente se cogenh filas yh columnas, este es unmenor de orden h. De manera que las filas y columnas que no entranen elmenor de orden hse llamanmenor complementarioy son de ordenn-h.
 5.5. Adjuntos o cofactores
 El adjunto del elementoai,j que pertenece al determinanteAi,j , se forma multiplicando(−1)i+j12 por sumenorcomplementario(αi,j).
 La suma de los elementos de una fila por los adjuntos de otra fila paralela, siempre es igual a cero.En caso de que se desee obtener factor común de un elementoai,j , este deberá ir multiplicado por un polinomio, el
 cual es suadjunto.
 5.6. Regla de Laplace
 Todo determinante es igual a la suma de sus menores posibles, formados conh lineas fijas y multiplicados por susadjuntos correspondientes.
 Un ejemplo de esta regla es el siguiente:
 A =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
 0 1 2 01 0 0 34 1 2 32 6 1 3
 ∣∣∣∣∣∣∣∣=∣∣∣∣
 0 11 0
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 2 31 3
 ∣∣∣∣−∣∣∣∣
 0 21 0
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 1 36 3
 ∣∣∣∣+∣∣∣∣
 0 01 3
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 1 20 1
 ∣∣∣∣+
 10Esta operación se denominatransponer el determinante, o realizar latranspuesta de un determinante.11Cuando se habla de línea se hace referencia tanto a filas como a columnas.12Dicho de otra manera el primer elemento es negativo, y los siguientes van alternando el signo
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 +∣∣∣∣
 1 21 0
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 4 32 3
 ∣∣∣∣−∣∣∣∣
 1 00 3
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 4 22 1
 ∣∣∣∣+∣∣∣∣
 2 00 3
 ∣∣∣∣ ·∣∣∣∣
 4 12 6
 ∣∣∣∣
 5.7. Resolución de sistemas con orden mayor a 3
 Para resolver este tipo de matriz se pueden seguir dos métodos, el primero consisten en dejar todo ceros en una línea,a excepción de un término; el segundo consisten en obtener varios determinantes de menor orden.
 Para realizar este segundo método, se elige una línea del determinante, a ser posible la que tenga mas ceros. Seguida-mente se multiplica cada valor de esta línea (con signo negativo en impares y positivo en pares) por su menor.
 Ejemplo del primer método:∣∣∣∣∣∣∣∣
 1 3 −5 211 7 4 −31 1 3 116 3 11 −2
 ∣∣∣∣∣∣∣∣=
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
 17 6 6 014 10 13 01 1 3 118 5 17 0
 ∣∣∣∣∣∣∣∣= (1) ·
 ∣∣∣∣∣∣
 17 6 614 10 1318 5 17
 ∣∣∣∣∣∣
 Ejemplo del segundo método: (en este ejemplo se ha elegido la primera linea)∣∣∣∣∣∣∣∣
 1 2 −2 1−3 −5 4 14 7 −5 22 4 −3 4
 ∣∣∣∣∣∣∣∣= (−1) ·
 ∣∣∣∣∣∣
 −5 4 17 −5 24 −3 4
 ∣∣∣∣∣∣+ 2 ·
 ∣∣∣∣∣∣
 −3 4 14 −5 22 −3 4
 ∣∣∣∣∣∣+ 2 ·
 ∣∣∣∣∣∣
 −3 −5 14 7 22 4 4
 ∣∣∣∣∣∣+
 +1 ·∣∣∣∣∣∣
 −3 −5 44 7 −52 4 −3
 ∣∣∣∣∣∣
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 6. Sistemas de ecuaciones lineales
 6.1. Definición
 Se considera un sistema de ecuaciones lineales, al conjunto conn igualdades y la forma:
 f11x1 + f12x2 + ...+ f1pxp = b1f21x1 + f22x2 + ...+ f2pxp = b2....fn1x1 + fn2x2 + ...+ fnpxp = bn
 Este sistema está formado por los siguientes elementos:
 Hayn ecuaciones yp incógnitas(x1, x2, ..., xp).
 fij son coeficientes.
 bi son términos independientes que pertenecen al cuerpoK.
 Se llama solución del sistema a toda p-tupla(α1, α2, ..., αn), talque si se substituyexi por αi, en todos los casos, lasigualdades se cumplen.
 6.2. Tipos de ecuaciones
 En los sistemas de ecuaciones lineales se puede hacer una doble clasificación, la cual sería la siguiente:
 Según sus soluciones
 • Incompatible. Son aquellos sistemas que no tienen soluciones.
 • Compatibles. Son aquellos sistemas que si tienen soluciones.
 • Determinados. Son sistemas con una única solución.
 • Indeterminados. Son sistemas con más de una solución.
 Según su composición interna
 • No homogéneos. Son aquellos en los cuales sus soluciones son distintas de cero(b1, b2, ..., bn) 6= (0, 0, ..., 0).
 • Homogéneos. Son aquellos en que todas sus soluciones son iguales a cero, y por tanto a ellas mismas(b1, b2, ..., bn) = (0, 0, ..., 0); b1 = b2 = ... = bn = 0.
 Para averiguar si un sistema esindeterminadose debe analizar si el valor del determinante de sumatriz de coeficientes13
 es igual a cero, en todos los casos.Si partimos de queA es la matriz de ecuaciones yA|M la matriz ampliada de las ecuaciones, se pueden realizar las
 siguientes afirmaciones:
 ran (A) = ran (A|M)⇒ Compatible
 ran (A) = ran (A|M) = no incognitas⇒ Compatible determinado
 ran (A) = ran (A|M) < no incognitas⇒ Compatible indeterminado
 ran (A) 6= ran (A|M)⇒ Incompatible
 13Ver más adelante
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 6.3. Relación entre sistemas vectoriales y sistemas de ecuaciones lineales
 Las incógnitasxi se pueden suponer como escalares del cuerpoK, con lo que se puede escribir el sistema de lasiguiente manera:
 x1
 f11
 f21
 ...fn1
 + x1
 f12
 f22
 ...fn2
 + ...+ x1
 f1p
 f2p
 ...fnp
 =
 b1b2...bn
 Esto también se puede representar como:
 f11 f12 ... f1p
 f21 f22 ... f2p
 ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnp
 x1
 x2
 ...xp
 =
 b1b2...bn
 o también(−→f1,
 −→f2, ...,
 −→fp)
 x1
 x2
 ...xp
 = −→b
 o visto de otro modox1−→f1 + x2
 −→f2 + ...+ xp
 −→fp = −→b
 La representación matricial de un sistema de ecuaciones lineales se puede representar comoAX=B. Donde:
 X =
 x1
 x2
 ...xp
 ; A =
 f11 f12 ... f1p
 f21 f22 ... f2p
 ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnp
 ; B =
 b1b2...bn
 6.4. Matriz importantes
 Para operar con sistemas de ecuaciones lineales, muchas veces se hace referencia a dos matrices que se consideran desuma importancia, en este apartado se verá cuales son.
 6.4.1. Matriz de coeficientes
 Formada por los coeficientes de cuerpo realK, los cuales multiplican a la matriz de incógnitas.
 f11 f12 ... f1p
 f21 f22 ... f2p
 ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnp
 Esta matriz se suele designar como(A).
 6.4.2. Matriz de coeficientes y resultados
 Es una ampliación de la matriz anterior, de manera que se añade la matriz columna de resultados del sistema, a laizquierda de la ya existente.
 f11 f12 ... f1p b1f21 f22 ... f2p b2... ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnp bn
 Esta matriz se suele designar como(A|B).
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 6.5. Teorema de Rouché-Frobenius
 Cualquier sistema de ecuaciones puede ser expresado comox1−→f1 + x2
 −→f2 + ...+ xp
 −→fp = −→b ; por tanto una condición
 necesaria y suficiente para que tenga solución es que−→b sea una combinación lineal de
 −→f1 + −→f2 + ... + −→fp. De esto se
 deducen las siguientes afirmaciones:
 El sistema de ecuaciones lineales escompatiblesi, y solo si, el rango de lamatriz de los coeficientescoincide conel rango de lamatriz ampliada. ran(A) = ran(A|B) = n
 El sistema de ecuaciones esincompatiblesi, y solo si, el rango de la matriz de los coeficientes es menor que elrango de la matriz ampliada.ran(A)
 En sistemas compatibles
 • Si el rango de lamatriz de coeficientecoincide con el número de incógnitas, el sistema esdeterminado.ran(A) = ran(A|B) = n
 • Si el rango de lamatriz de coeficientees menor que el número de incógnitas, el sistema esindeterminado.ran(A) = ran(A|B) < n
 6.5.1. Problemas típicos
 Un problema típico en el cual es necesario aplicar este teorema, consiste en mostrar un sistema de ecuaciones conalgún coeficiente desconocido, de manera que nuestra misión es estudiar este sistema.
 Para resolver este tipo de problemas primero se debe analizar en que casos escompatibleel sistema. Para ello se debemirar para que valores del coeficiente desconocidoran(A) = ran(A|B), o dicho de otra manera para que valores eldeterminante deA es cero.
 Una vez echo esto se debe analizar para los casos en que el determinante sea compatible, cuando el sistema esde-terminado. Para esto se debe substituir en la matriz(A) y (A|B), el valor del coeficiente desconocido por alguno de losobtenidos anteriormente, si ambas matrices tienen el mismo rango, el sistema es determinado.
 6.6. Resolución de ecuaciones lineales
 6.6.1. Método general
 Es necesario hallar una submatriz cuadrada de ordenr obtenida deA, cuyo determinante sea distinto de cero. Suponien-do que esta matriz corresponda a lasr primeras filas y lasr primeras columnas (si no es así, poner de esta forma).
 En este supuesto, el sistema es equivalente a este:
 a11x1 + ...+ a1rxr = b1 − (a1(r+1)x1 + ...+ a1nxn)a21x1 + ...+ a2rxr = b2 − (a2(r+1)x2 + ...+ a2nxn)...ar1x1 + ...+ arrxr = br − (ar(r+1)xr+1 + ...+ arnxn)
 En estas ecuaciones se han pasado al segundo miembro las matrices que no intervienen en la matriz regular de ordenr, y se han eliminado la ecuaciones que tampoco intervienen.
 Este sistema es determinado, y se puede resolver con los métodos clásicos (reducción o eliminación).
 6.6.2. Regla de Crammer
 Esta regla aporta una herramienta para resolver sistemas linealesdeterminados(con una solución).Se parte de la suposición de que el rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de de matriz ampliada que a su
 vez es igual al número de incógnitas.
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 x1 =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
 b1 f12 ... f1n
 b2 f22 ... f2n
 ... ... ... ...bn fn2 ... fnn
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 f11 f12 ... f1n
 f21 f22 ... f2n
 ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnn
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
 x2 =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
 f11 b1 ... f1n
 f21 b2 ... f2n
 ... ... ... ...fn1 bn ... fnn
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 f11 f12 ... f1n
 f21 f22 ... f2n
 ... ... ... ...fn1 fn2 ... fnn
 ∣∣∣∣∣∣∣∣De este modo la regla se puede aplicar para todas la incógnitas del sistema.
 6.6.3. Método Gauss
 Este sistema se caracteriza por ser de fácil programación y por tanto de sencilla resolución con ayuda informática.La idea del método es aplicar a lamatriz ampliada (A|B)del sistema, transformaciones elementales de las filas hasta
 conseguir una matrizA triangular, cuyo sistema asociado es fácilmente resoluble.
 6.7. Equivalencia de sistema lineales
 Dos sistemas lineales son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Se designa con el símbolo⇔.Existen tres métodos para encontrar sistemas equivalentes de un sistema dado.
 La supresión o adición de ecuaciones que sean combinación lineal de las demás, produce un sistema equivalente auno dado.
 Si en alguna, o algunas ecuaciones del sistema se pasan una o varias incógnitas al segundo miembro se obtiene unsistema equivalente. Quedado esto del siguiente modo:
 f11x1 + f12x2 + ...+ f1(p−1)x(p−1) = b1 − f1pxp
 Método de Gauss, llamado también reducción o eliminación.
 6.8. Ecuaciones paramétricas e implícitas de un subespacio vectorial
 Todo sistema homogéneo, tieneecuaciones implícitas o no paramétricas, con este nombre se designa al subespaciovectorial formado por las soluciones del sistema.
 Dimensión del subespacio = Número de incógnitas - Número de ecuaciones independientesLas ecuaciones paramétricas e implícitas de un subespacio vectorial, y el paso de un tipo a otro de ecuaciones se
 efectúa de la siguiente forma:
 Conocidas las ecuaciones implícitas;AX=0. Se halla el rango de la matrizA, que sería el número de ecuacionesindependientes. Ser resuelve el sistema y esa solución en función de parámetros serán las ecuaciones paramétricas.
 Conocidas las ecuaciones paramétricas del subespacio. Se eliminan los parámetros hasta obtener un número deecuaciones independientes igual al número de incógnitas menos el número de parámetros.
 6.9. Problema del cambio de base
 Basicamente es igual que el cambio de base para aplicaciones lineales, el cual ya se ha visto anteriormente
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 7. Variedades lineales vectoriales
 8. Diagonalización de matrices. Formas cuadráticas
 8.1. Valores y vectores propios de una aplicación lineal
 Teniendo la aplicación linealf : V → V sobre el espacio vectorialV , se puede definir:
 Autovalor o valor propio def es todo escalarλ tal que existe un vector−→u εV no nulo para el quef(−→u ) = λ−→uAutovector o vector propio def, corresponde al autovalorλ es todo vector−→u no nulo deV tal quef(−→u ) = λ−→u
 Esto también puede verse expresado de esta forma:
 λ autovalor deA⇔ ∃X 6= 0 tal queAX = λX
 X 6= 0,X autovector deA⇔ ∃λε< tal queAX = λX
 Ejercicios Los ejercicios más típicos son hallar los autovalores de una matriz y los autovectores.Para hallar losautovaloresse debe hallar la ecuación característica, y resolver los posibles valores deλ, estos son los
 autovalores.Para hallar losautovectoresse debe substituir en la ecuación característicaλ por cada uno de sus posibles valores
 (autovalores), esto plantea un sistema de ecuaciones (cada sistema es unautovector), se escribe comoLi = (x, y, z).
 8.2. Ecuación característica
 La ecuación característicade una matriz es|A− λI| = 0, las soluciones de esta ecuación son los autovalores deA.El polinomio enλ que resulta de|A− λI| se llama polinomio característico deA.Visto de una forma práctica, si se desea hallar la ecuación característica de una matriz cuadradaA, se debe hallar el
 determinante de esta función menosλ(constante) por la matriz identidad. Ejemplo:
 A =
 a b cd e fg h i
 |A− λI| =∣∣∣∣∣∣
 a− λ b cd e− λ fg h i− λ
 ∣∣∣∣∣∣
 8.3. Subespacio propio
 Para hallar los subespacios propios (Lλ) de una matriz, primero se deben hallar las raíces deλ en laecuación carac-terística, posteriormente para cada valor deλ se crea unsistema de ecuaciones linealesigualando a cero la matriz.
 Ejemplo:Si tenemos la siguiente matriz
 A =
 a b cd e fg h i
 y obtenemos las raíces de|A− λI|, siendo estast1 y t2 se obtienen los siguientes subespacios propios:
 Para el subespaciot1
 (a− t1)x+ by + cz = 0ax+ (b− t1)y + cz = 0ax+ by + (c− t1)z = 0
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 Para el subespaciot2
 (a− t2)x+ by + cz = 0ax+ (b− t2)y + cz = 0ax+ by + (c− t2)z = 0
 Lógicamente se pueden resolver los valores de las variablesx, y, z.La dimLλ = n− rg(A− λI), donden es el orden de la matrizA.
 8.4. Semejanza de matrices
 Se considera que dos matrices (A y B) sonsemejantessi existe una matrizP14 regular, tal que:
 B = P−1AP
 Propiedades:
 Si A y B son semejantes|A| = |B|Si A y B son semejantes, también lo sonAn y Bn
 Las matrices asociadas a un endorfismo en diferentes bases, son semejantes
 Si A y B son semejantes, tienen la misma ecuación característica y, con ello, los mismos valores con el mismo ordende multiplicidad en ella
 8.5. Diagonalización de matrices
 Diagonalizar una matriz, consisten en obtener una matriz diagonal semejante (D) y una matriz de paso (P), para quese cumplaD = P−1AP .
 8.5.1. Teorema de caracterización de matrices diagonalizables
 Una matrizA de ordenn, con números reales, es diagonalizable si, y sólo si, admiten vectores propios linealmenteindependientes. Esto sucede cuando:
 La ecuación característica tienen raíces reales (iguales o no)
 El orden de multiplicidad de cada autovalor en la ecuación característica coincide con la dimensión del subespaciopropio asociado
 Dicho de otro modo, una matriz es diagonalizable, si la dimensión de los subespacios15 es igual a la multiplicidad16 de lamatriz en todos los subespacios. Un ejemplo de estos conceptos serían:
 L1 =< (3, 2, 1) > se ha obtenido de3λ, 2λ, λ, por tanto la dimensión de este subespacio es uno
 λ2(λ+ 1) implica la existencia de multiplicidad 2 y multiplicidad 1
 8.5.2. Proceso de diagonalización
 1. El primer paso consiste en hallar los autovalores de la matriz. Para eso se debe averiguar el valor (o valores) deλen el determinante|A− λI| = 0. De esta operación se obtendrá un númeron de resultados deλ.
 2. Este paso se debe realizar para cada uno de los posibles valores deλ, y cosiste en substituirλ por su valor enel determinante|A − λI| = 0; de esta manera se obtiene un sistema de tres incógnitas que se debe resolver, susresultados se deberán expresar sobre la variableα17. El resultado se debe expresar comoLi = {x1α, y2α, z3α}.
 14También llamadamatriz de paso15Número de variables (α, β, γ, ...) que forma el subespacio16Está marcado por el número al cual se encuentra elevado la variableλ resultante de obtener la ecuación característica17Ya que no se podrá calcular un resultado numérico exacto
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 3. La matriz de paso (P) será la formada por los vectores obtenidos como resultado del paso anterior. Cada vector pasaa formar parte como una columna de la matrizP.
 4. La matriz diagonal (D) será la formada por los resultados obtenidos en el paso 1, siendo estos los valores quecomponen la diagonal principal, ya que en el resto de posiciones se colocará el valor cero.
 8.6. Matrices simétricas
 Si la matrizA es simétrica en la diagonalización se dan estas características:
 Los autovalores son todos reales
 Verifican el teorema de caracterización de matrices diagonalizables
 La base de vectores propios es ortogonal
 8.7. Matriz ortogonal
 Dividiendo cada vector de la base ortogonal por su módulo se obtiene una base ortonormal18, lo cual da lugar a lamatriz ortogonal, en la cual se verifica que siA ortogonal⇔ At = A−1.
 Toda matriz real y simétrica es ortogonalmente diagonalizable, es decir, siA es simétrica⇒ ∃P ortogonal tal queD = P−1AP es diagonal.
 8.7.1. Diagonalización ortogonal
 Toda matriz real y simétrica es ortogonalmente diagonalizable.
 8.8. Formas bilineales sobre un espacio vectorial
 Una forma bilineal sobreV es una aplicaciónf : V × V → K, tal que:
 f(α−→u1 + β−→u2,−→v ) = αf(−→u1,−→v ) + βf(−→u2,−→v )
 f(−→u , α−→v1 + β−→v2) = αf(−→u ,−→v1) + βf(−→u ,−→v2)
 Casos particulares:
 SiK = <, la forma bilineal se dicereal.
 Simétrica.f(−→u ,−→v ) = f(−→v ,−→u ); ∀−→u ,−→vAlternada.f(−→u ,−→u ) = 0; ∀−→u o f(−→u ,−→v ) = −f(−→v ,−→u ); ∀−→u ,−→v
 8.8.1. Expresión matricial de una forma bilineal
 Siendof : V × V → R, de manera que la base deV esB = {−→e1 ,−→e2 , ...,−→en}. Las coordenadas de los vectores son−→u = (x1, x2, ..., xn) y −→v = (y1, y2, ..., yn). La imagenf(−→u ,−→v ) puede expresarse como:
 f(−→u ,−→v ) = (x1, x2, ..., xn)
 f(−→e1 ,−→e1) f(−→e1 ,−→e2) ... f(−→e1 ,−→en)f(−→e2 ,−→e1) f(−→e2 ,−→e2) ... f(−→e2 ,−→en)
 ... ... ...f(−→en,−→e1) f(−→en,−→e2) ... f(−→en,−→en)
 y1
 y2
 ...yn
 = XtAY
 Xt=matriz fila de coordenada de−→u enB
 Y =matriz columna de coordenada de−→v enB
 A=matriz asociada af en baseB. Cadaaij deA en la baseB, verifica
 aij = f(−→ei ,−→ej ); i, j = 1, 2, ..., n
 18Este proceso se denominaortonormalización
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 8.8.2. Cambio de base en una forma bilineal
 Dadas las basesB = {−→e1 ,−→e2 , ...,−→en}; B′ = {−→e′1 ,−→e′2 , ...,
 −→e′n}.
 Si A es una matriz en baseB y A’ en baseB’: A′ = P tAPDondeP es la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vectoresB′ expresadas enB.
 8.9. Matrices congruentes
 Dos matricesA y B cuadradas y de mismo orden son congruentes, si existe una matriz regularP tal queA = P tBP .Las matricesA y A’ de una forma bilineal sobre dos bases diferentes, son congruentes.
 8.10. Matriz nilpotente
 Es aquella matriz en que se cumplen las siguientes características:
 Ap = 0
 Ap−1 6= 0
 8.11. Vectores conjugados respecto a una forma bilineal simétrica. Núcleo
 Dos vectores(−→u y−→v ) son conjugados respecto af(−→u ,−→v ) = 0. Un vector−→u es conjugado con un subespacioSrespecto af si lo es con todos los vectores deS.
 −→u conjugado deS⇔ f(−→u ,−→v ) = 0; ∀−→v εSSe llamanúcleode la forma bilineal simétricaf : V × V → R, al conjunto de vectores deV conjugados con todas las deV.
 N(f) = {−→u εV / f(−→u ,−→v ) = 0; ∀−→v εV }al serf(−→u ,−→v ) = XtAY = 0 ⇒ N(f) = {Y/AY = 0}Forma bilineal simétrica degenerada cuandoN(f) = 0, es decir,rg(A) < n (n = dimV )
 8.12. Formas cuadráticas
 8.12.1. Definición
 SeaV un espacio vectorial real yf : V × V → < una forma bilineal sobreV. Se llamaforma cuadráticaasociada af,a la aplicaciónq : V → < definida por:
 q(−→u ) = f(−→u ,−→u ); ∀−→u εVDe aquí se deduce:
 Una forma bilineal tiene una forma cuadrática
 Una forma cuadrática puede tener varias forma bilineales
 De todas las forma bilineales que puede tener una cuadrática, solo una es simétrica, esta se llamaforma polarde la formacuadrática.
 De manera que siq : V → R es una forma cuadrática, su polar se define porf : V × V → R tal quef(−→u ,−→v ) =12 [q(−→u +−→v )− q(−→u )− q(−→v )]
 8.12.2. Propiedades de las formas cuadráticas
 Si q : V → R es la forma cuadrada asociada af : V × V → R
 q(λ−→u ) = f(λ−→u , λ−→u ) = λ2f(−→u ,−→u ) = λ2q(−→u )
 q(0) = 0
 q(−→u +−→v ) = f(−→u +−→v ,−→u +−→v ) = q(−→u ) + q(−→v ) + f(−→u ,−→v ) + f(−→v ,−→u )
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 8.12.3. Forma cuadrática definida
 Es aquella en queq(−→u ) = 0⇔ −→u = 0
 8.12.4. Expresión matricial de una forma cuadrática
 Si f : V × V → R es una forma bilineal de una matrizA en baseB
 f(−→u ,−→v ) = XtAY
 La forma cuadrada asociada en misma base
 q(−→u ) = f(−→u ,−→u ) = XtAX
 Se consideramatriz de la forma cuadradala matriz de la forma polar asociada (por tanto simétrica).
 8.12.5. Cambio de base de una forma cuadrada
 ????
 8.13. Diagonalización de una forma cuadrada
 Consiste en encontrar una base respecto a a la cual la matriz sea diagonal.
 q(−→u ) = a11x21 + a22x
 22 + ...+ annxn
 En toda forma cuadrática existe alguna base donde la matriz es diagonal.
 8.14. Rango y signatura de una forma cuadrática
 El rango de una forma cuadráticaes el rango de su matriz.Se conoce comosignaturade q o sg(q)al par (p,m), dondep es el número de elementos positivos que posee la
 diagonal de la matriz diagonal asociada19 aq, y m los negativos.Siempre se cumple quep+m = rg(q)Tanto elrangocomo lasignaturason invariables respecto a la base en que se exprese.
 8.15. Proceso de diagonalización de una forma cuadrática
 Básicamente se pueden usar las misma técnicas que para las formas cuadráticas.
 8.16. Clasificación de formas cuadráticas
 Teniendoq : V → R forma cuadrática, dondedimV = n. La forma cuadrática puede ser:
 Definida positiva.Si q(−→u ) > 0; ∀−→u εV, −→u 6= 0
 Definida negativa.Si q(−→u ) < 0; ∀−→u εV, −→u 6= 0
 Semidefinida positiva.Si q(−→u ) ≥ 0; ∀−→u εV y ∃−→u 6= 0 / q(−→u ) = 0
 Semidefinida negativa.Si q(−→u ) ≤ 0; ∀−→u εV y ∃−→u 6= 0 / q(−→u ) = 0
 Indefinida.Si ∃−→u1,−→u2εV tal queq(−→u1) > 0; q(−→u2) < 0
 Una forma cuadrática puede clasificarse haciendo uso de su diagonalización y recordando que tanto elrango como lasignaturason invariantes, así:
 19Según el teorema deSilvesterel número de elementos positivos que hay en la diagonal de cualquiera de las matrices diagonales asociadas a unaforma cuadrática, siempre es el mismo
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 Definida positivasg(q) = (n, 0); rg(q) = n
 Definida negativasg(q) = (0, n); rg(q) = n
 Senidefinida positivasg(q) = (r, 0); rg(q) = r < n
 Semidefinida negativasg(q) = (0, r); rg(q) = r < n
 Indefinida. Restantes casos
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 9. El espacio afín
 9.1. Definición
 Teniendo un conjunto de puntosE=P,Q,R,...y un k-espacio vectorialV. Se considera queE es unespacio afíndeV sif : E × E → V .
 De manera que a cada par de punto del conjuntoE, le corresponde un vector deV. De la siguiente maneraf(P,Q) =−→V = −−→PQ, de manera que se deben verificar las siguientes normas:
 1. ∀PεE, ∀−→v εV ; ∃QεE : f(P,Q) = −→v = −−→PQ2. f(P,Q) = 0⇒ P = Q
 3. ∀P,Q,RεE, tales que−→PR = −−→PQ+−−→RQ⇒ f(P,R) = f(P,Q) + f(Q,R)
 La dimensión de un espacio afín es la misma dimensión que la del espacio vectorial asociado
 9.2. Referencia afín
 Este es el nombre que recibe un conjunto formado por un punto del conjuntoE y la base del espacio vectorialV.Siendo estos:
 R = {O,−→u1,−→u2,−−−→..., un}Cualquier puntoPεR tiene como coordenadas en el conjunto referencia afínR las mismas coordenadas que el vector−−→
 OP tiene en la baseV.
 P (p1, p2, ..., pn) enR⇔ −−→OP = (p1, p2, ..., pn) en la base deV.
 Un caso muy típico de referencia afín se da enE2 donde:
 R = {O,−→u1,−→u2}; dondeO = (0, 0); −→u1 = (1, 0); −→u2 = (0, 1)
 Un caso muy típico de referencia afín se da enE3 donde:
 R = {O,−→u1,−→u2,−→u3}; dondeO = (0, 0, 0); −→u1 = (1, 0, 0); −→u2 = (0, 1, 0); −→u3 = (0, 0, 1)
 9.3. Ecuaciones de una recta
 9.3.1. Definición
 Unarectaes un subespacio de dimensión uno de un espacio afín. Las rectas se pueden determinar de dos maneras:
 Con un puntoP=(a,b) y con una dirección−→d = (d1, d2)
 Mediante dos puntosP=(a,b) y Q=(c,d), se puede deducir la dirección mediante−→d = −−→PQ = (c− a, d− b)
 9.3.2. Formas de expresar una recta
 Ecuación vectorial −−→OX = −−→OP + λ
 −→d
 Ecuación paramétricasx = a+ λd1
 y = b+ λd2
 Ecuación continuax− ad1
 =y − bd2
 Ecuación cartesianaAx+By + C = 0
 A = d2;B = −d1;C = −d2a+ d1b
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 9.3.3. Posiciones relativas de dos rectas
 Teniendo dos rectasr y s con sus direcciones−→dr y
 −→ds, se puede estudiar sus posiciones relativas acorde con los
 siguientes criterios:
 Si−→dr = k
 −→ds ⇔ u1
 u2= v1
 v2⇒ paralelas
 Si−→dr = k
 −→ds y además tiene un punto común⇒ coincidentes
 Si−→dr 6= −→ds ⇒ se cortan en un punto
 9.3.4. Haz de rectas de vérticeP
 Teniendo dos rectas (r y s) que se cortan en un puntoP se puede deducir la siguiente ecuación:
 αr + βs = 0; α, βε<
 Para cada valor que se asigne aαβ se obtiene una nueva recta que pasa por el puntoP.
 9.4. Ecuaciones de un plano
 9.4.1. Definición
 Un planoes un subespacio de dimensión 2 en un espacio afín. Puede determinarse por:
 Un puntoP=(a,b,c)y dos vectores contenidosλ y µ
 Tres puntos no alineados
 Un punto y un vector perpendicular (vector director o dirección del plano)
 9.4.2. Formas de expresar un plano
 Ecuación vectorial −−→OX = −−→OP + λ−→u + µ−→v
 Ecuaciones paramétricas. SiendoX=(x,y,z)
 x = a+ λu1 + µv1
 y = b+ λu2 + µv2
 z = c+ λu3 + µv3
 Ecuación cartesiana∣∣∣∣∣∣
 x− a u1 v1
 y − b u2 v2
 z − c u3 v3
 ∣∣∣∣∣∣= 0; A(x− a) +B(y − b) + C(z − c) = 0
 dondeA, B, Cserán los menores
 A =∣∣∣∣u2 v2
 u3 v3
 ∣∣∣∣ ; B = −∣∣∣∣u1 v1
 u3 v3
 ∣∣∣∣ ; C =∣∣∣∣u1 v1
 u2 v2
 ∣∣∣∣
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 9.4.3. Posición relativa de dos planos
 Considerando dos planosπ1 y π2 de ecuaciones:π1 = A1x+B1y + C1z +D1 = 0 ; π2 = A2x+B2y + C2z +D2 = 0Por el teorema de Rouché se obtiene:
 (M |N) =(A1 B1 C1 D1
 A2 B2 C2 D2
 )
 Si r(M) = r(M |N) = 1⇒ planos coincidentes. Esto sucede cuando
 A1
 A2=B1
 B2=C1
 C2=D1
 D2
 Si r(M) = 1; r(M |N) = 2⇒ planos paralelos.Esto sucede cuando
 A1
 A2=B1
 B2=C1
 C2
 Si r(M) = r(M |N) = 2⇒ planos que se cotan según una recta
 9.4.4. Ecuación de una recta como intersección de planos
 Para hallar dicha recta, se debe considerar la ecuación de los planos
 π1 = a1x+ b1y + c1z = d1
 π2 = a2x+ b2y + c2z = d2
 En primer lugar se consideraz = 0, de manera que se debe resolver un sistema de dos incógnitas simple, del cualresulta:x = x0; y = y0
 Una vez hallados los valoresx0 y y0 se hallaz0, substituyendo en la ecuación del plano.Una vez realizadas estas operaciones se debe hallar el vector de la recta, el cual será el resultado del siguiente deter-
 minante:∣∣∣∣∣∣
 −→i−→j−→k
 a1 b1 c1a2 b2 c2
 ∣∣∣∣∣∣= d1
 −→i + d2
 −→j + d3
 −→k
 Siendo la ecuación de la recta la siguiente
 r =x− x0
 d1=y − y0
 d2=z − z0
 d3
 La cual también se puede expresar como
 r ={d2(x− x0)− d1(y − y0) = 0d3(y − y0)− d2(z − z0) = 0
 9.4.5. Haz propio de planos del eje de la rectar
 Dados dos planos que se cortan enrπ1 = a1x+ b1y + c1z + d1
 π2 = a2x+ b2y + c2z + d2
 Se considera que para cada par de valoresα, β se obtiene un plano del haz
 α(a1x+ b1y + c1z + d1) + β(a2x+ b2y + c2z + d2) = 0
 9.4.6. Haz de planos paralelos a uno dado
 Dado el planoπ = a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, se puede obtener planos paralelos a este asignando diferente valores ad1
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 9.4.7. Posición relativa de tres planos
 Considerando dos planosπ1, π2 y π3 de ecuaciones:π1 = A1x+B1y + C1z +D1 = 0 ; π2 = A2x+B2y + C2z +D2 = 0; π3 = A3x+B3y + C3z +D3 = 0Por el teorema de Rouché se obtiene:
 (M |N) =
 A1 B1 C1 D1
 A2 B2 C2 D2
 A3 B3 C3 D3
 Si r(M) = r(M |N) = 1⇒ planos coincidentes
 Si r(M) = 1; r(M |N) = 2⇒ tres planos paralelos o dos coincidentes y uno paralelo
 Si r(M) = 2; r(M |N) = 3⇒ se cortan dos a dos (forma prisma) o dos paralelos cortados por el otro
 Si r(M) = r(M |N) = 3⇒ se cortan en un solo punto (forman triedro)
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 10. Problema de la programación lineal
 10.1. Definiciones
 Para realizar las siguientes definiciones se tomará como norma la existencia de un espacio afín de n-dimensiones,llamadoE; asociado a un espacio vectorialV.
 10.1.1. Combinación convexa
 Se dice que un puntoP del espacioE escombinación convexade los puntosA1, ..., Am deE si existen números realespositivosα1, ..., αm tales que para un puntoO deE:
 OP = α1OA1 + α2OA2 + ...+ αmOAm ; α1 + ...+ αm = 1
 Esta definición, es independiente del puntoO elegido. También puede abreviarse como:
 P = α1A1 + ...+ αmAm ; α1 + ...+ αm = 1
 10.1.2. Conjunto convexo
 Un conjuntoF de E se diceconvexosi para todo par de puntosA, B, de F, toda combinación convexa deA y Bpertenece aF.
 F convexo ⇔ A,BεF ; P = α1A+ α2B εF ; α1 + α2 = 1
 10.1.3. Segmento de extremos A y B
 Dados dos puntosA y B deE, se llamasegmentode extremosA y B al conjunto[A,B] = {PεE /P = αA + (1 −α)B, αεR, 0 ≤ α ≤ 1}.
 De esto se deduce que:
 Un puntoP ⊂ E es combinación convexa deA y B si P pertenece al segmento de extremosA y B.
 Un subconjuntoF ⊂ E es convexo si para todo parA, B de puntos deF, el segmento[A,B] también pertenece aF.
 10.1.4. Extremo
 Un puntoP de un conjunto convexoF de E recibe el nombre deextremo, si P no puede ser expresado como com-binación convexa de otros dos puntos deF distintos deP. Es decir, siP no pertenece a ningún segmento que tenga porextremos dos puntos distintos deP.
 10.1.5. Variedad convexa
 Dado un conjuntoSde puntos deE, el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos deSse llamavariedadconvexadeS. Es el conjunto convexo más pequeño que contiene aS. Se expresa comoV(S).
 10.2. Desigualdades lineales
 Se denota por desigualdad una expresión con la siguiente forma:
 a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≤ b1Esta expresión define un semiplano en un espacio afín.En caso de tener un conjunto de desigualdades, todas ellas forman un conjunto convexo.
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 10.3. Problema de la programación lineal
 Este tipo de problemas consisten en que partiendo de un sistema lineal de desigualdades, con variables (x1, x2, ...) sepretende encontrar los valores de estas que optimicen la función.
 La función lineal a optimiza se llamafunción objetivo(o económica) y las ecuaciones se llamanrestriccionesoligadurasdel problema.
 Como terminología general para este tipo de problemas se suele denotar lafunción objetivocomo:z = c1x1+...+cnxny las restricciones se representan como un sistema de ecuaciones con la formaa11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1 ...
 10.3.1. Pasar desigualdades a igualdades
 Un caso muy común es que se presente lasligadurascomo un conjunto de desigualdades, de modo que para solucionarel problema es necesario transformar estas en igualdades, esto se consigue sumando a cada una de las ecuaciones unavariable desconocida, a la cual se llamaholgura.
 a11x1 + ...+ a1nxn ≤ b1...
 am1x1 + ...+ amnxm ≤ bm=
 a11x1 + ...+ a1nxn + xn+1 ≤ b1...
 am1x1 + ...+ amnxm + xn+m ≤ bm
 10.3.2. Soluciones de un problema
 Dado un problema conn variables ym restricciones independientes. Se llama:
 Soluciones posible. Es todo puntox = (x1...xn) cuyas coordenadas son todas positivas y verifica las restricciones.También reciben el nombre desolución factible.
 Solución posible básica.Es la solución posible que no posee más demcoordenadas positivas.
 Solución posible óptima.Es la solución posible que optimiza la función económica.
 10.4. Métodos de resolución
 10.4.1. Método gráfico
 Este método se usa para casos muy sencillos, comofunciones objetivode dos dimensiones y con facil representaciónde las restricciones.
 Para usar este método es necesario seguir los siguientes pasos:
 Representar sobre el plano las restricciones (normalmente lineas rectas)
 Colorear el área a estudiar, la cual es aquella que se encuentra acotada por las lineas restricción
 Hallar las coordenadas de cada vértice de la figura. En caso de ser un espacio de dos dimensiones, cada vértice sedetermina por la pareja de restricciones que lo forman(an, bn)
 Finalmente se debe substituir las coordenadas(x, y) de la función objetivo, por cada pareja de valores obtenida enel punto anterior(an, bn), con esto se genera un valor numérico. Se comparan todos estos valores entre si, y seconsidera que el máximo es el más grande de ellos, y como resultadosx = an y y = bn
 10.4.2. Método simples
 Este procedimiento suele ser largo, pero mecánico. Se utiliza para resolver problemas con un grado de complejidadmayor que los indicados anteriormente.
 Para la correcta resolución de los problemas, esto son los pasos a seguir:
 1. Pasar las inecuaciones a ecuaciones, añadiendo para ello la variable de holgura2. Replantear la función objetivo, multiplicando las variables de holgura por cero, con lo cual queda con
 el mismo valorz = ax1 + bx2 + ...+ 0x0 + 0x0+1 + 0x0+2 + ...3. Se crea una tabla para representar las ecuaciones
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 multiplica la variableen la ecuacion Z
 Valor por el que se
 Resultado de la ecuaciona que pertenece la variablede olgura
 nCki*Poi
 i=1
 Valor por el que se multiplica
 ecuacionescada variable del conjunto de
 Valor por el que se multiplicala variable en la ecuacion Z
 n
 i=1Cki*V1i−(a)
 n
 i=1Cki*V2i−(b)
 Variables Basicas PoCk
 a b c
 Xo
 Xo+1
 Xo+2
 ...
 0
 0
 0
 R2
 R1
 R3
 ...
 X1 X2
 Variable de olgura
 V11
 V12
 V13
 V21
 V22
 V23
 X3
 V31
 V32
 V33
 ....
 4. En el siguiente paso es necesario seleccionar el menor número de la fila de resultados, marcada concírculos en el dibujo, el cual será siempre negativo. De manera que entre -6, -2 y 1; el menor es -6. En elsiguiente paso se trabajará sobre la columna a la que corresponde este valor.
 5. En la columna elegida se deberá realizar la siguiente serie de divisionesVi1R1, Vi2R2
 , Vi3R3, ... entre los
 resultados de estas divisiones se substituya la fila con menor valor. Dicha fila se substituye lavariable deholgurapor lavariableXk, siendo esta una de las pertenecientes a la expresión inicial de Z(x1, x2, x3, ...)
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 nCki*Poi
 i=1
 n
 i=1Cki*V1i−(a)
 n
 i=1Cki*V2i−(b)
 Valor que multiplicabaa Xk en la ecuacion Z
 Vij
 Ri
 Valor obtenidoen el paso anterior
 Xo
 Xo+1
 Xo+2
 0
 0
 0
 ....
 ...
 Xk...
 Xo+i
 Xo+i+1
 b
 0
 0
 1
 0
 0
 0
 0
 0
 6. Todos los valores que se encuentran sin rellenar se deben calcular realizando a los valores anteriores(del cuadro anterior), la misma operación que se ha realizado para obtener los nuevos valores
 7. Una vez esta totalmente completado el cuadro se debe observar la columna de resultados marcada concírculos; de manera que en caso de que exista algún número negativo se debe volver al paso4
 8. El resultado del problema se indica comoxk = b; ... y la variable Z es igual a la suma indicada por elsumatorio
 ∑ni=1 Cki ∗ Poi
 Resumen de Álgebra - 37

Page 40
                        

Álgebra El espacio euclídeo
 11. El espacio euclídeo
 11.1. Producto escalar
 Como ya es sabido se llama producto escalar a una aplicaciónf : V × V → R definida porf(u, v) = u · v.
 |−→u | · |−→v | · cos α
 11.2. Espacio euclídeo
 Con este nombre se conoce a un espacio vectorial provisto de un producto escalar, siendo este también llamadoespaciovectorial euclídeo. Por generalización, cuando se hace referencia a unespacio euclídeo, más concretamente se suele hacerreferencia a unespacio afín euclídeo.
 Se hace referencia a los espacios euclídeos comoE, en particularE2 se usa para los de dos dimensiones yE3 para losde tres dimensiones.
 Se conoce comonormade un vector como la raíz cuadrada del producto escalar del vector por si mismo
 uεE ; ||u|| =√u · u
 Tanto en los espacioE2 como enE3 la normade un vector coincide con su módulo.
 11.3. Ortogonalidad
 En un espacio euclídeo, dos vectoresu, v se dicenortogonales (u⊥v) cuando su producto escalar es cero. Esto esdebido a queu⊥v = |u| · |v| · cos(u, v), dondecos(u, v) = 0, precisamente por ser ortogonales.
 Respecto a las bases vectoriales de los sistemas se pueden clasificar como:
 Ortogonal⇔ ui⊥uj ; i 6= j
 Ortonormal⇔ ortogonal y|ui| = 1; ∀i
 11.4. Orientación de una referencia enE3
 Toda referencia ortonormalR = {0, u1, u2, u3}, es positiva si:∣∣∣∣∣∣
 u11 u12 u13
 u21 u22 u23
 u31 u32 u33
 ∣∣∣∣∣∣> 0
 Esto también puede definirse, de forma más informal, como que la orientación del sistema con baseu1, u2, u3 espositiva si la dirección delu3, es la de avance de un sacacorchos que se mueve deu1 au2 (típico de física).
 11.5. Producto vectorial
 Con este nombre se conoce la aplicación de dos vectores (u, v) talque:
 f : R3 ×R3 → R3
 El modulo de un producto vectorial cumple que|u× v| = |u| · |v| · sinαGráficamente se puede representar como:
 u
 v
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 Siendo el producto vectorial el área del paralelogramo de la figura.
 Resolución:u× v =
 ∣∣∣∣∣∣
 i j kx1 x2 x3
 y1 y2 y3
 ∣∣∣∣∣∣
 11.6. Producto mixto de tres vectores
 Este tipo de producto se representa comou · (v×w), de este se obtiene un valor escalar, que coincide con el valor delsiguiente determinante:
 u · (v × w) =
 ∣∣∣∣∣∣
 x1 x2 x3
 y1 y2 y3
 z1 z2 z3
 ∣∣∣∣∣∣
 11.7. Vector dirección de una recta expresada como intersección de planos
 Si la rectar viene expresada como la intersección de dos planosπ1 y π2; la dirección der es el siguiente productovectorial:
 dr = dπ1 × dπ2
 11.8. Condición para que dos rectas se corten enE3
 Para que dos rectas se corten se debe hacer elproducto mixtode los vectores dirección de ambas y el vector que unedos puntos cualquiera de ellas, si este producto esigual a cerolas rectas secortan.
 [dr, ds, AB] , de manera queA es de la primera recta yB de la segunda.
 11.9. Aplicaciones geométricas
 11.9.1. Distancias
 Entre dos puntosPy Q. Se haya obteniendo el módulo del vector que los une|PQ| =√
 (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2
 Entre un puntoP y una rectar (con vector direcciónd y punto internoA): d(P, r) |AP×d||d|
 Entre un puntoP y un planoπ = Ax+By + Cz +D: d(P, π) = Ax+By+Cz+D
 |d|
 Entre dos rectas que se cruzand(r, s) = [dr,ds,AB]
 |dr×ds|
 11.9.2. Ángulos
 Entre dos rectasr y s. cosα = dr·ds|dr·ds|
 Entre la rectar y el planoπ. cos(π2 − α) = dr·dπ|dr·dπ|
 De dos planos. Es el mismo que el de sus vectores dirección.
 11.9.3. Áreas y volúmenes
 Área del triángulo de vérticesA, By C.A = 12 |AB ×AC|
 Volumen de un paralepípedo de lados concurrentesAB, ACy AD.V = [AB,AC,AD]
 Volumen de un tetraedro de vérticesA, B,C, D. V = 16 [AB,AC,AD]
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