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            en que b es e1nurnero de bloques, r e1numero de tratamientos y X; tiene (r-1) grados de libertad. En e1 ejemplo: x; = [12/(4)(3)(4)] [(8)2 + (4]2 + (12)2] - 3(4)(4) = 56 - 48 = 8 Los valores critic os para Ji cuadrado son: X22; .05 = 5,99 y X22; .01 = 7,81 E1 valor observado: 8 sobrepasa el valor critico para nivel de significacion de 1%, por 10 que se rechaza la hipotesis de nulidad de que no hay diferencias entre los tratamientos. Esta conclusion coincide con 1a de 1a prueba parametrica del analisis de varianza. 202 21. REGRESION LINEAL 21.1 ASPECfOS GENERALES AI estudiar las medidas de resumen se via que una serie de observaciones puede describirse con medidas de posicion como el prornedio, 0 1a mediana, complementadas con rnedidas de dispersion como la desviacion estandar, olos percentiles. E1 conocimiento del valor de esas medidas permite, entre otras cosas, fijar limites a 10s valores que se consideran frecuentes, normales, 0 aceptab1es para una variable, por ejernplo, para 1a glicemia, 1a uremia, 1a estatura, el peso, etcetera. Hay situaciones en que 1adescripcion del comportamiento de una variable gana en precision cuando se conoce e1 valor de otra variable que se relaciona con ella en una forma conocida. Por ejernplo, e1 peso normal de un adulto hombre puede describirse con el promedio y 1a desviacion estandar del peso de 10s hombres adultos. Sin embargo, e1conocirniento de su estatura perrnite reducir la amplitud de 105limites entre 10scuales se considera que un hombre tiene un peso adecuado, dado que el peso guarda una relacion estrecha con la estatura. Las relaciones entre dos variables pueden adoptar diferentes forrnas. Aqui nos limitaremos al analisis de una relacion en linea recta, tambien denominada regresion lineal I. lEI nombre de regresion deriva de los estudios de herencia de Galton, quien en 1889 formula la ley de la "regresion universal". Al buscar evidencia empirica, encontro que habia una relaci6n directa entre la estatura de padres e hijos. Sin embargo, el promedio de estatura de hijos de padres muy altos era inferior al de sus padres; y el de hijos de padres muy bajos era superior al de los padres, regresando a una media poblacional. EI metodo estadistico que Pearson y Lee utilizaron para ese analisis recibio desde entonces el nombre de regresion. 203 
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en que b es e1nurnero de bloques, r e1numero de tratamientos y X; tiene (r-1)grados de libertad.
 En e1 ejemplo:
 x; = [12/(4)(3)(4)] [(8)2 + (4]2 + (12)2] - 3(4)(4) = 56 - 48 = 8
 Los valores critic os para Ji cuadrado son:
 X22; .05 = 5,99 y X22; .01 = 7,81
 E1 valor observado: 8 sobrepasa el valor critico para nivel de significacion de1%, por 10 que se rechaza la hipotesis de nulidad de que no hay diferenciasentre los tratamientos.
 Esta conclusion coincide con 1a de 1a prueba parametrica del analisis devarianza.
 202
 21. REGRESION LINEAL
 21.1ASPECfOS GENERALES
 AI estudiar las medidas de resumen se via que una serie de observacionespuede describirse con medidas de posicion como el prornedio, 0 1a mediana,complementadas con rnedidas de dispersion como la desviacion estandar, olospercentiles. E1 conocimiento del valor de esas medidas permite, entre otrascosas, fijar limites a 10s valores que se consideran frecuentes, normales, 0aceptab1es para una variable, por ejernplo, para 1a glicemia, 1a uremia, 1aestatura, el peso, etcetera.
 Hay situaciones en que 1adescripcion del comportamiento de una variablegana en precision cuando se conoce e1 valor de otra variable que se relacionacon ella en una forma conocida. Por ejernplo, e1 peso normal de un adultohombre puede describirse con el promedio y 1a desviacion estandar del pesode 10s hombres adultos. Sin embargo, e1conocirniento de su estatura perrnitereducir la amplitud de 105limites entre 10scuales se considera que un hombretiene un peso adecuado, dado que el peso guarda una relacion estrecha con laestatura.
 Las relaciones entre dos variables pueden adoptar diferentes forrnas. Aquinos limitaremos al analisis de una relacion en linea recta, tambien denominadaregresion lineal I.
 lEI nombre de regresion deriva de los estudios de herencia de Galton, quien en 1889 formula la ley dela "regresion universal". Al buscar evidencia empirica, encontro que habia una relaci6n directa entre laestatura de padres e hijos. Sin embargo, el promedio de estatura de hijos de padres muy altos era inferior alde sus padres; y el de hijos de padres muy bajos era superior al de los padres, regresando a una mediapoblacional. EI metodo estadistico que Pearson y Lee utilizaron para ese analisis recibio desde entonces elnombre de regresion.
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21.2EL MODELO DE REGRESION LINEAL
 La ecuaci6n general de una linea recta es: Y = a + bxen que:
 Y = valor de la variable dependientex = valor de la variable independientea = intercepto = valor de Y para x = ab = pendiente = cambio en Y por unidad de cambio en x, que puede tener
 signo positivo, negative, 0 valor cero.
 y b positive y b negativo y b=O
 a
 a
 b=Oa
 2 3 x 2 3 x x
 AI aplicar el metodo de la regresi6n lineal se sup one que se han elegidounidades de observaci6n con determinado valor de la variable independientex y luego se ha determinado en ellas el valor de la variable dependiente y.
 Se supone tambien que frente a cada valor de la variable independiente xlos valores de la variable y tienen una distribuci6n normal cuyo promedio estasobre la linea Y = a + bx. La variabilidad de los puntos muestrales alrededorde la linea estimada, 0 desviaci6n estandar de los puntos observados se expresacomo:
 ...JI.(y - Y)2Sylx = 2n-
 :;n ~ue y ,;s el valor "observado" de la variable dependiente eYes el valorestimado de la variable dependiente con la linea recta ajustada a los valores
 observados. Se sup one que el valor del parametro crY/XI que se estima medianteSY/XI es constante para todo x.
 . Cuando se estudia la relaci6n entre dos variables, pensando que es apro-piado describirla Con una linea recta es conveniente en primer lugar hacer un
 , I I
 204
 grafico en que 10s valores de x aparecen en el eje horizontal I Ib d 1 . Y os va oreso serva os y, en e eje vertical.
 21.3EJEMPLO
 Se investiga la relacion entre la capacidad vital y la edad de los nifios. Para ellose elige 8 niiios de edades entre 4 y 11 aii.osy en cada uno se rnide la capacidadvital. Los resultados son los siguientes:
 Nino Edad (an os) Capacidad Vita] [litros](i) (x) (y)
 1 4 0,79
 2 5 0,93
 3 6 1,154 7 1,29
 5 8 1,47
 6 9 1,71
 7 10 1,87
 8 11 1,99
 Para deterrninar si es apropiado describir la relaci6n entre ambas medidas poruna linea recta se hace el siguiente grafico.
 CAPACIDAD VITAL (EN LlTROS) EN 8 NINOSENTRE 4 Y 11 MilOS DE EDAD
 Capacidad Vital
 2,0
 1.8
 1,6
 1,4
 1,2
 1,0
 0,8
 4 6 7 8 9 10 115Anos
 Se ve que efectivamente, entre los 4 y los 11 aii.os de edad la capacidad vitalde los nifios muestra una relaci6n que bien puede describirse mediante unalinea recta.
 205
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21.4AJUSTE DE UNA LINEA MEDIANTE EL METODO DE LOS MtNIMOS
 CUADRADOS
 Sea:Y, el valor estimado por a + bx, en que i = I, 2, ...nYie1 valor observado de la variable dependiente para la unidad i,entonces la estimacion de Yi = a + bx, por el metodo de minim os cuadradoscum pie con el requisito de que: L(Yi- YJZ es minimo, vale decir, que la sumade los cuadrados de las diferencias entre los valores observados Ylos ajustadospor la linea con ese metodo es menor que la que se obtendria respecto decualquier otra linea que pase por los puntos observados.
 Los valores de a Y b que satisfacen el requisito de que la suma de loscuadrados de fils distancias sea minima se obtienen de las ecuaciones queresultan de la derivacion parcial respecto de a Yde b de la funcion:
 n n
 L (yj - yj)2 = L (yj - a - bxj)2j = 1 j= I
 A partir de la resolucion simultanea de las ecuaciones resultantes de laderivacion se obtienen las siguientes formulas de calculo para b Ypara a:
 b = nLxJlj - ·~LyjnI.x2 _ (~)2
 I
 La formula para el calculo de a muestra que la recta pasa por el punto (x, y),es decir, por el punto de interseccion de los promedios de x y de y, puesto quey=a+bx
 Para el ejemplo de la capacidad vital, los valores requeridos para el calculode la recta ajustada por el metodo de minimos cuadrados y de su variabilidadson los siguientes:
 a=y-bx
 Entendido que:
 Xi Yi XiYi Xi2
 1 4 0,79 3,16 162 4 0,93 4,65 25
 206
 n = 8 L~ = 60 LYi = 11,20LXiYi = 91,48 1:x.2 = 492 LYi2 = 17,01761
 LXiLYi = 672 (LxJ2 = 3600 (LyJ2 = 125,44x = 7,5 Y = 1,4
 Luego:
 b= 8(91,48)-60(11,20) =0 1788(492) - 3600 ,1
 a = 1,40 - 0,18(7,5) = 0,05
 Y= 0,05 + 0,18 Xj
 De acuerdo con estos resultados, se estima que la capacidad vital aumenta en0,18 litros por afio de edad entre los 4 Ylos 11 afios.
 La linea permite estimar Y para distintos valores de x, hayan sido 0 noobservados. Por ejernplo, si se quisiera saber cual es la capacidad vital para unnino de 5 afios Yrnedio:
 YS,S = 0,05 + 0,18(5,5) = 1,04
 Y estimado para 5 an os sera: Y 5 = 0,05 + 0,18(5) = 0,95 Yno 0,93, que es elvalor observado para x = 5.
 Las extrapolaciones a edades inferiores 0 superiores a las que se consideraronen el calculo de la linea deben hacerse con cautela, porque la funci6n linealpuede no ser valida mas alIa. del intervalo de edad observado.
 21.5INFERENCIA EN REGRESION LINEAL
 Entre los supuestos para el ajuste de una recta por el metodo de minimoscuadrados, se menciona que frente a cad a valor de la variable x habia unadistribucion normal de los valores de la variable Y cuyo promedio queda sobrela recta. La variabilidad de los puntos observados alrededor de la linea Y Sf
 expresa por:
 Sy/x =
 nL (yj- Yj}2
 j = 1
 n-2
 207
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El numerador de esa desviacion estandar fue el que se minimize al utilizar elmetodo de minimos cuadrados para el ajuste de la linea. Una formula decalculo mas conveniente que la conceptual es la siguiente:
 Sylx=
 (L~/.)2 h·L~/.Ly2- _:.>'1 __ b(hV'. __ 1_:.>'_1)1 n 1 n
 n-2Para el ejemplo de la capacidad vital:
 170176_125,44 -0 1781(9148)- 672, 8' , 86
 Sylx = = ..•/0,0054 = 0 03'V 6 '
 La rnedida de variabilidad Sy/x se utiliza para construir diversos errores estandarpara la estimacion de parametres y para la docimasia de hipotesis relacionadascon la regresion lineal.
 -Estimacion de limites de confianza para Ily.x
 Cuando se desea estimar los limites de confianza del promedio de los valoresy de todos los individuos con un valor x determinado, vale decir, Ily.x, tomandoen cuenta la relacion Y = a + bx, se utiliza la distribucion de t, buscando el valorcorrespondiente al nivel de confianza frente a n - 2 grados de libertad:
 Para el ejernplo, ~;025 = 2,45. El error estandar ryx' se calcula como:
 1 (Xj - x)2ryx = Sylx = -;;+ (h.)2
 h2_--I-1 n
 Se ve que el valor de ryx varia segun el valor de x para el cual se estima. Seramayor cuanto mas se aleje x del promedio x.
 En el ejemplo, si se estima Y para x = 7,5, vale decir, para el valorcorrespondiente al promedio de las x, la estimacion puntual sera Yx = 0,05 +0,18 (7,5) = 1,4 correspondiente al promedio de lasy observadas. Respecto delerror estandar para el calculo de su limite de confianza, en este caso la fraccion:
 (Xi - x)2
 (h·)2h2_--I-
 1 n
 208
 bajo la raiz cuadrada vale 0 porque Xi = 7,5 = x
 5Yx= SyIX~
 y por tanto
 5Yx= 0,03..fi/8 = 0,03"0,125 = 0,01
 luego el limite de confianza de 95% sera:
 1,4 - 2,45(0,01) ~ Ilyi s 1,4 + 2,45(0,01)
 vale decir:1,3755 s Jlyx ~ 1,4245
 con una amplitud del intervalo de 0,049 litros.
 En carnbio, si se estiman los limites para Ily x cuando x vale 10:
 YIO = 0,05 + 0,18(10) = 1,85
 y el ryx para el limite de confian,....z_a_s_e_ra_· _
 1+ (10- 7,5)2 = 0 01578 492 _ 3600 '
 8
 Luego el intervalo de confianza de 95% para Y sera:
 1,85 - 2,45(0,0157) ~ lly.1O ~ 1,85 + 2,45(0,0157)
 1,85 - 0,0385 s Jly.lO ~ 1,8885
 vale decir:
 1,8115 s Jly.x ~ 1,8885
 con una amplitud del intervalo de o,ono litros.
 Dado que en el numerador aparece la diferencia entre x y el promedio de losx elevado al cuadrado, al calcular los lirnites frente a sucesivos valores de x, larecta correspondiente alas estimaciones puntuales se ve rodeada por doscurvas correspondientes a los lirnites de confianza.
 209
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Esto concuerda con la advertencia que se hizo, de que la estimacion puntualde Y para valores alejados del ambito en que se hicieron las observaciones espeligrosa, pues no es seguro que la relacion en linea recta continue paracualquier valor de la variable x.
 =-Estimacion de limites de confianza para Yx
 Cuando en vez de los limites de confianza del promedio de los valores y frentea un mismo x se desea conocer el intervale de confianza para el valor y de unindividuo, debe emplearse el error estandar:
 _ 1 (Xi - x)2sYx - Sy/x '\ I 1+ ~ + ----.:c.....:.....-(--'u~.)2
 u2 I_
 I n
 Supongamos que se desea saber entre que limites deberia estar el 95% de lasveces el valor de la capacidad vital de un nino de 10 afios.
 La estimacion puntual, como en el caso recien visto, sera nuevamente:
 YlO = 0,05 + 0,18(10)= 1,85
 El error estandar sera:
 SYx = 0,03
 y el intervalo de confianza:
 1 + i + (10 - 7,5)2 -492 _ 3600 - 0,0339
 8
 Yx - tn - 2;.025 SYx ~ Yx ~ Y, + t« - 2;.025 SYx
 71('
 1,85 - 2,45(0,0339) ~Yx$l,85 + 2,45(0,0339)
 l,7669$yx~ 1,9331
 La amplitud aumento de 0,077 para el promedio de nifios de 10 afios de edada 0,1662 para un nino de 10 afios.
 -Docimasia de hipotesis respecto de ~
 En cuanto a la docimasia de hipotesis en la regresion lineal, 10 mas frecuentees la investigacion de la significacion estadistica de la pendiente: b. Vale decir,la investigacion de la hipotesis de nulidad: Ho: ~ = a, en contraste con lashipotesis alternativas HI: ~ '" a, ~ < a, 0 bien ~ > O. Para tal efecto, el errorestandar de b es:
 Sy/x
 Sb = ---;:=====--~ Uf _ (~i)2
 Y la prueba de significaci on se hace utilizando la distribucion de t de Student,con t critico para n-Z grados de libertad con el estadistico:
 b-~t=--
 Sb
 Tratandose de una relacion lineal, un ~ = 0 significa ausencia de relacion entrex e y, y no justificaria reemplazar la descripcion mediante promedios ydesviacion estandar de los y, por la linea ajustada por minimos cuadradoscomplementada por Sy/x'
 Supongamos que en el ejemplo investigamos: Ho: ~ = 0, HI: ~ > 0
 El t critico para 6 grados de libertad y para un nivel de significacion de 5% conuna prueba de una cola es t6' 05 = 1,94,.
 y por consiguiente:
 Sb = 0,03~492-_-=36-0-0 = 0,0046291
 8
 b-Ot= _ = 0,1781s» 0.0046291 = 38,474
 un valor que sobrepasa en mucho al t critico.Se concluye por tanto que la inclinacion de la recta es significativa y que
 existe relacion entre las variables x e y, que sin embargo no debe interpretarsenecesariamente como causal.
 211
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2l.6ANALISIS DE VARIANZA Y REGRESION LINEAL
 E1 utilizado en 1asdivers as inferencias estadisticas present ad as se interpretaco~~ 1avariabilidad residual alrededor de 1arecta, vale decir, 1a qu~ queda, a1haber sustraido de 1a variabilidad de 10s Yi respecto de su prornedio, aquellavariacion que se puede explicar por 1arelacion entre x e y. Se corrobora asi quela descripcion de una variable gana en precision cuando existe una relacion conotra variable que explica parte de su comportamiento. En el caso del ejernplo,si hubierarnos ignorado la relacion entre capacidad vital Y edad, habriamosdescrito la capacidad vital de los 8 nifios entre 4 Y 11 afios con el promedio: y= 1,4 Yla desviacion estandar
 n-l
 1702 _ 125,44, 8 = 0,44 litros
 7
 En cambio al utilizar la informacion de la relacion entre capacidad vital Y laedad, en v~z del promedio se utiliza como descripcion: Y = 0,05 + 0,18 Xi Y lavariabilidad Sy/x se reduce a 0,03 litros.
 y
 v = a + bx
 v
 .......................... ':~y - y :1
 -yV-y
 x x
 En el grafico se muestran las Fuentes de variacion mencionadas. La varia-cion total esta dada por :E(Yi - y)2. La variacion explicada por la inclinacion de1a recta, 0 en otras palabras, explicada por la relacion entre 1as variables y Y x,es :EcYi - y)2. En fill, 1avariacion no explicada, 0 residual, es :E(Yi - Ya2.
 212
 La tabla de analisis de varianza es 1a siguiente:
 Fuente de variacion gl SC CMGrados de libertad Suma de Cuadrados Cuadrados Medios
 Regresion 1 LcYi - Y)2 LcYi - Y)2Residuo n-2 L(Yi - Yi)2 L(Yi - YD2 / (n-2)
 Total n - 1 L(Yi - Y)2
 La razon entre el cuadrado medio de la regresion Y el residuo permite estimarsi la relacion entre las dos variables es significativa, mediante la prueba de Fque se via en el capitulo de analisis de varianza.En el ejemplo:
 :E (Yi - yJ2 = :Ey/ - (L.yJ2 In = 17,0176 - 125,44 18= 1,3376
 La suma de cuadrados para la regresion se calcula mediante la siguienteformula:
 en este ejemplo:
 SCregr .. = 0,1781 (91,48 - 672) 18= 1,3322
 La sum a de cuadrados del residuo :E (Yi - YJ2 se obtiene por diferencia entrela SC total Y la de la regresion: SCres.= SCT - SCregr.;y E (Yi - Y J2 correspondeal numerador de s2, que se calculo para obtener ese valor:yx
 (:Ey-)2= :EYt - _1_ - b (UtYi - I.A;:EYi / n) - 0,0054
 n
 De esta manera la tabla de analisis de varianza para este caso es:
 Fuente de variacion gl SC CMGrados de libertad Suma de Cuadrados Cuadrados Medios
 Regresion 1 1,3322 1,3322Residuo 6 0,0054 0,0009
 Total 7 1,3376
 213
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En la Tabla 5 del anexo se ve que el F critico para 1 grado de libertad en elnumerador y 6 en el denominador es:
 5,99 para 5% y 13,7 para 1%
 La F observada es: 1,3322/0,0009 = 1480,22 altamente significativa. Se puedever adem as que el valor de F corresponde al cuadrado de la t cuando seinvestigo la Ho : ~ = O. En esa oportunidad el valor de t era 38,47 y la raizcuadrada de F :# = --J1480,22 = 38,47, es igual al valor de la t encontradoanteriormente.
 Tambien se puede concluir que la regresion de y en x explica1,332211,3376 = 0,996 de la variacion total de las y, vale decir que el 99,6%de la variacion de la capacidad vital de estos nifios se explica por su edad. Estocorresponde a r2, el cuadrado del coeficiente de correlacion que se estudiara acontinuacion.
 214
 22. CORRELACION
 El analisis de correlacion estudia el comportamiento reciproco de dos varia-bles. Para poder hacerlo es necesario medir simultaneaments las dos variablesen cada uno de los elementos de un conjunto de unidades de observacion. Porejemplo, en cad a individuo de un grupo de hombres adultos se mide el peso yla estatura, en cada enfermo de un grupo de pacientes se mide la temperaturaaxilar y la presion sistolica, en cada arbol de un huerto se cuenta el numero defrutas y se calcula el promedio del tamafio de las frutas.
 Simbolizaremos por x a una de las variables y por y a la otra. El objetivodel estudio de la correlacion es conocer si al variar los valores de x endeterminado sentido en las unidades de observacion, el valor de y aumenta,disminuye 0 se mantiene igual en esas unidades. Ejemplos: observar si hombrescon mayor estatura pesan mas que hombres con menor estatura; observar si alhaber mayor temperatura corporal, la presion sistolica tambien aumenta;observar si a mayor numero de frutas en el arbol, el tamafio promedio de estasdisminuye.
 22.1PRESENTACrON DE LOS DATOS
 Tabla
 Segun el numero de observaciones puede ser:una listauna tabla de datos agrupados
 a) La lista consiste en colocar frente a cad a unidad de observacion el valor decada una de la variables medidas.
 215
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