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Prefacio
 Estas son las notas para un curso de álgebra lineal. Estas notas están en unproceso de continua revisión, para versiones más recientes puede Usted consultarhttp://www.�sica.unam.mx/personales/alfredo/
 ix
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Introducción
 El plan 2006 para la asignatura �álgebra lineal� impartida en la Divisiónde Ciencias Básicas de la Facultad de Ingeniería de la UNAM nos ha obligadoa revisar nuestras notas de clase. El resultado de dicha revisión es el presentejuego de notas, que no pretenden ser sino eso, notas. El lector indudablementenotará algunos de los inumerables errores en este texto, y los errores no sonnada más de ortografía o redacción. Sin embargo, esta obra es, como toda obrahumana, perfectible y jamás perfecta. Agradeceré si me informan de los erroresbajo el principio de �error detectado, error eliminado.�La revisión 2008 del plan de estudios coloca los temas �matrices y determi-
 nantes�y �estructuras�algebraicas de nuevo en el curso de álgebra. Sin embargo,al menos de momento, hemos decidido dejar dichos temas en el presente juego denotas. Esta revisión indica agregar el tema �operadores lineales en espacios conproducto interno� que es tratado brevemente en el presente texto. Otro temanuevo en la revisión es el de introducción al álgebra lineal; este tema comprendelos subtemas �historia del álgebra lineal�y �aplicaciones del álgebra lineal a laingeniería�que también se tratan aquí de manera breve.Uno de los tópicos más polémicos para el profesor de álgebra lineal es el de
 las �aplicaciones�. Frecuentemente por aplicaciones se entienden aplicaciones alas matemáticas y esto deja frustrados a nuestros estudiantes que quieren verlas aplicaciones a la ingeniería. Y al hablar de aplicaciones a la ingeniería semencionan algunos ejemplos �tribilines", es decir, triviales. Llamar aplicacionesa cualquier ejemplito en el que aparezcan sistemas de ecuaciones, determinanteso matrices es como llamar humorista a alguien que cuenta un chiste cada veinteaños. Reto a mis colegas profesores de álgebra lineal a que muestren ejemplos notriviales de aplicaciones a la ingeniería. El presente autor, siendo físico, conocedos aplicaciones monumentales del álgebra lineal a la física: la mecánica cuánticay la teoría de la relatividad. ¿existe algo comparable entre las aplicaciones a laingeniería?¿no sería (como más de un autor ha sugerido), más conveniente darun curso orientado a las matrices y olvidarnos de espacios vectoriales, productosinteriores, adjuntos, operadores Hermitianos y un largo etc.?Hemos escrito un segundo �folleto�dedicado a mostrar algunas aplicaciones,
 entre ellas algunas aplicaciónes simples a la mecánica cuántica y a la relatividad;pero hemos tratado de no incluir aquellas aplicaciones que el lector encontraráen muchos de los textos de álgebra lineal disponibles, sobre todo las tribilines.Hace ya algunos años los físicos prometieron darnos �computadoras cuán-
 xi
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xii INTRODUCCIÓN
 ticas�. Al momento de escribir estas notas aun no cumplen su promesa y, pordesgracia, en otras ocasiones (los cuasicristales, los superconductores) no las hancumplido. Sin embargo de lograrse la computación cuántica nuestro modestocurso se convertiría en uno de los más importantes; sugiero al lector que le echeun ojo a un texto de información cuántica, verá en él álgebra lineal y más álgebralineal.
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Parte I
 Introducción al álgebralineal
 1

Page 14
                        


Page 15
                        

3
 En esta parte del curso damos un breve paseo por la historia del álgebralineal y señalamos algunas de sus aplicaciones a la ingeniería.
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Capítulo 1
 Breve historia del álgebralineal
 Esta reseña será, por necesidad, muy breve y nos contentasremos con mostrarúnicamente los sucesos más relevantes.El tratamiento está inspirado por el libro �A History of Abstract Algebra �
 escrito por Israel Kleiner y publicado por la editorial Birkhäuser en 2007.
 1.1. Las ecuaciones lineales
 Alrededor del año 2000 A.C los Babilonios eran capaces de resolver sis-temas lineales de dos ecuaciones con dos incógnitas.
 También alrededor de 2000 A.C los Chinos podían resolver ecuaciones de3� 3
 El estudio moderno de los sistemas de ecuaciones arranca con Leibniz(1646-1716) en 1693. Leibniz inventó el concepto de determinante.
 En 1750 Cramer (1704-1752) inventa la regla para resolver sistemas linealesque lleva su nombre.
 Euler (1707-1783) es el primero en notar que los sistemas lineales puedencarecer de solución o la solución puede no ser única.
 Gauss (1777-1855) inventa el método de los cuadrados mínimos en 1811 ydesarrolla la ahora llamada eliminación Gausiana. Estudió las condicionesbajo las cuales los sistemas tienen soluciones y son únicas.
 1.2. Los determinantes
 una de las primeras publicaciones sobre determinantes fue la de Maclaurin(1698�1746). Este autor los usó para resolver sistemas de 2� 2 y 3� 3.
 5
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6 CAPÍTULO 1. BREVE HISTORIA DEL ÁLGEBRA LINEAL
 Vandermonde (1735 �1796) estudia en 1772 los determinantes per se y noen relación con la solubilidad de sistemas de ecuaciones.
 Laplace (1749 �1827) muestra en 1772 cómo expandir determinantes pormedio de cofactores.
 Cauchy (1789 �1857) presenta el primer estudio sistemático de los deter-minantes y descubrió muchas de sus propiedades (como que det(AB) =det(A) det(B)).
 En 1843 Cayley (1821�1895) hace geometría analítica en n dimensionesusando determinantes.
 Alrededor de 1870 Dedekind (1831 �1916) usa los determinantes para es-tablecer algunos resultados en teoría de los números.
 Weierstrass (1815 �1897) y Kronecker (1823 -1891) estudiaron los deter-minantes de manera rigurosa introduciéndolos de manera axiomática.
 1.3. Las matrices y las transformaciones lineales
 Las matrices, en cuanto tablas de números, aparecen en las matemáticaschinas alrededor del año 200 A.C.
 El primer uso serio de las matrices se halla en el estudio por Gauss (1777-1855) de las formas cuadráticas binarias. En su trabajo se encuentra ya lamultiplicación de matrices.
 En la geometría analítica de los siglos XVII y XVIII se estudiaron trans-formaciones lineales y sus matrices.
 Eisenstein (1823 �1852) y Hermite (1822 �1901), extendiendo el trabajode Gauss, continúan con el uso de matrices en formas cuadráticas.
 1.4. Independencia lineal, bases y dimensión
 Dedekind (1831 �1916) y Weber (1842�1913) llegaron a usar los conceptosde combinación lineal y base aunque sin de�nirlos de la manera moderna.
 Las ideas de Dedekind y de Weber fueron llevadas a la perfección porSteinitz (871�1928) y Artin (1898�1962), en el contexto de la teoría de loscampos.
 Con los cuaternios, Hamilton (1805�1865) presenta la primera estructuraque es sin lugar a dudas un espacio vectorial.
 generalizando las ideas de Hamilton, Cayley (1821�1895) y Graves (1806�1870) introducen los octoniones.
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1.5. LOS ESPACIOS VECTORIALES. 7
 Se piensa que el primero en de�nir el concepto de espacio vectorial esPierce (1809�1880) en su obra �Linear associative algebra�.
 Euler(1707-1783) y Lagrange (1736�1813) estudian la analogía entre lossistemas de ecuaciones y las ecuaciones diferenciales.
 la relación entre álgebra y geometría fue estudiada por Descartes (1596�1650) y Fermat (1601-1665) a principios del siglo XVII y Euler continuóen el siglo XVIII extendiendo el estudio a tres dimensiones. La formamoderna se alcanza con Monge (1746-1818).
 1.5. Los espacios vectoriales.
 La noción moderna de espacio vectorial es introducida por Peano (1858�1932) en 1888.
 El concepto geométrico de vector parte de Wessel (1745-1818) y culminacon Gauss (1777�1855).
 Es Hamilton (1805�1865) el primero en ver a los números complejos comoparejas ordenadas de números reales.
 El álgebra de vectores se da, por una parte con Hamilton y sus cuaternios ypor otra con Gibbs (1839 �1903) y Heaviside (1850 �1925) quienes estudianlos vectores de la forma en que los conocemos en la actualidad.
 La generalización a tres o mas dimensiones se debe a Hamilton, Cayley yGrassmann (809�1877).
 Podemos decir que el álgebra lineal (como entendemos el término ahora)se debe fundamentalmente a Peano y Grassmann.
 Weyl (1885�1955) aplica estas ideas a la física y en particular a la rela-tividad en el siglo XX.
 Con Banach (1892�1945) se habla ya de espacios vectoriales normados.
 El lenguaje moderno ya se aprecia en la obra de Noether (1882�1935) enpleno siglo XX.
 Una de�nición de espacio vectorial reconocible por los lectores del sigloXXI se presenta en la obra de van der Waerden (1903-1996).
 Como podrá apreciar el lector, el álgebra lineal que estudiamos en este cursoes algo muy reciente.
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Capítulo 2
 Aplicaciones del álgebralineal
 A groso modo podemos dividir las aplicaciones del álgebra lineal en tresgrandes porciones:
 aplicaciones del álgebra lineal a otras ramas de las matemáticas.
 aplicaciones a la física
 aplicaciones a la ingeniería y otras ramas del conocimiento.
 2.1. Aplicaciones a otras ramas de las matemáti-cas.
 De una manera muy escueta señalaremos algunas aplicaciones:
 El concepto de derivada, vista como transformación lineal, es quizá lo másrelevante del álgebra lineal en toda la matemática. En breve, la derivadaes la �mejor� aproximación lineal a una función en una vecindad de unpunto.
 La diagonalización de matrices encuentra uso en el análisis de las formascuadráticas y de las conicas que éstas representan.
 Los productos interiores y la mejor aproximación dan lugar al método delos cuadrados mínimos.
 2.2. Aplicaciones a la física
 los productos interiores encuentran aplicación en cristalografía para de-scribir cristales y sus propiedades.
 9
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 La mecánica cuántica es la mayor aplicación existente del álgebra lineal.Todo en mecánica cuántica ocurre en espacios vectoriales complejos conproducto interior.
 La relatividad también usa constantemente los conceptos del álgebra lin-eal. Piense por ejemplo en las transformaciones de Lorentz.
 En mecánica de materiales tenemos los tensores de deformación y de es-fuerzo; no son mas que transformaciones lineales.
 En mecánica tenemos el tensor de inercia. Se trata de la transformaciónlineal que nos da el momento angular en función de la velocidad angular.
 2.3. Aplicaciones a la ingeniería y a otras ramasdel saber.
 En economía se usan mucho las matrices y la programación lineal. Muchosmodelos son lineales.
 En ingeniería de control se necesitan frecuentemente matrices, eigenvaloresy eigenvectores.
 En la teoría de grá�cos (grafos) se usan las matrices de adyacencia eincidencia para caracterizar los grafos. También las relaciones se describencon matrices.
 De hacerse realidad el sueño de la computadoras cuánticas, el álgebralineal se convertirá en la rama de las matemáticas con más aplicaciones.Por desgracia esto es todavía un sueño, y pesadilla para aquellos a quienesno les agrada el álgebra lineal.
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Parte II
 Matrices y determinantes
 11
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 Pocas herramientas matemáticas han resultado tan útiles como las matrices.El ingeniero debe conocerlas a �n de adentrarse, después, en las aplicacionesprácticas.
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Capítulo 3
 Concepto de Matriz
 Una matriz es, informalmente hablando, un arreglo rectangular de números.Con un poco más de rigor diremos que una matriz A de m por n es una función(regla, �receta�) que asocia con cualesquiera dos números enteros i (i = 1; 2:::m)y j (j = 1; 2:::n) otro número (que en general será real o complejo) denotadocomo aij o también como (A)ij o Aij . Los números aij reciben el nombre de�entradas de la matriz A�. Hemos adoptado la convención de usar una letramayúscula (A en este caso) para la matriz y su correspondiente minúscula (aen el presente caso) para denotar sus entradas.Normalmente escribimos la matriz poniendo los números aij en un arreglo
 rectangular acomodados en m �las(o renglones) y en n columnas
 A =
 26664a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 37775Esto también suele escribirse de manera compacta como
 A = (aij)
 En la expresión aij el índice i indica en cuál renglón se halla la entrada entanto que el índice j especi�ca la columna.Cuando m = n se dice que A es una matriz cuadrada de orden n, si m 6= n
 entonces se llama matriz rectangular. Las posiciones en la matriz para las cualesi = j reciben el nombre de �diagonal�(o �diagonal principal�); las entradas faiigpara i = 1; 2:::m��n(m;n) están en la diagonal de A. Una matriz cuadrada cuyasentradas son cero excepto en la diagonal, recibe el nombre de matriz diagonal. Silas entradas debajo de la diagonal de una matriz A son cero (es decir si aij = 0para i > j ) la matriz se llama �triangular superior�. Cuando las entradas arribade la diagonal son cero (es decir cuando aij = 0 para i < j ) la matriz se llama�triangular inferior�.
 15
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16 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 Hay dos casos muy importantes. Cuando n = 1 la matriz es un �vectorcolumna�y escribimos
 A =
 [email protected]
 1CCCA(note que usamos sólo un índice, no necesitamos más). Cuando m = 1 la matrizrecibe el nombre de �vector renglón�y escribimos
 A =�a1 a2 ::: an
 �Por lo anterior resulta claro que podemos pensar a una matriz A de m� n
 como una colección de n vectores columna (cada uno con m componentes) o,alternativamente, como una colección de m vectores renglón (cada uno con ncomponentes).De�nimos, más formalmente, los renglones y las columnas de A mediante
 rengloni(A) =�ai1 ai2 ::: ain
 �y
 columnaj(A) =
 26664a1ja2j...
 amj
 37775y
 A =�columna1(A) columna2(A) ::: columnan(A)
 �o
 A =
 26664renglon1(A)renglon2(A)
 ...renglonm(A)
 37775Una matriz diagonal de n�n en la cual todas las entradas son iguales, recibe
 el nombre de matriz escalar. Un caso importante es la llamada matriz identidad,que es una matriz cuadrada diagonal en la que todas las entradas no nulas son1.
 In =
 266641 0 ::: 00 1 ::: 0
 0...
 ... 00 0 ::: 1
 37775Otra matriz importante es la matriz cero de m� n que es una matriz 0 todas
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 cuyas entradas son cero. Esquemáticamente
 0 =
 266640 0 ::: 00 0 ::: 0...... :::
 ...0 0 ::: 0
 37775Dos matrices A = B son iguales (es decir, la misma matriz) si:
 tienen el mismo número de renglones (llame m a este número).
 tienen el mismo número de columnas (llame n a este número).
 (A)ij = (B)ij para toda i = 1; 2:::m, j = 1; 2:::n.
 Por orden (o tamaño) de una matriz entenderemos los números m y n queespeci�can el número de renglones y de columnas, respectivamente.
 3.1. Operaciones entre matrices.
 Hay varias operaciones entre matrices que serán de importancia en nuestrotrabajo.
 3.1.1. Multiplicación de una matriz por un número.
 Sea � un número (real o complejo) y A una matriz de m�n. El producto de� y A se denota como �A y es otra matriz de m�n cuyas entradas se obtienenmultiplicando cada entrada de A por �. Más formalmente
 (�A)ij = �Aij
 y explícitamente
 �A =
 26664�a11 �a12 ::: �a1n�a21 �a22 ::: �a2n...
 ......
 ...�am1 �am2 ::: �amn
 377753.1.2. Suma (o adición) de matrices.
 Sean A y B dos matrices de m� n. De�nimos la suma de A y B , denotadapor A + B como otra matriz, también de m � n cuyas entradas se obtienensumando las correspondientes entradas de las matrices sumandos; o sea
 (A+B)ij = Aij +Bij
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18 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 y, esquemáticamente
 A+B =
 26664a11 + b11 a12 + b12 ::: a1n + b1na21 + b21 a22 + b22 ::: a2n + b2n
 ......
 ......
 am1 + bm1 am2 + bm2 ::: amn + bmn
 37775Nótese que la suma de matrices se halla de�nida sólamente entre matrices
 del mismo tamaño, no se pueden sumar matrices de diferente tamaño.
 3.1.3. Negación de matrices
 Si A es una matriz de m� n entonces por �A entenderemos otra matriz dem� n cuyas entradas son los negativos de las de A, es decir
 (�A)ij = �Aij
 3.1.4. algunas propiedades de la multiplicación de matri-ces por números y de la adición de matrices
 Se puede veri�car, sin mayor esfuerzo, que si A, B y C son matrices delmismo tamaño y �, � y   son números:
 A+B = B +A (propiedad conmutativa)
 A+ (B + C) = (A+B) + C (propiedad asociativa)
 A + 0 = 0 + A = A donde 0 es la matriz cero del mismo tamaño que A(idéntico aditivo)
 A+ (�A) = 0
 �(A+B) = �A+ �B (propiedad distributiva)
 (�+ �)A = �A+ �A (otra propiedad distributiva)
 (��)A = �(�A) = �(�A)
 1A = A
 y también que:
 (�1)A = �A
 0A = 0 (del lado izquierdo 0 es el número cero, del lado derecho 0 es lamatriz cero)
 �0 = 0 (ambos 0 representan la matriz cero)
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 3.1.5. Particiones de matrices
 Una submatriz B de una matriz A es una matriz que se obtiene eliminandouno o varios renglones y/o una o varias columnas (nada más tenga cuidado de noeliminar todos los renglones o todas las columnas, ¡se quedaría con una matrizvacía!).Por cierto, en algunos contextos resulta útil el concepto de matriz vacía, pero
 no entraremos en esto ahora.Una matriz puede verse como la yuxtaposición de algunas de sus submatrices.
 Dada una matriz hay diversas �particiones�. La mejor manera de visualizarla partición de una matriz consiste en trazar una serie de lineas punteadas ocontínuas horizontales y verticales. Pero la condición en estas lineas es que laslíneas horizontales han de cruzar la matriz de izquierda a derecha totalmenteen tanto que las líneas verticales han de cruzar la matriz de arriba a abajototalmente.Considere el ejemplo
 A =
 26641 2 3 46 7 8 910 11 12 1314 15 16 17
 3775una posible partición sería
 A =
 26641 2 3 46 7 8 9
 10 11 12 1314 15 16 17
 3775de modo que A está compuesta de las submatrices
 B11 =
 �1 2 36 7 8
 �B12 =
 �49
 �B21 =
 �10 11 1214 15 16
 �B22 =
 �1317
 �y escribiremos esto como
 A =
 �B11 B12B21 B22
 �Exhortamos al lector a fabricar ejemplos como éste practicando diversas
 particiones y su notación.De las particiones hay dos muy importantes:
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20 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 Cuando la matriz A de m � n se parte en una serie de m renglones (conn elementos cada uno)
 Cuando la matriz A de m� n se parte en una serie de n columnas (cadauna con m elementos)
 Entonces podremos escribir
 A =
 26664renglon1(A)renglon2(A)
 ...renglonm(A)
 37775y también (esta ecuación ya la habíamos presentado antes)
 A =�columna1(A) columna2(A) � � � columnan(A)
 �Frecuentemente nos referiremos a las submatrices que aparecen en las par-
 ticiones como �bloques�.
 3.1.6. Multiplicación de una matriz por un vector colum-na.
 Sea A una matriz de m � n y v un vector columna de n � 1. De�nimos elproducto Av como aquel vector columna, de m� 1 dado por la expresión
 Av =
 26664a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 3777526664v1v2...vn
 37775 =26664
 a11v1 + a12v2 + :::a1nvna21v1 + a22v2 + :::a2nvn
 ...am1v1 + am2v2 + :::amnvn
 37775o, puesto en símbolos
 (Av)i =nXj=1
 aijvj
 Es muy importante y útil convencerse de que esto es equivalente a decir que:
 Av = v1columna1(A) + v2columna2(A) + :::vncolumnan(A)
 Una expresión como la anterior que es la suma de ciertos vectores colum-na multiplicados por números, se llama combinación lineal de los vectores; losnúmeros se llaman coe�cientes de la combinación lineal.
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3.1. OPERACIONES ENTRE MATRICES. 21
 3.1.7. Multiplicación de dos matrices .
 productos interiores y exteriores
 Sean A y B matrices de n� 1 (vectores columna). El producto
 ATB
 es una matriz de 1 � 1 , o sea, un número. Decimos que ATB es el productointerior de A y B. Es un caso partiicular de productos que veremos más adelante.Note usted que AT es un vector renglón y que el producto tiene la forma
 vector renglón � vector columna = número
 Si A es de n� 1 y B es de m� 1 el producto
 ABT
 es una matriz de n � m y se conoce como producto exterior de A y B. Noteusted que tiene la forma
 vector columna � vector renglón = matriz rectangular
 primera caracterización (renglón-columna).
 El producto de A con B se denota por AB (o también por A � B) . Si Aes de m � n B ha de ser de n � p (es decir, el número de columnas del primerfactor debe de coincidir con el número de renglones del segundo factor).Este producto se de�ne como
 (AB)ij =
 nXh=1
 (A)ih(B)hj = rengloni(A)columnaj(B)
 donde i = 1; 2:::m y j = 1; 2:::p. En esta caracterización aparecen productosinteriores.
 segunda caracterización (columna-renglón)
 El producto también podría escribirse como
 AB =
 nXh=1
 columnah(A)renglonh(B)
 que consiste en productos exteriores.
 tercera caracterización.
 Si B se particiona como
 B =�columna1(B) columna2(B) ::: columnap(B)
 �entonces
 AB =�A� columna1(B) A� columna2(B) ::: A� columnap(B)
 �
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22 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 3.1.8. Propiedades de la mutiplicación de matrices
 Podemos demostrar con facilidad que si A y E son matrices de m� n , B yD son de n� p, y C es p� q y � es un número entonces:
 A� (B � C) = (A�B)� C (asociatividad)
 A� (B +D) = A�B +A�D (distributividad)
 (A+ E)�B = A�B + E �B (distributividad)
 �(A�B) = (�A)�B = A� (�B)
 Además, denotando como In�n la identidad de n� n
 A� In�n = A
 Im�m �A = A
 De modo que las matrices identidad se comportan como idénticos multiplica-tivos.
 3.1.9. Potencias de matrices
 Sea A una matriz de n� n, al igual que con los números, de�nimos:
 A0 = In�n
 A1 = A
 Am+1 = AAm
 y
 A�1 = inv(A) (la inversa se de�ne más adelante)
 A�n = (An)�1
 De modo que las propiedades habituales de los exponentes se valen paramatrices:
 Am+n = AnAm
 Amn = (An)m etc.
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3.2. LA INVERSA DE UNA MATRIZ. 23
 3.2. La inversa de una matriz.
 Sea A una matriz de m � n . Se dice que una matriz R de n � m es unainversa derecha de A si
 AR = Im�m
 Similarmente, una matriz L de n�m es una inversa izquierda de A si
 LA = In�n
 Cuando A es cuadrada de n � n, se dice que B es una inversa de A (sinmayores cali�cativos) si
 BA = AB = In�n
 Es fácil ver que B tiene que ser cuadrada y del mismo tamaño que A paraque las multiplicaciones tengan sentido. También podemos ver que si A tieneuna inversa, entonces ésta es única: si C fuera otra inversa de A entonces CA =AC = In�m de modo que
 B = BIn�n = B(AC) = (BA)C
 = In�nC = C
 pero la inversa no siempre existe.
 3.2.1. algunas propiedades de las inversas
 (AB)�1 = B�1A�1
 si � es un escalar y � 6= 0 (�A)�1 = ��1A�1
 (A�1)�1 = A
 Las demostraciones son sencillas e instructivas.
 como (B�1A�1)(AB) = B�1(A�1A)B = B�1(I)B = B�1B = I yademás (AB)(B�1A�1) = A(BB�1)A�1 = A(I)A�1 = AA�1 = I ten-emos que (B�1A�1) es LA (por la unicidad) inversa de AB.
 como (��1A�1)(�A) = (��1�)(A�1A) = 1(I) = I y (�A)(��1A�1) =(���1)(AA�1) = 1I = I tenemos que (�A)�1 = ��1A�1
 como AA�1 = I y A�1A = I A�1 es la inversa de A y A�1 es la inversade A.
 3.2.2. Operaciones elementales.
 Recuerde, del curso de álgebra, cuando vio los métodos de Gauss y Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuaciones, que las matrices pueden ser trans-formadas en otras mediante las llamadas operaciones elementales. Éstas son delos siguientes tipos:
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24 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 Intercambiar cualesquiera dos renglones de la matriz
 Multiplicar todas las entradas de un renglón cualquiera por un número �diferente de cero.
 Agregar a un renglón cualquiera un múltiplo de otro renglón.
 Se puede demostrar que, mediante transformaciones elementales, es posibletransformar cualquier matriz en otra en forma escalonada.Se dice que una matriz está en forma escalonada si se cumplen las siguientes
 condiciones:
 Si hay renglones que consistan exclusivamente de ceros, estos renglonesestán en la parte inferior de la matriz.
 Todos los renglones que no consisten de puros ceros, tienen como primerelemento no cero (de izquierda a derecha) un uno (1). Este uno se llamauno principal, uno delantero o pivote.
 Cada uno principal, entre más abajo esté, deberá estar más a la derecha.
 Se dice que una matriz está en forma escalonada reducida por renglonescuando:
 Está en forma escalonada
 En las columnas donde están los unos delanteros, todos los demás elemen-tos son cero.
 Recuerde que toda matriz puede ser llevada, mediante operaciones elemen-tales, a una forma escalonada reducida por renglones. Esta forma es única,aunque uno puede ir por diversos caminos, el resultado �nal es siempre el mis-mo. Por el contrario, las formas escalonadas no son únicas: cada matriz puedetener varias formas escalonadas.
 3.2.3. Inversa de una matriz usando la forma escalonadareducida por renglones.
 Considere el diagrama[A; I]! [I;A�1]
 que debe interpretarse como sigue:
 aumente la matriz A (que es de m�m) con una matriz identidad Im (conm renglones).
 reduzca esto por métodos Gaussianos, llame al resultado [I;A�1] . Aquí Ies la forma reducida de A, que se supone da una matriz identidad.
 El procedimiento Gaussiano da la inversa de A.
 Si A no se reduce a la identidad, entonces A no es invertible.
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 3.2.4. un ejemplo
 Considere la matriz de siempre
 A =
 0@ 1 2 34 5 67 8 9
 1Ay forme
 B = [A; I3�3] =
 0@ 1 2 3 1 0 04 5 6 0 1 07 8 9 0 0 1
 1Ay entonces, restando al segundo renglón cuatro veces el primero y al tercerrenglón siete veces el primero resulta que
 B �
 0@ 1 2 3 1 0 00 �3 �6 �4 1 00 �6 �12 �7 0 1
 1Ay si dividimos todos los elementos del segundo renglón por �3 y los del tercerrenglón por �6 tendremos
 B �
 0@ 1 2 3 1 0 00 1 2 4
 3�13 0
 0 1 2 76 0 �1
 6
 1Aahora, si al tercer renglón le restamos el segundo
 B �
 0@ 1 2 3 1 0 00 1 2 4
 3�13 0
 0 0 0 �16
 13
 �16
 1Ay a continuación restamos dos veces el segundo renglón al primero obteniendo
 B �
 0@ 1 0 �1 �53
 23 0
 0 1 2 43
 �13 0
 0 0 0 �16
 13
 �16
 1ALa subsecuente multiplicación del tercer renglón por �6 resulta en
 B �
 0@ 1 0 �1 �53
 23 0
 0 1 2 43
 �13 0
 0 0 0 1 �2 1
 1Ay ahora restamos 4=3 del tercer renglón al segundo y sumamos 5=3 del terceroal primero. Con ello
 B �
 0@ 1 0 �1 0 �83
 53
 0 1 2 0 73
 �43
 0 0 0 1 �2 1
 1A
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26 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 que es una forma escalonada reducida por renglones. Como la parte izquierdano es la identidad, B no es invertible.Si hacemos el cambio a
 A =
 0@ 1 2 34 5 67 8 10
 1Ay repetimos el procedimiento
 B = [A; I3�3] �
 0@ 1 0 0 �23
 �43 1
 0 1 0 �23
 113 �2
 0 0 1 1 �2 1
 1Avemos que la parte izquierda sí es una identidad por lo que A es invertible y
 A�1 =
 0@ �23
 �43 1
 �23
 113 �2
 1 �2 1
 1Alo cual puede comprobar multiplicando0@ 1 2 3
 4 5 67 8 10
 1A0@ �23
 �43 1
 �23
 113 �2
 1 �2 1
 1A =
 0@ 1 0 00 1 00 0 1
 1A3.2.5. Matrices elementales.
 Una matriz elemental E de p � p es la matriz que resulta de aplicar unaoperación elemental a la identidad Ip de p� pTenemos que:
 Las matrices elementales son invertibles (inversibles, no singulares)
 El resultado de aplicar una transformación elemental a A es exactamentelo mismo que multiplicar A por la izquierda por la correspondiente matrizelemental.
 Para las matrices elementales usaremos la siguiente notación:
 Llamaremos Eij a la matriz elemental que resulta de intercambiar losrenglones i y j de la matriz identidad Ip.
 Llamaremos Ei(c) a la matriz elemental que resulta de multiplicar elrenglón i de Ip por un número c 6= 0:
 LLamaremos Eij(c) a la matriz elemental que resulta de sumar c veces elj ésimo renglón al i ésimom renglón.
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3.3. LA TRANSPUESTA 27
 3.3. La transpuesta
 Si A es de m�n de�nimos la transpuesta AT como aquella matriz de n�mde�nida mediante
 (AT )ij = Aji
 de modo que los renglones de A son las columnas de AT y las columnas de Ason los renglones de AT .Cuando la matriz A es compleja, de�nimos el adjunto (o adjunta) A�como
 aquella matriz de n�m de�nida mediante
 (A�)ij = Aji
 y donde la barra encima de la A denota la operación de tomar el conjugado (lapalabra �adjunta� es ambigua, más abajo veremos otro uso de dicho vocablo,el contexto deberá aclarar qué uso se tiene). También llamaremos, por razonesobvias, transposición-conjugación a la adjunta.La transposición y la transposición-conjugación cumplen las siguientes propiedades:
 (AT )T = A (idempotencia)
 (A+B)T = AT+BT (para cualesquiera matrices A y B del mismo tamaño)
 (AB)T = BTAT (para dos matrices A y B que puedan ser multiplicadas).
 (�A)T = �AT para cualquier matriz A y cualquier número �.
 (A�)� = A (idempotencia)
 (A+B)� = A�+B� (para cualesquiera matrices A y B del mismo tamaño)
 (AB)� = B�A� (para dos matrices A y B que puedan ser multiplicadas).
 (�A)� = �A� para cualquier matriz A y cualquier número �.
 Una matriz A tal que A = AT se llama simétrica. Una matriz compleja talque A� = A se llama Hermiteana (o Hermítica). Si AT = �A será antisimétricay si A� = �A se llama anti-Hermiteana. Si A�1 = AT (con A real) se dice queA es ortogonal, si A� = A�1 (con A compleja) se dice que A es unitaria.
 3.4. Traza de una matriz
 Dada una matriz cuadrada A ( de n�n) la traza se de�ne como la suma desus elementos diagonales:
 tr(A) =nXi=1
 Aii
 (para algunos efectos especiales podemos de�nir la traza de una matriz rectan-gular, nosotros no lo haremos) y de aquí puede verse que, para matrices A y Bdel mismo tamaño
 tr(A+B) = tr(A) + tr(B)
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28 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 y también
 tr(�A) = � tr(A)
 para cualquier escalar � .Otras propiedades son
 tr(AB) = tr(BA)
 tr(AT ) = tr(A)
 tr(A�) = tr(A)
 tr(A�1BA) = tr(B)
 (aquí A y B deben de ser del mismo tamaño, para la última propiedad se requiereademás que A tenga inversa).En uno de los apéndices al �nal de estas notas podrá usted encontrar una
 aplicación sencilla de la traza a la teoría de la elasticidad lineal. El libro de Laymuestra una aplicación en teoría de la probabilidad.
 3.5. Ecuaciones matriciales
 Al hacer cálculos que involucran matrices es preciso tener en cuenta que lasmatrices y los números tienen muchas propiedades algebraicas en común . Peromás importante es tener en cuenta las diferencias, siendo las principales:
 La multiplicación de matrices no es conmutativa, y en general AB 6= BA(cuando ocurre que AB = BA se dice que las matrices conmutan).
 No toda matriz diferente de la matriz cero tiene inversa.
 Por último, no debe de olvidar que el producto AB está de�nido solamentecuando el número de columnas de A es igual al número de renglones de B(en cuyo caso se dice que las matrices A y B son conformables).
 Una ecuación matricial, al igual que una ecuación en números, expresa ciertasigualdades en las que aparecen incógnitas a determinar. Por ejemplo, si me dicenque 2A+ 5X = B donde
 A =
 �1 23 4
 �B =
 �9 86 7
 �entonces puedo proceder de manera similar a la usada cuando resolvemos ecua-ciones en números pero tomando en cuenta las diferencias señaladas arriba. En
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 este caso podemos �despejar�X y
 5X = B � 2A
 X =1
 5(B � 2A)
 =1
 5
 ��9 86 7
 �� 2
 �1 23 4
 ��=1
 5
 ��9 86 7
 ���2 46 8
 ��=1
 5
 �7 40 �1
 �=
 �75
 45
 0 � 15
 �Formalmente lo que hemos hecho es sumar a los dos miembros de la ecuación
 el inverso aditivo de 2A y los hemos multiplicado por 15 .
 De haber tenido la ecuación
 AX = B
 entonces habrá solución si existe A�1, lo cual es el caso. Multiplicando ambosmiembros por la izquierda por A�1 tendremos que
 X = A�1B
 =�12
 �4 �2�3 1
 ��9 86 7
 �=
 ��2 132 � 1
 2
 ��9 86 7
 �=
 ��12 �9212
 172
 �Note que multiplicamos por la izquierda, no serviría multiplicar por la derecha
 porque la multiplicación no es conmutativa.
 3.5.1. Sistemas lineales homogéneos e inhomogéneos
 Considere el sistema lineal homogéneo de n incógnitas x1;x2:::xn y m ecua-ciones
 a11x1 + a12x2 + ::::a1nxn = 0
 a21x1 + a22x2 + ::::a2nxn = 0
 ...
 am1x1 + am2x2 + ::::amnxn = 0
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30 CAPÍTULO 3. CONCEPTO DE MATRIZ
 Si de�nimos la matriz A de m� n0BBB@a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 am1 am2 ::: amn
 1CCCAy las matrices X (de n� 1)y 0 (de m� 1) como
 X =
 [email protected]
 1CCCA
 0 =
 [email protected]
 1CCCAresulta que el sistema lineal homogéneo puede escribirse de manera sucinta como
 AX = 0
 Podemos también considerar sistemas lineales inhomogéneos, que tendrán laestructura
 a11x1 + a12x2 + ::::a1nxn = y1
 a21x1 + a22x2 + ::::a2nxn = y2
 ...
 am1x1 + am2x2 + ::::amnxn = ym
 y que, si de�nimos
 Y =
 [email protected]
 1CCCApodemos reescribir como
 AX = Y
 (aquí A es una matriz de m� n , X es de n� 1 y Y es de m� 1).
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Capítulo 4
 Determinantes
 La función determinante, abreviada como det es una regla, receta, que asociacon cada matriz cuadrada A un número real o complejo det(A).La de�nición que daremos de det es recursiva; esto quiere decir:
 vamos a de�nir explícitamente cómo calcular determinantes de matricesde 1� 1
 vamos a de�nir explícitamente cómo calcular determinantes de matricesde 2� 2
 después diremos cómo calcular determinantes de n�n si podemos calculardeterminantes de (n� 1)� (n� 1) (n > 2)
 La idea es que si queremos el determinante de una matriz de 3�3 lo podemoscalcular pues sabemos cómo calcular determinantes de 2� 2. Podemos calculardeterminantes de matrices de 4 � 4 pues podemos expresarlos en términos dedeterminantes de 3� 3 y así sucesivamente.
 4.1. Determinante de una matriz de 1� 1El determinate de una matriz de 1� 1 se de�ne como el único elemento de
 esa matriz. Así
 det(a11) = a11
 4.2. Determinante de una matriz de 2� 2Si
 A =
 �a11 a12a21 a22
 �de�nimos
 det(A) = a11a22 � a21a12
 31

Page 44
                        

32 CAPÍTULO 4. DETERMINANTES
 4.3. Determinante de una matriz de n� nPara de�nir el determinante de una matriz de n � n (n > 2) necesitaremos
 dos conceptos básicos: el de menor y el de cofactor.
 4.3.1. menores
 Sea A una matriz de n � n. Considere la submatriz Aij (con 1 � i; j � n) de�nida como la matriz que se obtiene borrando el renglón i y la columna jde A, se trata, pues, de una matriz de (n� 1)� (n� 1) (cuidado: aquí Aij NOdenota el elemento ij de A).Por ejemplo si
 A =
 0@ 1 2 34 5 67 8 9
 1AA2;3 =
 �1 27 8
 �El menor Mij se de�ne como el determinante de esta submatriz
 Mij = det(Aij)
 y en el ejemploM23 = 8� 14 = �6
 4.3.2. cofactores
 El cofactor Cij de A se de�ne como
 Cij = (�1)i+jMij
 y es básicamente lo mismo que el menor excepto por el signo, que va alternandoentre 1 y �1.En el ejemplo
 C23 = (�1)2+3(�6) = 6
 4.3.3. Determinante de una matriz de n� nEl determinante de A cuando es de n� n (n > 2) se de�ne como
 det(A) =nXj=1
 a1jC1j
 y se llama expansión de Laplace, o desarrollo por menores (y cofactores) conrespecto al primer renglón (note que los números a1j forman el primer renglónde A)
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 4.3.4. Expansión de Laplace
 Puede demostrarse, aunque omitimos la prueba por ser muy engorrosa, queen la fórmula anterior podemos expander con respecto a cualquier renglón ocolumna y
 det(A) =nXj=1
 ahjChj
 det(A) =nXj=1
 ajhCjh
 estas fórmulas se conocen como expansión de Laplace o desarrolllo por menores(o cofactores).
 4.3.5. Regla de Sarrus
 En el caso de matrices de 3 � 3 se puede dar una expresión exacta para eldeterminante usando un procedimiento mnemotécnico debido a Sarrus.Sea
 A =
 0@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33
 1Aentonces la regla indica que se repitan los primeros dos renglones para obtener
 B =
 0BBBB@a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33a11 a12 a13a21 a22 a23
 1CCCCAy multiplique los elementos de la diagonal principal de esta matriz, luego multi-plique los elementos de la siguiente (hacia abajo) subdiagonal y por último los dela siguiente subdiagonal y súmelos. Luego hacemos lo mismo con las diagonalesascendentes y restamos los resultados, explícitamente
 det(A) = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23
 � a21a12a33 � a11a32a23 � a31a22a13
 resultado que se puede corroborar por desarrollo de Laplace.
 4.3.6. propiedades generales de los determinantes.
 Entre las principales propiedades de los determinantes podemos mencionar:
 Si intercambiamos cualesquiera dos renglones o columnas de una matriz,su determinante cambia de signo.
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34 CAPÍTULO 4. DETERMINANTES
 Si dos renglones o columnas son iguales, el determinante vale cero.
 Si un renglón o columna es multiplicado por el número �, el valor deldeterminante se multiplica también por �.
 Si a algún renglón se le añade un múltiplo de otro renglón, el determinanteno se altera.
 Si a alguna columna se le agrega un múltiplo de otra columna, el valor deldeterminante no se altera.
 Para cualesquiera dos matrices cuadradasA yB del mismo tamaño det(AB) =det(A) det(B)
 Para cualquier matriz cuadrada A det(A) = det(AT )
 det(In�n) = 1 para cualquier n.
 Si � es un número y A es de n� n det(�A) = �n det(A):
 De hecho, la mejor manera de ver a los determinantes es como una funciónde las columnas (o de los renglones) de una matriz. Así, si A = [A1; A2:::An] esla partición de A en columnas, la función determinante det(A1; A2:::An) quedade�nida de manera única por las siguientes propiedades:
 det(A1; A2::�Aj ::An) = � det(A1; A2::Aj ::An)
 det(A1; A2::Aj +Bj ::An) = det(A1; A2::Aj ::An) + det(A1; A2::Bj ::An)
 det(A1; A2::Aj ::Ak::An) = �det(A1; A2::Ak::Aj ::An)
 det(In) = 1
 4.3.7. Determinante de una matriz diagonal o triangular.
 De lo anterior puede demostrarse que el determinante de una matriz diagonales igual al producto de todos sus elementos diagonales.El determinante de una matriz triangular(superior o inferior) es igual al
 producto de los elementos diagonales.
 4.3.8. Cálculo de determinantes mediante operaciones el-ementales.
 De las dos subsecciones precedentes se desprende un método para calculardeterminantes:
 Empiece la reducción anotando los cambios que sufre el determinante.
 Pare cuando alcance una forma triangular o diagonal.
 El determinante buscado se puede inferir de las reglas precedentes.
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 Ejemplo 1
 det
 �1 23 4
 �= det
 �1 20 �2
 �= �2
 A esto llaman algunos libros �método de condensación �. También puede usarseuna expansión de Laplace cuando la matriz ya está su�cientemente reducida.
 4.4. Propiedades de las matrices triangulares
 Las matrices triangulares tienen varias propiedades entre las cuales podemosmencionar:
 La transpuesta de una matriz triangular superior es una matriz triangularinferior.
 La transpuesta de una matriz triangular inferior es una matriz triangularsuperior.
 La suma de dos matrices triangulares superiores es otra matriz triangularsuperior.
 La suma de dos matrices triangulares inferiores es otra matriz triangularinferor.
 El producto de un número por una matriz triangular superior es otramatriz triangular superior.
 El producto de un número por una matriz triangular inferior es otra matriztriangular inferior.
 El producto de dos matrices triangulares superiores es otra matriz trian-gular superior.
 El producto de dos matrices triangulares inferiores es otra matriz trian-gular inferior.
 La inversa de una matriz triangular superior es una matriz triangularsuperior.
 La inversa de una matriz triangular inferior es una matriz triangular infe-rior.
 El determinante de una matriz triangular superior es el producto de suselementos diagonales.
 El determinante de una matriz triangular inferior es el producto de suselementos diagonales.
 La inversa de una matriz diagonal D, ninguno de cuyos elementos es cero,es otra matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los recíprocos delos elementos diagonales de D.
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 4.5. Matriz Adjunta
 Dada una matriz cuadrada A de n � n, la adjunta (adjunta clásica, paradistinguirla de A�) Ay es aquella matriz (que se puede demostrar que existe yes única) tal que
 AAy = AyA = det(A)In�n
 Existe un algoritmo para encontrarla y que mostramos a continuación:
 comience considerando A
 Para i = 1:::n j = 1:::n calcule los menores Aij
 Para i = 1:::n j = 1:::n calcule los cofactores Cij = (�1)i+jAijCalcule Ay = CT
 4.5.1. Cálculo de la inversa mediante la adjunta.
 De la de�nición de adjunta puede verse inmediatamentre que si det(A) 6= 0entonces
 A�1 =Ay
 det(A)
 y si det(A) = 0 entonces no existe la inversa de A (si existiera, como AA�1 =In�n tendríamos que det(AA�1) = det(In�n) y det(A) det(A�1) = 1 pero sidet(A) = 0 nos quedaría la contradicción 1 = 0)
 4.6. Soluciones de ecuaciones homogéneas e in-homogéneas.
 Considere el sistema inhomogéneo (donde A es una matriz cuadrada)
 Ax = y
 Si det(A) 6= 0 entonces existirá A�1por lo que
 x = A�1y
 y el sistema tiene solución y ésta es única. Cuando det(A) 6= 0 la matriz carecede inversa y puede haber o no soluciones.Para un sistema homogéneo
 Ax = 0
 si det(A) 6= 0 entonces existirá A�1por lo que
 x = A�10
 y la única solución será la trivial x = 0. Puede demostrarse que si det(A) 6= 0entonces habrá soluciones no-triviales.
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Capítulo 5
 Operaciones binarias
 De�nición 2 Sea S un conjunto. Una operación binaria en S es una función
 F : S � S ! S
 Si es una operación binaria, frecuentemente escribimos
 (a; b) = a b
 y decimos que en (a; b) hemos usado la notación de pre�jo y en a b la dein�jo.
 De�nición 3 A una funciónG : S ! S
 se le llama operación unaria y, en general.
 H : S � S � :::S ! S
 donde S aparece n veces en el dominio es una operación n�aria.
 De�nición 4 Sea B � S y una operación binaria en S. Se dice que B escerrado bajo la operación si
 x; y 2 B ) x y 2 B
 De�nición 5 Sea una operación binaria en S. Se dice que S es cerrado bajola operación si
 x; y 2 S ) x y 2 S
 Esta propiedad recibe también el nombre de cerradura, se dice que la operaciónes cerrada o satisface la cerradura. Esto es redundante pues la de�nición mismade operación binaria implica que x y 2 S para todo x; y 2 S.
 39
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 De�nición 6 Se dice que es conmutativa si
 a b = b a
 para cualesquiera a,b 2 S.
 De�nición 7 Se dice que es asociativa si para cualesquiera a,b,c 2 S secumple que
 a (b c) = (a b) c
 De�nición 8 Se dice que l es una identidad izquierda (o elementio idénticoizquierdo) para si
 l a = a
 para toda a 2 S.
 De�nición 9 Se dice que r es una identidad derecha (o elemento idéntico dere-cho) para si
 a r = a
 para toda a 2 S.
 De�nición 10 Se dice que e es una identidad (o elemento idéntico) para si
 a e = e a = a
 para toda a 2 S.
 Comentario 11 e es una identidad para si y sólo si e es una identidadderecha y es una identidad izquierda.
 Ejemplo 12 La suma y la diferencia son operaciones en los enteros, en losracionales y en los reales. La suma es conmutativa, la diferencia no lo es. Lasuma es asociativa en tanto que la diferencia no. La división no es una operaciónbinaria pues no se permite división por cero.
 Comentario 13 A las operaciones se les llama, a veces, leyes de composicióninternas. Esto se hace para contrastarlas con funciones del tipo B � S ! S endonde se usan elementos de un conjunto �externo�B, estas funciones se llamanleyes de composición externa.
 Más ejemplos de operaciones serían:
 La suma de números naturales, enteros, racionales, reales o complejos.
 El producto de números naturales, enteros, racionales, reales o complejos.
 La suma de polinomios.
 El producto de polinomios.
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 La suma de matrices del mismo tamaño.
 En el conjunto de las matrices de n�n el producto es una operación, noteque en el conjunto de todas las matrices el producto no es una operaciónpues no todo par de matrices puede ser multiplicado (las matrices deben deser conformables, es decir, el primer factor debe de tener tantas columnascomo renglones tenga el segundo factor).
 La unión e intersección de conjuntos son operaciones entre conjuntos.
 Una manera de de�nir la operación es dando, explícitamente, el conjunto Sy la regla de correspondencia de la operación . Otra manera, útil cuando S esun conjunto �nito, es dando la �tabla�de la operación, análoga a las tablas demultiplicar.
 Ejemplo 14 Sea S = fe; c; c2; c3;m1;m2;m3;m4g con la tabla de multiplicar
 � e c c2 c3 m1 m2 m3 m4
 e e c c2 c3 m1 m2 m3 m4
 c c c2 c3 e m2 m3 m4 m1
 c2 c2 c3 e c m3 m4 m1 m2
 c3 c3 e c c2 m4 m1 m2 m3
 m1 m1 m4 m3 m2 e c3 c2 cm2 m2 m1 m4 m3 c e c3 c2
 m3 m3 m2 m1 m4 c2 c e c3
 m4 m4 m3 m2 m1 c3 c2 c e
 lo que quiere decir, a guisa de ejemplo, que m3 �c2 = m1 etc. Dejo al estudianteconvencerse de que � es asociativa y no es conmutativa.
 De�nición 15 Sean y > dos operaciones binarias en S. Se dice que esdistributiva sobre > si, para cualesquiera a,b,c 2 S tenemos que
 a (b> c) = (a b)> (a c)
 Teorema 16 Sea una operación binaria en S. Si l es una identidad izquierday r es una identidad derecha, entonces l = r. En este caso e = l = r es unaidentidad.
 Demostración. l r = r pues l es una identidad izquierda, pero l r = l puesr es una identidad derecha; por lo tanto l = r es una identidad.
 Teorema 17 La identidad respecto a una operación binaria es única.
 Demostración. sean e y e0 dos identidades. Entonces e e0 = e por ser e0 unaidentidad pero e e0 = e0 por ser e una identidad. Luego e = e0.
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 De�nición 18 Sea S un conjunto con una operación binaria y suponga quee es una identidad. Se dice que L es una inversa izquierda de a 2 S si
 L a = e
 Se dice que R es una inversa derecha de a 2 S si
 aR = e
 y que a0 es una inversa (bilátera) de a 2 S si
 a0 a = a a0 = e
 Teorema 19 Si la operación es asociativa y tiene un elemento idéntico, lainversa de un elemento a 2 S es única.
 Demostración. Sean b y c inversas de a. Entonces c a = a c = e y b a =a b = e (donde e es el elemento idéntico). Por ello b = b e = b (a c) =(b a) c = e c = c
 Teorema 20 Sea una operación binaria asociativa en S,si a 2 S tiene unainversa izquierda L y una inversa derecha R, entonces L = R y a tiene unainversa.
 Demostración. Como La = e y aR = e tenemos que L(aR) = Le = Lpero, por la asociatividad L (aR) = (L a)R = eR = R de modo queL = R.
 De�nición 21 Se dice que un elemento a 2 S es cancelable con respecto a unaoperación binaria si para cualesquiera x,y 2 S
 (a x = a y) _ (x a = y a)) x = y
 Comentario 22 Ciertamente si es asociativa y a tiene inverso, a es cance-lable.
 Dejo al lector veri�car que para la operación cuya tabla hemos dado másarriba, hay un elemento idéntico bajo � y todo elemento de S tiene un inversobajo �. El elemento idéntico es e. El inverso de c es c3, el de m1 es m1 etc.
 5.0.1. un ejemplo interesante
 Sea S un conjunto y de�na una operación binaria en S mediante
 a � b = b
 para cualesquiera a; b 2 S. Entonces:
 cualquier elemento de S es un idéntico izquierdo.
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 si z fuera un idéntico derecho entonces para todo a 2 S tendríamos quea � z = a = z de modo que z = a para todo a, por ello, no hay idénticosderechos (a menos, claro, que el conjunto S tenga un sólo elemento).
 dejo al lector ver que la operación no es conmutativa pero que es asociativa.
 además a � b = a � c ) b = c (se vale una de las posibles leyes de can-celación). Sin embargo b � a = c � a ) a = a y no se aplica la otracancelación.
 5.0.2. otro ejemplo
 Sea X un conjunto y
 F = fF j F : X ! Xg
 el conjunto de todas las funciones de X en X. Entonces la composición defunciones � es una operación binaria en F , pues la composicion de dos funcionesen F siempre puede hacerse y da como resultado otra función en F .La función identidad en X
 IX : X ! X
 de�nida medianteIX(y) = y
 8y 2 X es la identidad en X pues
 IX � F = F � IX = F
 8F 2 F .Una función G 2 F tendrá inversa izquierda si y sólo si G es inyectiva.Una función G 2 F tendrá inversa derecha si y sólo si G es suprayectiva y
 una función G 2 F tendrá inversa (bilátera) si y sólo si G es biyectiva.
 5.0.3. Operaciones parciales
 A veces es necesario relajar la condición de que la operación se pueda aplicara todos los elementos de S � S y basta con estipular que se puede aplicar a al-gunos de sus elementos. Un buen ejemplo sería el conjunto de todas las matricescon la operación de multiplicación. No todas las parejas de matrices se puedenmultiplicar, algunas sí (se dice entonces que los factores son conformables). Porello la multiplicación matricial no es una operación binaria en el conjunto detodas las matrices, pero se dice que es una operación parcial (o parcialmentede�nida).En términos más formales, una operación parcialmente de�nida en S es una
 función de la formaF : B �B ! S
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44 CAPÍTULO 5. OPERACIONES BINARIAS
 donde B � S.Cuando se tiene una operación parcial, se puede hablar también de identi-
 dades e inversas derechas e izquierdas. Sin embargo puede verse facilmente queya no es cierto el teorema que dice que si hay identidad derecha e izquierdaentonces éstas son iguales. Por ejemplo, las matrices de 3� 2 tienen como iden-tidad izquierda a la matriz identidad de 3� 3 pero como identidad derecha a lamatriz identidad de 2� 2
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Capítulo 6
 Semigrupos y monoides
 De�nición 23 Se llama estructura algebraica, o sistema algebraico, a un con-junto S con una o más operaciones (unarias, binarias etc.).
 De�nición 24 Un grupoide (o según, algunos autores, magma ) es un conjuntoS con una operación binaria.
 De�nición 25 Se llama semigrupo al sistema algebraico fS;g consistente deun conjunto S y una operación binaria asociativa.
 De�nición 26 Se llama monoide al sistema algebraico fS;; eg consistente deun conjunto S y una operación binaria asociativa con elemento identidad e.
 Comentario 27 Algunos autores llaman semigrupo a lo que nosotros hemosllamado monoide. No hay uniformidad en la literatura por lo que el lector deberáestár pendiente de posibles usos alternativos.
 Ejemplo 28 El ejemplo que sigue es probablemente el más paradigmático. Con-sidere un conjunto X y el conjunto hom(X;X) = fF : X ! Xg de todas lasfunciones de X a X (este conjunto también se denota como XX ). La operacióna considerar en hom(X;X) es la composición de funciones y el elemento idénticoes la función identidad IX : X ! X cuya regla de correspondencia es IX(y) = ypara cualquier y 2 X. Dejamos al lector veri�car que fhom(X;X); �; IXg es unmonoide.
 Ejemplo 29 Hay muchos ejemplos de monoides. Los enteros (y los númerosnaturales) son un monoide respecto a la adición, siendo el número cero el ele-mento idéntico. También son un monoide con respecto a la multiplicación peroel elemento idéntico es el número uno. El lector debería encontrar por si mismomuchos otros ejemplos en los racionales, reales, complejos, polinomios, matricesetc.
 45
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Capítulo 7
 Grupos
 Un grupo G es un conjunto (también llamado G ) con una operación binaria� y que satisface las siguientes propiedades:
 Para todo a; b 2 G a � b 2 G (cerradura, axioma realmente redundantepuesto que hemos supuesto que � es una operación binaria en G)
 Para todo a; b; c 2 G tenemos que a � (b � c) = (a � b) � c (propiedadasociativa)
 Existe un elemento, llamado e 2 G y tal que para todo a 2 G tenemosque a � e = e � a = a (idéntico bajo �)
 Para todo elemento a 2 G existe otro, llamado inverso y denotado medi-ante a�1 y tal que a � a�1 = a�1 � a = e
 Si además para todo a; b 2 G tenemos que a � b = b � a (propiedad conmu-tativa) decimos que G es un grupo conmutativo o abeliano.
 Comentario 30 un grupo es un monoide en el que todo elemento tiene inverso.
 7.1. ejemplos de grupos
 El conjunto S con la operación � cuya tabla de multiplicar hemos dadoarriba, es un grupo. Es el llamado grupo dihedral D4.
 Los números enteros, los números racionales, los números reales y losnúmeros complejos forman un grupo bajo adición. Los números naturalesno forman grupo bajo adición porque no contienen a los negativos.
 Los números racionales diferentes de cero, los números reales diferentes decero y los números complejos diferentes de cero forman grupo con respectoa la multiplicación.
 47
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48 CAPÍTULO 7. GRUPOS
 Los números complejos de módulo igual a uno forman grupo bajo multi-plicación.
 Los números reales de valor absoluto uno (= f1;�1g) forman grupo bajomultiplicación.
 Las matrices reales o complejas de m� n forman un grupo bajo adición.
 Las matrices reales o complejas de n�n invertibles forman un grupo bajomultiplicación (llamado grupo lineal general).
 Las matrices reales ortogonales de n � n forman un grupo bajo multipli-cación.
 Las matrices complejas unitarias de n�n forman un grupo bajo multipli-cación.
 Las matrices reales o complejas de n�n invertibles y triangulares superi-ores forman un grupo bajo multiplicación.
 Las matrices reales o complejas de n� n invertibles y determinante iguala 1 forman un grupo bajo multiplicación (grupo especial lineal).
 7.2. propiedades elementales de los grupos
 Teorema 31 en un grupo el elemento idéntico es único:
 Demostración. sea z otro idéntico de modo que para todo x 2 G
 ex = xe = x
 zx = xz = x
 entoncesz = ze = e
 Teorema 32 en un grupo el elemento inverso de x 2 G es único.
 Demostración. sean x�1 y z dos inversos de x de modo que
 x�1x = xx�1 = e
 zx = xz = e
 entoncesz = ez = (x�1x)z = x�1(xz) = x�1e = x�1
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 Teorema 33 Si en un grupo G xa = xb entonces a = b (es decir, en un grupotodo elemento es cancelable).
 Demostración. : xa = xb ) x�1(xa) = x�1(xb) ) (x�1x)a = (x�1x)b )ea = eb) a = b.
 Teorema 34 : Si en un grupo G ax = bx entonces a = b.
 Demostración. : ax = bx ) (ax)x�1 = (bx)x�1 ) a(xx�1) = b(xx�1) )ae = be) a = b.Los dos teoremas anteriores reciben el nombre de leyes de cancelación.
 Teorema 35 : si a; b 2 G entonces (ab)�1 = b�1a�1
 Demostración. Por la unicidad de inversas basta con probar que b�1a�1 esuna inversa de ab.
 (ab)(b�1a�1) = a(bb�1)(a�1) = aea�1 = aa�1 = e
 (b�1a�1)(ab) = b�1(a�1a)b = b�1(e)b = b�1b = e
 Teorema 36 : (a�1)�1 = a
 Dejamos la demostración al lector.
 De�nición 37 : Sea G un grupo y H un subconjunto de G. Decimos que H esun subgrupo de G si e 2 H , para todo x; y 2 H xy 2 H (cerradura de H bajomultiplicación) y para todo x 2 H x�1 2 H.
 Teorema 38 : Sea G un grupo y H un subgrupo, entonces H es un grupo conrespecto a la misma multiplicación de G.
 Demostración. : Como H es cerrado bajo la multiplicación � cumple el primeraxioma de los grupos. Si a; b; c 2 H entonces a; b; c 2 G y a � (b � c) = (a � b) � c, cumpliendo el segundo axioma (propiedad asociativa). Como e 2 H , si a 2 Hentonces a 2 G y ea = ae = a de modo que el idéntico bajo � en H es el mismoque el elemento idéntico de G. Por último, si a 2 H entonces a 2 G y existea�1 2 G tal que a � a�1 = a�1 � a = e , pero a�1 2 H por la de�nición desubgrupo.Note, pues, que un subgrupo es un grupo que es subconjunto de otro grupo
 y tiene la misma operación.Como ejemplo, el grupo de las matrices complejas invertibles de n� n tiene
 como subgrupo el de las matrices complejas unitarias de n� n.
 Comentario 39 Es fácil demostrar que en la tabla de multiplicaión de un grupocada elemento aparece una y sólo una vez en cada renglón y cada columna.
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Capítulo 8
 Anillos
 Un anillo es un conjunto A que tiene de�nidas dos operaciones binarias + y� tales que:
 Para todo a; b 2 A a + b 2 A (cerradura, axioma realmente redundantepuesto que hemos supuesto que + es una operación binaria en A)
 Para todo a; b 2 A tenemos que a+ b = b+ a (propiedad conmutativa)
 Para todo a; b; c 2 A tenemos que a + (b + c) = (a + b) + c (propiedadasociativa)
 Existe un elemento, 0 2 A (llamado cero) y tal que para todo a 2 Atenemos que a+ 0 = 0 + a = a (idéntico bajo +)
 Para todo elemento a 2 A existe otro, llamado negativo de a (o inversoaditivo) y denotado mediante �a y tal que a+ (�a) = (�a) + a = 0
 Para todo a; b 2 A a � b 2 A (cerradura, axioma realmente redundantepuesto que hemos supuesto que � es una operación binaria en A)
 Para todo a; b; c 2 A tenemos que a � (b � c) = (a � b) � c (propiedadasociativa)
 Para cualesquiera a,b y c 2 A a � (b + c) = a � b + a � c (propiedaddistributiva)
 Para cualesquiera a,b y c 2 A (a + b) � c = a � c + b � c (propiedaddistributiva)
 Si adicionalmente
 Para todo a; b 2 A tenemos que a � b = b � a (propiedad conmutativa)decimos que A es un anillo conmutativo.
 51
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 Si existe 1 2 A (llamado unidad) tal que para todo a 2 A 1�a = a�1 = adecimos que A es un anillo con unidad.
 En un anillo conmutativo y con unidad A, si todo elemento a 2 A ydiferente de cero es cancelable,entonces se dice que A es un dominio enteroo de integridad.
 Note que los anillos son grupos abelianos con respecto a la suma.
 8.1. Ejemplos de anillos
 Los enteros son un anillo conmutativo y con unidad con respecto a la sumay producto de enteros. Son, de hecho, un dominio entero.
 Los polinomios con coe�cientes reales o complejos forman un anillo conrespecto a la suma y producto de polinomios (un dominio entero).
 Los números reales y los complejos forman un anillo (un dominio entero).
 Las matrices reales o complejas de n� n forman un anillo. Son un anillocon unidad In (la matriz identidad de n � n). No forman un dominioentero, esto se puede ver con un contraejemplo, las matrices
 C =
 �1 11 1
 �D =
 �1 1�1 �1
 �tienen la propiedad de que
 CD =
 �0 00 0
 �= 0
 y sin embargo C 6= 0 y D 6= 0, pero 0 = 0D de modo que CD = 0D y siD fuera cancelable tendríamos que C = 0 contradiciendo lo que sabemosde C. Entonces en el conjunto de las matrices de 2� 2 hay elementos nocero que no son cancelables, no es un dominio entero.
 8.1.1. divisores de cero
 En un anillo se dice que a y b son divisores de cero si a 6= 0, b 6= 0 y ab = 0.
 Teorema 40 Sea A un anillo conmutativo y con unidad. Entonces A es undominio entero si y sólo si no hay divisores de cero.
 Dejo la prueba al lector. Note que el último ejemplo hace, de hecho, uso deesta propiedad. Ahí se vio que C 6= 0 y D 6= 0, pero 0 = 0D.
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Capítulo 9
 Campos
 Un campo es un conjunto F que tiene de�nidas dos operaciones binarias +y � tales que:
 Para todo a; b 2 F a + b 2 F (cerradura, axioma realmente redundantepuesto que hemos supuesto que + es una operación binaria en A)
 Para todo a; b 2 F tenemos que a+ b = b+ a (propiedad conmutativa)
 Para todo a; b; c 2 F tenemos que a + (b + c) = (a + b) + c (propiedadasociativa)
 Existe un elemento, llamado 0 2 F y tal que para todo a 2 F tenemosque a+ 0 = 0 + a = a (idéntico bajo +)
 Para todo elemento a 2 F existe otro, llamado negativo de a (o inversoaditivo) y denotado mediante �a y tal que a+ (�a) = (�a) + a = 0
 Para todo a; b 2 F a � b 2 F (cerradura, axioma realmente redundantepuesto que hemos supuesto que � es una operación binaria en F )
 Para todo a; b; c 2 F tenemos que a � (b � c) = (a � b) � c (propiedadasociativa)
 Para cualesquiera a,b y c 2 F a � (b + c) = a � b + a � c (propiedaddistributiva)
 Para cualesquiera a,b y c 2 F (a + b) � c = a � c + b � c (propiedaddistributiva)
 Para todo a; b 2 F tenemos que a� b = b� a (propiedad conmutativa)
 Existe 1 2 A tal que para todo a 2 A 1� a = a� 1 = a
 Para todo a 2 F tal que a 6= 0 existe a�1 2 F tal que a�a�1 = a�1�a = 1
 53
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 Un campo es, pues, un anillo conmutativo con identidad en el que todoelemento no cero tiene un inverso multiplicativo (esto implica que todo elementono cero es cancelable: ac = bc con c 6= 0 implica que acc�1 = bcc�1 o sea a = by el campo es también un dominio entero).
 Comentario 41 Algunos autores (sobre todo los españoles) llaman �cuerpo�alo que hemos llamado campo.
 9.1. Ejemplos de campos
 El campo de los números racionales
 El campo de los números reales
 El campo de los números complejos
 Los enteros no son un campo pues (excepto �1) los enteros no tieneninverso multiplicativo.
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Capítulo 10
 Álgebras de Boole
 Puede uno preguntarse si hay estructuras con dos operaciones y que se dis-tribuyan recíprocamente. Las álgebras de Boole son de este tipo y son de granimportancia en la teoría de la computación.
 10.1. De�nición de álgebra de Boole
 Un álgebra de Boole es un conjunto B con dos operaciones + y � y talesque la estructura resultante fB;+; �g cumple con los siguientes axiomas:
 Cerradura, 8a; b 2 B a+ b 2 B y a � b 2 B
 Conmutatividad, 8a; b 2 B a+ b = b+ a y a � b = b � a
 Asociatividad, 8a; b; c 2 B a+(b+ c) = (a+ b)+ c y a � (b � c) = (a � b) � c
 Distributividad, 8a; b; c 2 B a � (b + c) = (a � b) + (a � c) y a + (b � c) =(a+ b) � (a+ c)
 Unidad, 90 2 B y 9U 2 B tales que 8a 2 B a + 0 = 0 + a = a ya � U = U � a = a
 Complemento, 8a 2 B 9a0 2 B tal que a+ a0 = U y a � a0 = 0
 10.1.1. ejemplos de álgebras de Boole
 Hay dos ejemplos importantes:
 En teoría de conjuntos si + es la unión ( [) de conjuntos y � es la inter-sección (\) tenemos un álgebra Booleana con 0 = � (el conjunto vacío) yU es el conjunto universal. a0 es el complemento de a.
 55
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 En el cálculo de proposiciones, si + es el �O�(OR) lógico y � es el �Y�(AND) lógico tenemos un álgebra de Boole donde 0 es una proposición quesiempre es falsa (contradicción) y U es una proposición siempre verdadera(tautología). p0 es no-p.
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Capítulo 11
 Homomor�smos eisomor�smos.
 En esta parte estudiamos mapeos entre estructuras algebraicas que, en ciertosentido, preservan la estructura.
 11.0.2. Homomor�smos.
 Sean S y T conjuntos con operaciónes binarias � y respectivamente. Unhomomor�smo de S a T es una función �
 � : S ! T
 tal que para cualesquiera a; b 2 S tenemos que
 �(a � b) = �(a) �(b)
 o sea, la imagen de un producto es el producto de las imágenes.La ecuación anterior nos dice que � �preserva� la estructura pues manda
 productos a productos.
 11.0.3. Isomor�smos
 Sean S y T conjuntos con operaciónes binarias � y respectivamente. Unisomomor�smo entre S y T es un homomor�smo que es biyectivo (inyectivo ysuprayectivo). Al ser biyectivo, el isomor�smo es invertible.Si S y T tienen un isomor�smo se dice que son isomorfos. En muchos sentidos
 resultará que S y T son lo mismo (en lo que a estructura algebráica se re�ere).La relación de isomor�smo es una relación de equivalencia:
 Toda estructura fS; �g es isomorfa a sí misma (re�exividad)
 Si fS; �g es isomorfo a fT;g entonces fT;g es isomorfo a fS; �g (simetría)
 57
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 Si fS; �g es isomorfo a fT;g y fT;g es isomorfo a fU;~g, entoncesfS; �g es isomorfo a fU;~g.
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Parte IV
 Espacios vectoriales.
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Capítulo 12
 Concepto de espaciovectorial
 Un espacio vectorial sobre el campo F es un conjunto V cuyos elementosllamamos vectores y con dos operaciones, la primera es una suma
 + : V � V ! V
 y la segunda es un producto de vectores por escalares (números del campo F )
 � : F�V ! V
 que satisfacen las siguientes propiedades.
 1)Si a; b 2 V entonces a+ b 2 V (cerradura)
 2)Si a; b 2 V entonces a+ b = b+ a (propiedad conmutativa)
 3)Si a; b; c 2 V entonces (a+ b) + c = a+ (b+ c) (propiedad asociativa)
 4) Hay un elemento 0 2 V con la propiedad de que si a 2 V entonces0 + a = a+ 0 = a.
 5) Para todo elemento a 2 V hay otro elemento (�a) 2 V (llamadonegativo de a) y que tiene la propiedad de que a+ (�a) = (�a) + a = 0.
 6) Si � 2 F y a 2 V entonces � � a 2 V
 7) Si a 2 V entonces 1 � a = a
 8)Si �; � 2 F y a 2 V entonces (�+ �) � a = � � a+ � � a
 9) Si � 2 F y a; b 2 V entonces � � (a+ b) = � � a+ � � b
 10)Si �; � 2 F y a 2 V entonces (��) � a = �(� � a) = �(�a)
 61

Page 74
                        

62 CAPÍTULO 12. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL
 Notación 42 ordinariamente usaremos la notación v (y el contexto indica siv es vector o escalar) para indicar un vector en un espacio vectorial. Otrasposibilidades son v, �!v , bv etc. En mecánica cuántica se usa la llamada �notaciónde Dirac� en donde los vectores se denotan como j vi (y a esto se le llama�ket�, esto es una broma pues en ingles el símbolo hi es un �bracket�por lo quesu mitad derecha ji es un �ket�). Una notación frecuente para los vectores esdel tipo �v pero note usted que la barra también se usa en matemáticas para laconjugación de números complejos (si z = x + iy entonces �z = x � iy, a vecespara la conjugación se usa el símbolo � y z� = x� iy).
 Comentario 43 La operación + es, por lo tanto, una ley de composición in-terna en tanto que la operación � es una ley de composición externa.
 Comentario 44 Algunos autores llaman a �� una acción del campo F sobrelos vectores�.
 Cuando F = R decimos que el espacio vectorial es real, cuando F = Cdecimos que se trata de un espacio vectorial complejo. A veces a F se le llama�campo base (ground �eld)�.Los axiomas 1 y 6 son redundantes dado que se ha supuesto que la suma de
 vectores es una operación binaria y que el producto de vectores por númeroses una operacion externa. De hecho el axioma 2 también sale sobrando en elsentido de que un sistema que satisfaga los restantes axiomas también debenecesariamente satisfacer el axioma 2 (¿le gustaría intentar la demostración deesto antes de verla en uno de los apéndices?).El ejemplo más sencillo de espacio vectorial es el espacio de todas las ��e-
 chas�(técnicamente llamadas �vectores geométricos�o �segmentos dirigidos�)en dos o tres dimensiones, esto es, el espacio de los vectores que ya conocemos,entendidos como objetos con magnitud, dirección y sentido. Como ejemplos de�echas podemos citar las fuerzas, el vector de posicion de una partícula, la ve-locidad, la aceleración, el campo eléctrico y el campo magnético. Lo que tienenen común es que pueden ser representados pictóricamente mediante �echas. Perolo que hace que estas �echas sean vectores es el hecho de que podemos combinardos �echas v y w para formar una tercera �echa v + w (mediante la �regla delparalelogramo) y que podemos combinar un número real � y una �echa v paraformar una nueva �echa (aquella cuyo tamaño es j � j veces el de v y tiene elmismo sentido que v si � > 0 y el sentido opuesto si � < 0 ). Dejo al lectorel checar que el conjunto de las �echas con esta adición y multiplicación pornúmeros es un espacio vectorial real.
 Ejercicio 45 Muestre que el conjunto A de todas las �echas en el espacio bidi-mensional ordinario, con las operaciones descritas anteriormente, forma un es-pacio vectorial real.
 Comentario 46 Suele llamarse �espacio� a un conjunto con algo de estruc-tura. Así hablamos de espacios vectoriales, espacios normados, espacios métricosy espacios topológicos.

Page 75
                        

12.1. ALGUNOS EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES 63
 Comentario 47 A veces en vez de �espacio vectorial�se usa la expresión �es-pacio lineal�.
 Comentario 48 Algunos autores usan en vez de un campo F un anillo R. Eneste caso (con los mismos axiomas) decimos que se trata de un �módulo sobreel anillo R� en vez de un �espacio vectorial sobre el campo F�. Nosotros notrataremos los módulos en lo absoluto.
 Comentario 49 En general usaremos el mismo símbolo (por ejemplo V ) parareferirnos al conjunto (de vectores) o a la estructura (espacio vectoral). Si fueranecesario distinguirlos podríamos usar V = fj V j;+; �g para denotar el espaciovectorial V construido con el conjunto j V j. Pero en este curso no tendremosque preocuparnos por esto.
 12.1. Algunos ejemplos de espacios vectoriales
 Además del espacio vectorial real de las �echas (vectores geométricos), ten-emos algunos ejemplos importantes de espacios vectoriales.
 12.1.1. Los espacios Rn
 Sea n un entero positivo y
 Rn = f(x1; x2; :::xn) j xi 2 R 8i = 1; 2:::ng
 el conjunto de todas las eneadas de números reales. Aquí se entiende que doselementos x y y de Rn dados por
 x = (x1; x2; :::xn)
 y = (y1; y2; :::yn)
 son iguales si y sólo si 8i = 1; 2:::n
 xi = yi
 En Rn de�nimos la suma de x = (x1; x2; :::xn) 2 Rn y y = (y1; y2; :::yn) 2 Rncomo aquel elemento x+ y 2 Rn dado por
 x+ y = (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn)
 y de�nimos el producto de � 2 R y x = (x1; x2; :::xn) 2 Rn como el elemento�x 2 Rn dado por
 �x = (�x1; �x2; :::�xn)
 Puede demostrarse que Rn con la suma y el producto por escalares reciende�nidos es un espacio vectorial real, procediendo de la manera siguiente:
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64 CAPÍTULO 12. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL
 Si a; b 2 Rn entonces a = (x1; x2; :::xn) y b = (y1; y2; :::yn) con todas lasxi y las yi reales. Entonces a + b = (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn) con loque se ve que a + b tiene exáctamente n componentes y todas ellas sonreales pues, por la cerradura en los reales, xi+ yi es real para toda i. Estoprueba la cerradura.
 Si a; b 2 Rn entonces a = (x1; x2; :::xn) y b = (y1; y2; :::yn) con todas lasxi y las yi reales. Por ello a+ b = (x1+y1; x2+y2; :::xn+yn) en tanto queb+a = (y1+x1; y2+x2; :::yn+xn) = (x1+ y1; x2+ y2; :::xn+ yn) y dondeel último paso es válido por la conmutatividad de la suma de númerosreales. Esto prueba que a+ b = b+ a y la operación + es conmutativa.
 Si a; b; c 2 Rn entonces a = (x1; x2; :::xn) b = (y1; y2; :::yn) y c = (z1; z2; :::zn)con todas las xi , las yi y las zi reales. Entonces b + c = (y1 + z1; y2 +z2; :::yn+zn) y a+(b+c) = (x1+(y1+z1); x2+(y2+z2); :::xn+(yn+zn)).Por otra parte a + b = (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn) y (a + b) + c =((x1 + y1) + z1; (x2 + y2) + z2; :::(xn + yn) + zn) = (x1 + (y1 + z1); x2 +(y2 + z2); :::xn + (yn + zn)) donde el último paso se desprende de la aso-ciatividad de números reales. Por ello a+ (b+ c) = (a+ b) + c y se vale laasociatividad.
 Para veri�car el axioma cuatro necesitamos primero indagar quién es elcero. Sabemos que 0 2 Rn y que para cualquier a 2 Rn se debe cumplir elque a+ 0 = 0 + a = a por lo que, con la misma a usada anteriormente si0 = (y1; y2; :::yn) tenemos que a+ 0 = (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn) = a =(x1; x2; :::xn) de modo que
 x1 + y1 = x1
 x2 + y2 = x2
 :::
 xn + yn = xn
 y resulta que y1 = y2:::yn = 0 (el número cero). Por ello 0 = (0; 0; ::;0) (el0 del lado izquierdo es el cero en Rn en tanto que los n ceros en el ladoderecho representan el número cero de los reales). Sabiendo quién debe deser el cero, es fácil ver que, en realidad, 0 = (0; 0::;0) es el cero de Rn. Enefecto, si a = (x1; x2; :::xn) entonces a + 0 = (x1 + 0; x2 + 0; :::xn + 0) =(x1; x2; :::xn) = a.
 Igual que en el caso anterior, dado un elemento a tenemos primero quededucir quién es su inverso�a y luego demostrar que en efecto es el inverso.Como �a 2 Rn �a = (y1; y2; :::yn) y si a = (x1; x2; :::xn) entonces a+(�a)
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 será (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn) = 0 = (0; 0; ::;0) y
 x1 + y1 = 0
 x2 + y2 = 0
 :::
 xn + yn = 0
 y
 y1 = �x1y2 = �x2:::
 yn = �xn
 y concluimos que (�a) = (�x1;�x2; ::: � xn): Que éste es realmente elnegativo se desprende del hecho de que a+(�a) = (x1�x1; x2�x2; :::xn�xn) = (0; 0; ::;0) = 0.
 Si � 2 R y a = (x1; x2; :::xn) 2 Rn entonces �a = (�x1; �x2; :::�xn) yvemos que �a es una eneada de números reales, demostrando que �a 2 Rn.
 Si �; � 2 R, y a 2 Rn entonces, para a = (x1; x2; :::xn) tenemos que
 (�+ �)(a) = ((�+ �)x1; (�+ �)x2; :::(�+ �)xn)
 = (�x1 + �x1; �x2 + �x2; :::�xn + �xn)
 por la distributividad de la multiplicación de números reales. Por otraparte
 �a+ �a = (�x1 + �x1; �x2 + �x2; :::�xn + �xn)
 mostrando que (�+ �)(a) = �a+ �a.
 Si a; b 2 Rn y � 2 R entonces
 �(a+ b) = �(x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn)
 = (�(x1 + y1); �(x2 + y2); :::�(xn + yn))
 = (�x1 + �y1; �x2 + �y2; :::�xn + �yn)
 valiéndose el último paso por la distributividad entre números reales. Porotra parte
 �a+ �b = (�x1 + �y1; �x2 + �y2; :::�xn + �yn)
 de donde se ve que �(a+ b) = �a+ �b.
 Si �; � 2 R y a 2 Rn entonces
 (��)a = ((��)x1; (��)x2; :::(��)xn)
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 pero
 �(�a) = �(�x1; �x2; :::�xn) = (�(�x1); �(�x2); :::�(�xn))
 = ((��)x1; (��)x2; :::(��)xn)
 por la asociatividad del producto de números reales. Por ello (��)a =�(�a). Similarmente (��)a = �(�a).
 1a = 1(x1; x2; :::xn) = (1x1; 1x2; ::;1xn) = (x1; x2; :::xn) con lo que 1a = a.
 Concluimos que Rn, con las operaciones arriba de�nidas, es un espacio vec-torial real.
 12.1.2. Los espacios Cn
 De una manera análoga sea n un entero positivo y
 Cn = f(x1; x2; :::xn) j xi 2 C 8i = 1; 2:::ng
 el conjunto de eneadas de números complejos. Se entiende aquí que dos elementosx y y de Cn dados por
 x = (x1; x2; :::xn)
 y = (y1; y2; :::yn)
 son iguales si y sólo si 8i = 1; 2:::n
 xi = yi
 En Cn de�nimos la suma de x = (x1; x2; :::xn) 2 Cn y y = (y1; y2; :::yn) 2 Cncomo aquel elemento x+ y 2 Cn dado por
 x+ y = (x1 + y1; x2 + y2; :::xn + yn)
 y de�nimos el producto de � 2 C y x = (x1; x2; :::xn) 2 Cn como el elemento�x 2 Cn dado por
 �x = (�x1; �x2; :::�xn)
 Puede demostrarse que Cn con la suma y el producto por números complejosrecién de�nidos es un espacio vectorial complejo.
 Ejercicio 50 Demuestre que Cn con la suma y el producto por números com-plejos de�nidos arriba es un espacio vectorial complejo.
 Ejercicio 51 Si Cn se equipa con la misma suma que se de�nió en el ejercicioanterior pero la multiplicación por escalares se restringe a números reales, ¿esla estructura resultante un espacio vectorial real?
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 Notación 52 Los vectores de Cn y Rn pueden representarse en las siguientesformas que son equivalentes:
 (x1; x2; :::xn)[email protected]
 1CCCA�x1 x2 ::: xn
 �Ty frecuentemente consideramos estos vectores como si fueran matrices de 1� no n� 1 . El punto central es que los vectores de Cn (o de .Rn) son coleccionesde exactamente n números complejos (o reales). De la misma manera, consider-amos a los separadores entre los números como matematicamente irrelevantes,de manera que un espacio vacío, una coma, un punto y coma etc. (el llamadoespacio blanco de la computación) podrían ser usados para separar los números.
 Notación 53 Hay una notación útil que restringimos a Cn . Si denotamos porv al vector
 v =
 [email protected]
 1CCCAentonces, por el símbolo v� denotamos el transpuesto conjugado (adjunto) delvector y
 v� = (x1 x2:::xn)
 que vemos como una matriz de 1� n
 12.1.3. Los espacios PnSea nun entero positivo y
 Pn = fa0 + a1x+ a2x2 + :::anxn j ai 2 R 8i = 0; 1:::ng
 el conjunto de todos los polinomios con coe�cientes reales y grado menor o iguala n. Aquí se entiende que dos miembros P (x)y Q(x)de Pndados por
 P (x) = a0 + a1x+ a2x2 + :::anx
 n
 Q(x) = b0 + b1x+ b2x2 + :::bnx
 n
 son iguales si y sólo si 8i = 0; 1:::n
 ai = bi
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 En Pn de�nimos la suma de P (x) = a0 + a1x + a2x2 + :::anx
 n 2 Pn yQ(x) = b0 + b1x+ b2x
 2 + :::bnxn 2 Pn como el elemento (P +Q) (x) 2 Pn dado
 por
 (P +Q) (x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x2 + ::: (an + bn)x
 n
 y de�nimos el producto de � 2 R y P (x) = a0+a1x+a2x2+ :::anx
 n 2 Pn comoel elemento �x 2 Pn dado por
 (�P ) (x) = (�a0) + (�a1)x+ (�a2)x2 + ::: (�an)x
 n
 Puede demostrarse que Pn con la suma y el producto por números realesrecién de�nidos es un espacio vectorial real.
 Ejercicio 54 Demuestre que Pn con la suma y el producto por números realesde�nidos anteriormente es un espacio vectorial real.
 12.1.4. Los espacios M(m;n)
 Sean my nenteros positivos y
 M(m;n) =8>>><>>>:0BBB@
 a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 1CCCA jaij 2 R 8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n9>>>=>>>;
 el conjunto de todas las matrices reales de m� n.Para referirnos a los elementos de una matriz dada A 2 M(m;n) usaremos
 la notación aij = [A]ij y diremos que A = B (con A;B 2 M(m;n) ) si y sólosi 8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n
 [A]ij = [B]ij
 De�nimos una suma en M(m;n) mediante
 [A+B]ij = [A]ij + [B]ij
 (8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n) donde se sobreentiende que A;B 2M(m;n).La multiplicación de elementos de M(m;n) por números reales se de�ne
 mediante[�A]ij = �[A]ij
 (8i = 0; 1:::m 8j = 0; 1:::n) con A 2M(m;n).M(m;n) con las operaciones anteriormente de�nidas es un espacio vectorial
 real.
 Ejercicio 55 Demuestre que M(m;n) con la suma y el producto por númerosreales de�nidos anteriormente es un espacio vectorial real.
 Comentario 56 Ya hemos visto que M(n; n) es un espacio vectorial y, anteri-ormente, que es un anillo con unidad. Se dice, en este caso, que se trata de unálgebra.
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 12.1.5. Los espacios M�(m;n)
 Similarmente de�nimos (para enteros positivos my n)
 M�(m;n) =8>>><>>>:0BBB@
 a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 1CCCA jaij 2 C 8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n9>>>=>>>;
 como el conjunto de todas las matrices complejas de m� n.Para referirnos a los elementos de una matriz dada A 2M�(m;n) usaremos
 la notaciónaij = [A]ij
 y diremos que A = B (con A;B 2 M�(m;n) ) si y sólo si 8i = 0; 1:::m8j =0; 1:::n
 [A]ij = [B]ij
 De�nimos una suma en M�(m;n) mediante
 [A+B]ij = [A]ij + [B]ij
 (8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n) donde se entiende que A;B 2M�(m;n).La multiplicación de elementos de M(m;n) por números complejos se de�ne
 mediante[�A]ij = �[A]ij
 (8i = 0; 1:::m8j = 0; 1:::n) y con A 2M�(m;n).M�(m;n) con estas operaciones es un espacio vectorial complejo.
 Ejercicio 57 Demuestre que M�(m;n) con la suma y el producto por númeroscomplejos de�nidos anteriormente es un espacio vectorial complejo.
 Comentario 58 También se usan las notaciones Mmn(R) o Mmn(C) en vezde M(m;n) y M�(m;n).
 Comentario 59 Todo campo puede ser visto como un espacio vectorial sobreél mismo (tome n = 1 en las de�niciones de Cn y de Rn). Por ello el campode los números complejos puede verse como espacio vectorial complejo, estocontesta la pregunta que frecuentemente se hace de si hay espacios complejos de��echas� (vectores geométricos). De acuerdo con la interpretación geométricade los complejos (diagrama de Argand), los complejos son �echas que puedensumarse y multiplicarse por números. Pero en este caso al multiplicar un vectorpor un número se le cambia el tamaño y se le rota o gira ( si el vector x semultiplica por el número z = �ei� entonces su tamaño se altera por un factor �y su ángulo de fase se incrementa por �).
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 Comentario 60 Si F es un campo y G un subcampo, entonces también F puedepensarse como un espacio vectorial sobre G .
 Comentario 61 En el caso de los espacios de polinomios podríamos de�nirespacios de polinomios con coe�cientes sobre otros campos aparte del de losnúmeros reales.
 Ejemplo 62 Otros ejemplos de espacios vectoriales serían:a) el conjunto de todas las secuencias xi (i = 1:::1) de números reales o com-plejos. La suma se de�ne como (x + y)i = xi + yi y el producto por númeroscomo (�x)i = �xi.b) si U y V son espacios vectoriales sobre un mismo campo, el producto carte-siano de U y V se de�ne como
 U � V = f(u; v) j u 2 U; v 2 V g
 de�niendo la suma mediante
 (u1; v1) + (u2; v2) = (u1 + u2; v1; v2)
 y el producto como�(u; v) = (�u; �v)
 c) Si S es un conjunto, el conjunto de todas las funciones de S a los reales (olos complejos o a cualquier otro campo)
 F = ff : S ! Rg
 es un espacio vectorial si de�nimos
 (f + g)(x)) = f(x) + g(x)
 y(�f)(x) = �f(x)
 12.2. Algunas propiedades básicas de los espa-cios vectoriales.
 Hay varias propiedades importantes de todos los espacios vectoriales.El axioma 4 indica que hay un vector especial 0 que tiene la propiedad de
 que 0 + v = v + 0 = v para todo v 2 V , demostramos a continuación que sólohay un vector con estas propiedades:
 Teorema 63 Sea V un espacio vectorial sobre un campo F . Entonces si z 2 Vtiene la propiedad de que z + v = v + z = v para todo v 2 V entonces z = 0 .En palabras: el idéntico aditivo es único.
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 Demostración. z = z + 0 (por el axioma 4)= 0 (porque z + 0 = 0)Analogamente, dado v, el vector �v cuya existencia se asevera en el axioma
 5 es único y tenemos el teorema:
 Teorema 64 Sea V un espacio vectorial sobre el campo F y sea v 2 V . Siw 2 V tiene la propiedad de que v+w = w+v = 0 entonces w = �v (el inversoes único).
 Demostración. w = w + 0 (por el axioma 4)= w + (v + (�v)) (por el axioma 5)= (w + v) + (�v) (por el axioma 3= 0 + (�v) (por las propiedades que supusimos para w)= �v (por el axioma 4)De hecho tenemos una forma débil del teorema 63 que a menudo es útil:
 Teorema 65 Sea V un espacio vectorial sobre el campo F y sea v 2 V . Siw 2 V tiene la propiedad de que v + w = v entonces w = 0.
 Demostración. (�v)+ (v+w) = (�v)+ v (por las propiedades asumidas paraw)(�v + v) + w = 0 (por los axiomas 3 y 4)0 + w = 0 (por el axioma 5)w = 0 (por el axioma 4)
 Teorema 66 Sea V un espacio vectorial (real o complejo). Entonces 0v = 08v 2 V .
 Demostración. Dado que 0v = 0v + 0(por el axioma 4)= 0v + (v + (�v)) (por el axioma 5)= (0v + v) + (�v)(por el axioma 3)= (0v + 1v) + (�v)(por el axioma 7)= (0 + 1)v + (�v) (por el axioma 8)= (1)v + (�v) (pues en todo campo 1 + 0 = 1)= v + (�v) (por el axioma 7)= 0 (por el axioma 4)Note que no se usó la propiedad conmutativa de la suma.
 Teorema 67 Sea V un espacio vectorial (real o complejo). Entonces (�1)v =�v
 Demostración. Dado que (�1)v = (�1)v + 0 (axioma 4)= (�1)v + (v + (�v)) (axioma 5)= ((�1)v + v) + (�v) (axioma 3)= ((�1)v + 1v) + (�v) (axioma 7)= ((�1 + 1)v) + (�v) (axioma 8)= ((0)v) + (�v) (en todo campo 1 + (�1) = 0)= 0 + (�v) (teorema anterior)= �v (axioma 4)De nuevo, note que no se usó la propiedad conmutativa de la suma.
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 Teorema 68 Sea V un espacio vectorial(real or complejo). Entonces si � esun número (real or complejo dependiendo de si el espacio V es real o complejo)tenemos que �0 = 0 (momentáneamente llamaré 0 al vector cero y 0 al númerocero).
 Demostración. �0 = �(00) (por el teorema 66)= (�0)0 (por el axioma 10)= 00 (propiedades básicas de los números)= 0 (por el teorema 66)
 Teorema 69 Sea V un espacio vectorial (real o complejo). Entonces si v 2 Ventonces �(�v) = v.
 Demostración. Puesto que v + (�v) = 0 (axioma 5)�(�v) = v (por el teorema 64)
 Teorema 70 Sea V un espacio vectorial (real o complejo) � un número y v 2V . Entonces si �v = 0 entonces � = 0 o v = 0.
 Demostración. Si � = 0 el teorema es verdadero. Suponga que � 6= 0 de modoque 9��1.Entonces ��1(�v) = ��10 = 0 (por el teorema 68)pero ��1(�v) = (��1�)v (por el axioma 10)= 1v (propiedades básicas de los números reales o complejos )= v (por el axioma 7)Consecuentemente v = 0.
 Ejercicio 71 Demuestre que si V es un espacio vectorial, v 2 V y � es unnúmero, entonces (��)v = �(�v) = �(�v).
 Ejercicio 72 Pruebe que si V es un espacio vectorial, v 2 V y � es un número,entonces (��)(�v) = �v.
 Ejercicio 73 Pruebe que si V es un espacio vectorial y u+w = v+w entoncesu = v
 Ejercicio 74 Pruebe que si V es un espacio vectorial y �u = �v para algúnnúmero � 6= 0 entonces u = v.
 12.3. Subespacios
 De�nición 75 Sea V un espacio vectorial. Decimos que W es un subespaciode V si: a) W � V , b) W es un espacio vectorial con las mismas operacionesque V .
 Comentario 76 Por�las mismas operaciones que V .�entendemos lo siguiente:Si a,b 2 W , puesto que W � V tenemos que a,b 2 V , y consecuentementepodemos formar su suma a + b; decimos que esta suma es la que es inducida

Page 85
                        

12.3. SUBESPACIOS 73
 en W por la suma en V . Similarmente, si a 2 W ,puesto que W � V tenemosque a 2 V , consecuentemente podemos formar el producto �a (donde �es unnúmero); decimos que este producto es el que es inducido en W por el productoen V .
 Un subespacio es, entonces, un subconjunto que también es un espacio vec-torial. Note que todo espacio V es un subespacio de sí mismo (un subespaciotrivial ). A �n de veri�car si un conjunto W es un subespacio de un espaciovectorial V tendríamos, en principio, que veri�car que W � V y que W (conla suma y producto inducidos por V ) es un espacio vectorial. En la práctica esmucho más sencillo usar el siguiente teorema:
 Teorema 77 Sea V un espacio vectorial. Entonces W es un subespacio de Vsi y sólo si las siguientes cuatro condiciones se cumplen: a) W � V , b) W 6= �,c) Si a; b 2W entonces a+ b 2W (cerradura) y d) Si k es un número y a 2Wentonces k � a 2W .
 Demostración. )Si W es un subespacio de V , entonces W � VSi W es un subespacio de V , entonces es un espacio vectorial, consecuente-
 mente W 6= � pues 0 2W por el axioma 4Si W es un subespacio de V ,entonces es un espacio vectorial, consecuente-
 mente por el axioma 1 si a; b 2W entonces a+ b 2W .Si W es un subespacio de V , entonces es un espacio vectorial, consecuente-
 mente por el axioma 6 si k es un número y a 2W entonces k � a 2W .(Si W cumple las cuatro condiciones, entonces el hecho de que cumple los
 axiomas 1,2,3,5,6,7,8,9 y 10 es una consecuencia simple del hecho de que V esun espacio vectorial y la demostración se deja como ejercicio. El axioma 4 esmás sutil:Puesto que (por la hipótesis b) W 6= � , W tiene algún elemento, llámelo x,
 entonces (por la hipótesis d) 0x 2W , pero (por la hipótesis a) si 0x 2W then0x 2 V , pero por el teorema 4 0x = 0. Entonces 0 2 W . Para cualquier a 2 Wdado que también es cierto que a 2 V a+0 = 0+a = a y el axioma 4 se cumple
 Ejercicio 78 Llene los huecos en la prueba del teorema 77.
 Ejemplo 79 Si V es un espacio vectorial y W = f0g entonces W es, trivial-mente, un subespacio de V , se llama �espacio nulo�. Los subespacios trivialesde V son, entonces, V mismo y f0g.
 Ejemplo 80 Claramente � no puede ser un subespacio de ningún espacio pues0 =2 �.
 Ejercicio 81 Sea V un espacio vectorial y a 2 V tal que a 6= 0. ¿es f0; ag unsubespacio de V ? (explique). Vemos que f0; ag 6= � y que f0; ag � V . Comence-mos con la cerradura con respecto a la multiplicación por escalares. Si � 2 F
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 y x 2 f0; ag entonces �x debe de ser uno de �0, �a o sea 0,�a. Con el caso�x = 0 no hay problema, pero cuando x = a tenemos que �a debe de ser 0 oa. El primer caso implica que � o a sea cero, pero a no es cero de modo que �debe de ser cero. El segundo caso implica que �a = a y (�� 1)a = 0 implicandoque � = 1. Por ello la cerradura no puede cumplirse si � no es cero o uno. Porello concluimos que f0; ag no es cerrado bajo multiplicación escalar y no es unsubespacio. De hecho tampoco es cerrado bajo la suma, pues al sumar x+ y conambos sumandos en f0; ag las posibilidades son las de la tabla siguiente
 x y x+ y0 0 00 a aa 0 aa a 2a
 y vemos que cuando tenemos
 a+a = 2a para que valga la cerradura 2a 2 f0; ag o sea 2a = 0 o 2a = a. Amboscasos implicarían que a = 0 contrario a las hipótesis. f0; ag no es cerrado bajosuma tampoco.
 Teorema 82 Si U y V son subespacios de W , entonces U \ V es también essubespacio de W .
 Demostración. 1) Claramente el 0 2 W también satisface 0 2 U y 0 2 V conlo que 0 2 U \ V2) Claramente U\V �W3) si x; y 2 U \V entonces x; y 2 U y x; y 2 V con lo que x+ y 2 U y x+ y 2 V(pues U y V son subespacios) y x+y 2 U\V probando la cerradura bajo adición.4) si x 2 U\V y � 2 F entonces x 2 U y x 2 V con lo que �x 2 U y �x 2 V (porla cerradura bajo multiplicación escalar de los subespacios) y �x 2 U \V con loque U\V también es cerrado bajo multiplicación.Consecuentemente U \ V es un subespacio de W .Sin embargo U [ V no es un subespacio en general, aunque U [ V 6= �
 (0 2 U [ V ) y U [ V � W resulta que las cerraduras pueden fallar. Esto seve claramente con un ejemplo: considere W = R2, U = f�(1; 0) j � 2 Rgy V = f�(0; 1) j � 2 Rg, dejo al lector veri�car que tanto U como V sonsubespacios de W . Pero (1; 0) + (0; 1) = (1; 1) =2 U [ V pues (1; 1) =2 U y(1; 1) =2 V . También deberá el lector mostrar que U [ V sí es cerrado bajo lamultiplicación por escalares. Es la cerradura bajo + la que causa problemas.
 Comentario 83 Si vemos al espacio vectorial como una estructura algebraica,podemos pensar al subespacio como una subestructura. En matemáticas es muycomún estudiar estructuras y luego sus posibles subestructuras.
 Ejemplo 84 Si U y V son subespacios de W , entonces podemos de�nir la sumade U y V como
 U + V = fu+ v j u 2 U; v 2 V gy dejamos como ejercicio para el lector el veri�car que U + V es un subespaciode W .
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 12.4. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas.
 Una clase especial pero importante de subespacios es la formada por losconjuntos solución de sistemas de ecuaciones lineales homogeneas.El sistema más general tiene la forma:
 a11x1 + a12x2 + :::a1nxn = 0
 a21x1 + a22x2 + ::a2nxn = 0
 ...
 am1x1 + am2x2 + ::amnxn = 0
 y decimos que es un sistemas de ecuaciones lineales homogeneas dem equacionesen n incógnitas.Si de�nimos una matriz A de m� n como
 A =
 0BBB@a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 1CCCAy la matriz X de n � 1(que consideramos como un elemento de Rn o de Cn)mediante
 X =
 [email protected]
 1CCCAentonces podemos escribir el sistema como
 AX = 0
 donde
 0 =
 [email protected]
 1CCCAes el vector cero de Rm (o Cn según sea el caso).Es conveniente de�nir el conjunto solución de este sistema como
 S = fX 2 Fn j AX = 0g
 donde Fn quiere decir Rn o Cn según sea el caso.
 Teorema 85 S es un subespacio de Fn
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 Demostración. a) claramente S � Fn
 b) S 6= � pues A0 = 0 (aquí el 0 en la izquierda es el cero de Fn, en tantoque el cero en la derecha es el cero de Fm) y 0 2 S.
 c) si x,y 2 S entonces Ax = 0 y Ay = 0, por lo que A(x+ y) = Ax+ Ay =0 + 0 = 0 y x+ y 2 S.
 d) si x 2 S y � 2 F entonces A(�x) = �A(x) = �0 = 0 de modo que �x 2 S.La conclusión se desprende del teorema 9.
 12.5. combinaciones lineales
 En todo lo que sigue sea V un espacio vectorial.Sea � = fv1; v2; :::vng � V un conjunto de n vectores en V . Una combinación
 lineal de los vectores en � es una expresión de la forma
 c1v1 + c2v2 + :::cnvn
 donde c1, c2 ...cn son números.
 Ejemplo 86 ¿es x = (9; 2; 7) combinación lineal de u = (1; 2;�1) y v =(6; 4; 2)?Lo que hay que preguntarse es si existen escalares � y � tales que x = �u+ �v.Si existieran
 (9; 2; 7) = �(1; 2;�1) + �(6; 4; 2) = (�+ 6�; 2�+ 4�;��+ 2�)por lo que tenemos el sistema lineal inhomogéneo
 �+ 6� = 9
 2�+ 4� = 2
 ��+ 2� = 7cuya matriz aumentada es0@ 1 6 9
 2 4 2�1 2 7
 1A �
 0@ 1 6 90 �8 �160 8 16
 1A�
 0@ 1 6 90 1 20 1 2
 1A �
 0@ 1 6 90 1 20 0 0
 1A�
 0@ 1 0 �30 1 20 0 0
 1Aindicando que
 � = �3� = 2
 y x es, en efecto, combinación lineal de u y v.
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 Ejemplo 87 ¿es x = (9; 3; 7) combinación lineal de u = (1; 2;�1) y v =(6; 4; 2)?Lo que hay que preguntarse es si existen escalares � y � tales que x = �u+ �v.Si existieran
 (9; 3; 7) = �(1; 2;�1) + �(6; 4; 2) = (�+ 6�; 2�+ 4�;��+ 2�)
 por lo que tenemos el sistema lineal inhomogéneo
 �+ 6� = 9
 2�+ 4� = 3
 ��+ 2� = 7
 cuya matriz aumentada es0@ 1 6 92 4 3�1 2 7
 1A �
 0@ 1 6 90 �8 �150 8 16
 1A�
 0@ 1 6 90 8 150 1 2
 1A�
 0@ 1 0 �30 0 �10 1 2
 1A�
 0@ 1 0 �30 0 10 1 2
 1A�
 0@ 1 0 00 0 10 1 0
 1A�
 0@ 1 0 00 1 00 0 1
 1Aque no tiene soluciones. Luego x no es combinación lineal de u y v.
 12.5.1. Des-sumando y des-multiplicando
 Hay un �truco�que usaremos fecuentemente y que consiste en tomar vectoresde Rn o de Cn y descomponerlos combinaciones lineales. Un ejemplo vale unmillón de palabras:Considere el vector (2x + 3y;�x + 8y), usando las regla para la suma y
 producto por escalares vemos que
 (2x+ 3y;�x+ 8y) = (2x;�x) + (3y; 8y)= x(1;�1) + y(3; 8)
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 en el primer renglón hemos descompuesto la expresión en dos sumandos, unoque sólo incluye la variable x y otro que sólo incluye la variable y; a continuaciónhemos factorizado los escalares x y y.
 12.6. generadores
 Teorema 88 Sea V un espacio vectorial y � = fv1; v2; :::vng � V . El conjuntoGen(�) = Gen(v1; v2; :::vn) de todas las combinaciones lineales de elementos en� y de�nido por
 Gen(�) = fc1v1 + c2v2 + :::cnvn j ci 2 F 8i = 1; 2:::ng
 es un subespacio de V .
 Demostración. a) Gen(�) claramente es un subconjunto de V .b) 0 = 0v1 + 0v2 + ::;0vn , de modo que 0 2 Gen(�) y Gen(�) 6= �c) Si x; y 2 Gen(�) entonces x = c1v1 + c2v2 + :::cnv y y = d1v1 + d2v2 +
 :::dnvn donde los ci y los di son números. Entonces x+ y = (c1 + d1)v1 + (c2 +d2)v2 + :::(cn + dn)vn y x+ y 2 Gen(�)
 d) Si x 2 Gen(�) entonces x = c1v1+c2v2+:::cnvn donde los ci son números.Entonces para � 2 F
 �x = (�c1)v1 + (�c2)v2 + :::(�cn)vn y �x 2 Gen(�).La conclusión se sigue del teorema 9.Algunos autores escriben en vez de Gen(v1; v2; :::vn) L(v1; v2; :::vn) o incluso
 h(v1; v2; :::vn)i.Decimos que estos vectores generan un subespacio Gen(�) de V , o que los
 vectores son un conjunto generador para Gen(�). En general, decimos que �genera W si W = Gen(�): En otras palabras, un conjunto � es un generador deun espacio W si cada vector de W es una combinación lineal de vectores en �.Por los ejemplos anteriores, podemos ver que u = (1; 2;�1) y v = (6; 4; 2)
 no generan R3 pues hay vectores que no son combinaciones lineales de u y v.En general, un conjunto generador para Rn o Cn está dado por
 f(1; 0; 0::;0); (0; 1; 0; ::;0); :::(0; 0; 0::;1)g
 un conjunto generador para Pn está dado por
 f1; x; x2:::xng
 en tanto que un conjunto generador para M(m;n) y M�(m;n) es8>>><>>>:0BBB@1 0 ::: 00 0 ::: 0
 ...0 0 ::: 0
 1CCCA ;
 0BBB@0 1 ::: 00 0 ::: 0
 ...0 0 ::: 0
 1CCCA ; :::;
 0BBB@0 0 ::: 00 0 ::: 0
 ...0 0 ::: 1
 1CCCA9>>>=>>>;
 Todo espacio tiene un número in�nito de posibles generadores.Más adelante mostraremos cómo obtener generadores de conjuntos solución
 de sistemas lineales homogéneos.
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 Ejemplo 89 R3 contiene los vectores (1; 0; 0) y (0; 1; 0) y S = Gen((1; 0; 0); (0; 1; 0))es un subespacio de R3. pero S no coincide con R3 pues f(1; 0; 0); (0; 1; 0)g nogenera R3 (por ejemplo (0; 0; 1) no está en S).
 En álgebra lineal se consideran dos clases importantes de problemas relativosa generadores:
 Dado un conjunto fv1; v2; :::vng determinar el espacio generadoGen(v1; v2; :::vn).
 Dado un espacio, determinar un generador.
 12.6.1. cómo encontrar un generador para el conjunto solu-ción de un sistema lineal homogéneo.
 Veamos primero, mediante un ejemplo, la estrategia básica.Considere el sistema
 3x+ 5y � 4z = 0�3x� 2y + 4z = 06x+ y � 8z = 0
 La matriz de coe�cientes es24 3 5 �4�3 �2 46 1 �8
 35cuya forma escalonada reducida por renglones es:24 1 0 � 4
 30 1 00 0 0
 35por lo que un sistema equivalente (en el sentido de tener exactamente las mismassoluciones) es
 x� 43z = 0
 y = 0
 En la matriz reducida debemos identi�car las columnas pivote, es decir lascolumnas con un uno delantero (o principal). Éstas sosn la primera y la segundacolumna. Las variables correspondientes (x y y) se llaman variables ligadas y lasrestantes (z en este caso) se llaman variables libres . La parte crucial consisteen tomar el vector genérico de R3 (pues el conjunto solución es un subespaciode R3 ) y reexpresarlo en términos de las variables libres usando las ecuacionesanteriores de modo que
 (x; y; z) = (4
 3z; 0; z) = z(
 4
 3; 0; 1)
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 Factorizando los escalares, obtenemos las combinaciones lineales que dan todaslas soluciones, de ellas podemos inferir el generador (los vectores cuyas combi-naciones lineales dan las soluciones).Por ello un generador para el espacio solución del sistema propuesto es
 f(43; 0; 1)g
 En el caso general lo que hay que hacer es:
 del sistema S inferimos la matriz de coe�cientes M
 calculamos la forma escalonada reducida por renglones N de la matriz M
 de N inferimos el sistema de ecuaciones S0 que es equivalente a S.
 de N inferimos cuáles son las variables ligadas (las que corresponden acolunmas conteniendo los unos principales, delanteros o pivotes).
 de N inferimos cuáles son las variables libres (las que no son ligadas).
 tomamos el vector genérico v = (x1; x2:::xn) de Fn (n es el número deincógnitas)
 reexpresamos v usando las ecuaciones de S0 poniendo las variables ligadasen términos de las libres.
 reescribimos v factorizando los escalares de manera que se vea que lassoluciones son combinaciones lineales de ciertos vectores de Fn.
 estos vectores constituyen un generador.
 12.7. Independencia lineal y dependencia lineal
 Considere un espacio vectorial V , un conjunto � = fv1; v2; :::vng � V y laecuación lineal
 x1v1 + x2v2 + :::xnvn = 0
 donde los números x1; x2::xn son incógnitas cuyos valores deseamos determinar.En otras palabras, deseamos ver cuáles combinaciones lineales de vectores en �dan el vector cero.Obviamente, si x1 = x2 = :::xn = 0 la combinación lineal correspondiente
 da 0 (se dice que la combinación lineal es trivial). Pero nos preguntamos si haysoluciones en las que no todos los coe�cientes sean cero.
 De�nición 90 Dado un espacio vectorial V y un conjunto � = fv1; v2; :::vng �V decimos que � es linealmente independiente (o que los vectores en � sonlinealmente independientes) si
 x1v1 + x2v2 + :::xnvn = 0) x1 = x2 = :::xn = 0
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 Por otro lado, decimos que � es linealmente dependiente (o que los vectoresen � son linealmente dependientes) si hay números x1; x2::xn , no todos cero, ytales que
 x1v1 + x2v2 + :::xnvn = 0
 Ejercicio 91 Demuestre que cualquier conjunto que contenga al vector cero 0es linealmente dependiente. Sea el conjunto fv1; v2; :::vn; 0g, entonces
 0v1 + 0v2 + ::;0vn + 1�!0 =
 �!0
 y tenemos una combinación lineal de los vectores que da cero y no todos loscoe�cientes son cero (el coe�ciente de
 �!0 es uno)
 Teorema 92 Sea V un espacio vectorial, S = fv1; v2; :::vng un subconjuntode V que es linealmente independiente y T un subconjunto de S. Entonces Ttambién es independiente.
 Demostración. Suponga (renumerando los vectores si es necesario) que T =fv1; v2; :::vkg con k � n, es dependiente, entonces existen x1; x2::xk , no todoscero, y tales que x1v1 + x2v2 + :::xkvk = 0 pero esto implica que x1v1 + x2v2 +:::xkvk+0vk+1+:;0vn = 0 y tenemos una combinación lineal de fv1; v2; :::vng queda cero y no todos los coe�cientes son cero, lo cual contradice la independenciade S.
 Corolario 93 Sea V un espacio vectorial, S = fv1; v2; :::vng un subconjuntode V y T un subconjunto de S linealmente dependiente. Entonces S también esdependiente.
 Pero no es cierto que un subconjunto de un conjunto linealmente dependientesea necesariamente dependiente ni que si S tiene un subconjunto independienteS tenga que ser independiente.En resumidas cuentas
 S independiente ) T independiente
 T dependiente) S dependiente
 y note por favor que las proposiciones son contrapositivas la una de la otra.En general la proposición P ) Q es lógicamente equivalente a � Q )� P .La aseveración falsa �S dependiente) T dependiente� es la conversa de �Tdependiente) S dependiente� y la contrapositiva de �T independiente) Sindependiente�.Si se nos dice que fa; bg es dependiente, entonces xa+ yb = 0 para números
 x y y no ambos cero. Suponga que x 6= 0, entonces a = (�yx )b y los vectores soncolineales (o paralelos).Si se nos dice que fa; b; cg es dependiente, entonces xa + yb + zc = 0 para
 números x , y y z no todos cero. Suponga que x 6= 0, entonces a = (�yx )b+(�zx )c
 y los vectores son coplanares.
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 Teorema 94 Sea V un espacio vectorial y S = fv1; v2; :::vng un subconjuntode V . Si vn es combinación lineal de fv1; v2; :::vn�1g entonces S es linealmentedependiente.
 Demostración. Existen, por hipótesis, números x1; x2::xn�1 tales que vn =x1v1 + x2v2 + :::xn�1vn�1 de modo que x1v1 + x2v2 + :::xn�1vn�1 + 1vn = 0con lo que tenemos una combinación lineal de vectores de fv1; v2; :::vng que noes trivial y da cero. Por ello S es dependiente.Y hay un converso,
 Teorema 95 Sea V un espacio vectorial y S = fv1; v2; :::vng un subconjuntode V . Si S es linealmente dependiente, entonces uno de los vectores de S escombinación lineal de los restantes.
 Demostración. Si S es linealmente dependiente entonces hay números no todoscero y tales que x1v1+x2v2+ :::xn�1vn�1+xnvn = 0. Suponga que x1 6= 0 (y lomismo vale si es otro el que no es cero) entonces v1 = (�1x1 )(x2v2+ :::xn�1vn�1+xnvn) demostrando el teorema.
 12.7.1. ¿Cómo determinar la dependencia o independen-cia?
 Si le dan a Usted un espacio vectorial V y un conjunto � = fv1; v2; :::vng � Vy le preguntan si � es linealmente independiente lo que debe de hacer es plantearla ecuación x1v1+x2v2+:::xnvn = 0 y resolverla (se convertirá eventualmente enun sistema homogéneo de ecuaciones lineales). Si la única solución es la trivial, elconjunto es linealmente independiente. Si hay otras soluciones, � es linealmentedependiente.
 Ejemplo 96 ¿son los vectores de R3 (1; 3; 2), (�1; 2; 5) y (0; 1; 4) independi-entes o dependientes?.La ecuación a resolver es
 x1(1; 3; 2) + x2(�1; 2; 5) + x3(0; 1; 4) = (0; 0; 0)
 o(x1 � x2; 3x1 + 2x2 + x3; 2x1 + 5x2 + 4x3) = (0; 0; 0)
 que da lugar al sistema lineal homogéneo
 x1 � x2 = 03x1 + 2x2 + x3 = 0
 2x1 + 5x2 + 4x3 = 0
 cuya matriz de coe�cientes es
 A =
 0@ 1 �1 03 2 12 5 4
 1A
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 y al reducir
 A �
 0@ 1 �1 00 5 10 7 4
 1A�
 0@ 1 �1 00 1 1
 50 7 4
 1A�
 0@ 1 0 15
 0 1 15
 0 0 135
 1A�
 0@ 1 0 15
 0 1 15
 0 0 1
 1A�
 0@ 1 0 00 1 00 0 1
 1Apor lo que el sistema original es equivalente al sistema
 x1 = 0
 x2 = 0
 x3 = 0
 cuya solución es la trivial y los vectores son independientes.
 Ejemplo 97 Considere el subconjunto
 � =
 ���1 16�4 13
 �;
 �2 33 4
 �;
 ��1 2�2 1
 ��deM(2; 2) . ¿es � linealmente dependiente o linealmente independiente?.Planteamosla ecuación básica que es la de una combinación lineal de vectores de � que decero:
 x
 ��1 16�4 13
 �+ y
 �2 33 4
 �+ z
 ��1 2�2 1
 �=
 �0 00 0
 �y �
 �x+ 2y � z 16x+ 3y + 2z�4x+ 3y � 2z 13x+ 4y + z
 �=
 �0 00 0
 �de modo que
 �x+ 2y � z = 016x+ 3y + 2z = 0
 �4x+ 3y � 2z = 013x+ 4y + z = 0
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 que es un sistema lineal homogéneo cuya matriz de coe�cientes es
 A =
 0BB@�1 2 �116 3 2�4 3 �213 4 1
 1CCAy al reducir
 A �
 0BB@1 �2 116 3 2�4 3 �213 4 1
 1CCA �
 0BB@1 �2 10 35 �140 �5 20 30 �12
 1CCA
 �
 0BB@1 �2 10 5 �20 �5 20 5 �2
 1CCA �
 0BB@1 �2 10 5 �20 0 00 0 0
 1CCA
 �
 0BB@1 �2 10 1 � 2
 50 0 00 0 0
 1CCA �
 0BB@1 0 1
 50 1 � 2
 50 0 00 0 0
 1CCAy un sistema equivalente al original es
 x+z
 5= 0
 y � 25z = 0
 Las variables �ligadas� de este sistema, que son las variables correspondientesa las columnas con los unos delanteros (unos principales, pivotes), o sea x y y.Las variables libres son las restantes, o z en nuestro caso. A partir de aquí lareceta es: ponga todo en función de las variables libres.Por ello un vector en el conjunto solución del sistema será
 (x; y; z) = (�z5;2
 5z; z) = z(
 �15;2
 5; 1)
 indicando que todos los múltiplos de (�15 ;25 ; 1) dan soluciones. Por ello para
 cualquier z 6= 0 tendremos soluciones no triviales. En conclusión, los vectoresde � son linealmente dependientes.
 Comentario 98 De los ejemplos anteriores se puede ver que, al reducir la ma-triz de coe�cientes, si hay al menos una variable �libre�el sistema tendrá solu-ciones no triviales. Si no hay variables libres y todas son �ligadas� la únicasolución posible al sistema lineal homogéneo será la trivial.
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 12.8. bases y dimensión
 De�nición 99 Sea V un espacio vectorial. Una base � = fv1; v2::vng es unconjunto que: 1) genera V: 2) es linealmente independiente.
 Si V es un espacio vectorial y � es una base, entonces dado v 2 V haynúmeros c1, c2:::cn con la propiedad de que
 v =nXi=1
 civi
 pues � genera a V . Estos números son únicos, pues si tuviéramos que
 v =nXi=1
 divi
 entonces (restando ambas ecuaciones)
 0 =nXi=1
 (ci � di)vi
 lo cual implica que 8ici = di
 pues el conjunto � es linealmente independiente.Tenemos el siguiente teorema básico:
 Teorema 100 Sea V un espacio vectorial sobre el campo F . Sea � = fv1; v2::vnguna base de V . Sea fw1; w2::wmg � V y suponga que m > n . Entonces� = fw1; w2::wmg es linealmente dependiente.
 Demostración. Ofrecemos aquí una prueba sencilla usando algunos hechoselementales sobre sistemas de ecuaciones, una demostración alternativa puedehallarse en el libro de Lang [1]Dado que � es una base, todo elemento de � puede ser expresado como una
 combinación lineal de vectores de �, consecuentemente
 w1 = c11v1 + c12v2 + :::c1nvn
 w2 = c21v1 + c22v2 + :::c2nvn
 ...
 wm = cm1v1 + cm2v2 + :::cmnvn
 y una combinación lineal de los vectores de � que de 0 debe satisfacer
 0 =  1w1 +  2w2 + ::: nwn
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 de modo que
 0 =mXi=1
 iwi =mXi=1
 i
 nXj=1
 cijvj
 =nXj=1
 mXi=1
 cij i
 !vj
 pero como � es linealmente independiente mXi=1
 cij i
 != 0
 que es un conjunto de n ecuaciones con m incógnitas y m > n. Es bien sabidoque un sistema lineal homogéneo en el cual el número de incógnitas excede alde ecuaciones siempre tiene una solución no trivial. Por ello podemos encontrarnúmeros f 1;  2::: mg no todos cero, y tales que una combinación lineal de vec-tores de � con estos números como coe�cientes da cero. Luego � es linealmentedependiente.Este teorema tiene una consecuencia importante:
 Teorema 101 Sea V un espacio vectorial y sean � y � bases de V . Entonces� y � tienen el mismo número de elementos.
 Demostración. Sean � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2::wmg dos bases. Si m >n entonces, por el teorema 101 tenemos que � es linealmente dependiente, con-tradiciendo el que � sea una base. Si n > m entonces, de nuevo, por el teorema101 tenemos que w � es linealmente dependiente, contradiciendo el que � seauna base. Por lo tanto n = m.
 De�nición 102 Sea V un espacio vectorial. Si V tiene una base con un número�nito de elementos, se dice que V es de dimensión �nita. De lo contrario decimosque V es de dimensión in�nita.
 De�nición 103 En vista del hecho de que cualesquiera dos bases en un espaciode dimensión �nita tienen el mismo número de elementos (gracias al teorema101) podemos hacer la siguiente de�nición:
 De�nición 104 Sea V un espacio vectorial de dimensión �nita.El número nde elementos en cualquier base se llama la dimensión del espacio y se denotamediante dim(V ).
 Comentario 105 En lo que sigue se supondrá que todos los espacios vectorialesson de dimensión �nita.
 Ejemplo 106 En Rn el conjunto � = f(1; 0; 0::;0); (0; 1; 0; ::;0); :::(0; 0; :;1))g esuna base, se llama base canónica de Rn. Por ello dim(Rn) = n.
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 Ejemplo 107 En Cn la base � = f(1; 0; 0::;0); (0; 1; 0; ::;0); :::(0; 0; :;1))g es labase canónica. Por ello dim(Cn) = n
 Ejemplo 108 En Pn la base canónica es f1; x; x2:::xng y dim(Pn) = n+ 1.
 Ejemplo 109 En M(m;n) y en M�(m;n) la base canónica está dada por8>>><>>>:0BBB@1 0 ::: 00 0 ::: 0...... :::
 ...0 0 ::: 0
 1CCCA ;
 0BBB@0 1 ::: 00 0 ::: 0...... :::
 ...0 0 ::: 0
 1CCCA ; :::
 0BBB@0 0 ::: 00 0 ::: 0...... :::
 ...0 0 ::: 1
 1CCCA9>>>=>>>;
 y dim(M(m;n)) = dim(M�(m;n)) = m� n
 Ejemplo 110 ¿Es A = f(1; 0)g una base de R2?.Más adelante veremos que dado que el conjunto A tiene un sólo elemento ydim(R2) = 2, A no puede ser una base. Pero analicemos, como ejemplo de loscálculos habituales en este tema, el asunto en detalle. Como (1; 0) 6= (0; 0) elconjunto es linealmente independiente. Pero no genera R2 pues
 (x; y) = �(1; 0)
 implica que
 x = �
 y = 0
 y ningún vector de R2 con y 6= 0 puede ser combinación lineal de vectores en A.Con�rmamos que A no es una base de R2.
 Ejemplo 111 ¿Es A = f(1; 0); (0; 1)g una base de R2?. Claramente A generaR2 pues
 (x; y) = (x; 0) + (0; y) = x(1; 0) + y(0; 1)
 y es independiente pues si
 x(1; 0) + y(0; 1) = (0; 0)
 tendremos que(x; y) = (0; 0)
 y x = 0 y y = 0. A es una base de R2.
 Ejemplo 112 ¿Es A = f(1; 0); (0; 1); (1; 1)g una base de R2?. Más adelanteveremos que dado que dim(R2) = 2, A no puede ser una base. Pero, si pro-cedemos directamente, vemos que A genera R2 pues
 (x; y) = �(1; 0) + �(0; 1) +  (1; 1)
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 implica que(x; y) = (�+  ; � +  )
 y
 x = �+
 y = � +
 cuya matriz aumentada es �1 0 1 x0 1 1 y
 �que ya está en forma escalonada reducida por renglones. Las columnas pivoteson la primera y la segunda, las variables ligadas son, por lo tanto, � y � entanto que hay sólo una variable libre:  . Por ello el sistema tiene soluciones,de hecho un número in�nito de ellas. A genera a R2. Sin embargo A no eslinealmente independiente pues
 (0; 0) = (�+  ; � +  )
 implica
 �+   = 0
 � +   = 0
 que tiene soluciones no triviales (por ejemplo   = �1, � = � = 1. A no es basede R2.
 Hemos visto que para que un conjunto sea una base es preciso que sea ungenerador y que sea linealmente independiente. Sin embargo si conocemos ladimensión del espacio obtenemos criterios más sencillos.
 Teorema 113 Sea V un espacio vectorial con dim(V ) = n: Si � = fv1; v2::vnggenera a V entonces es linealmente independiente y, consecuentemente, es unabase de V .
 Teorema 114 Sea V un espacio vectorial con dim(V ) = n: Si � = fv1; v2::vnges linealmente independiente entonces genera a V y, consecuentemente, es unabase de V .
 Cuando el espacio es V = f0g se dice que es de dimensión cero. No hemostenido oportunidad de demostrar que si U es subespacio de V entonces dim(U) �dim(V ) pero más adelante usaremos este teorema.
 Ejemplo 115 Demuestre que f(1; 2; 1); (2; 9; 0); (3; 3; 4)g es una base de R3.Primero veamos la independencia, suponga que
 x(1; 2; 1) + y(2; 9; 0) + z(3; 3; 4) = (0; 0; 0)
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 por lo que
 x+ 2y + 3z = 0
 2x+ 9y + 3z = 0
 x+ 4z = 0
 cuya matriz de coe�cientes es 0@ 1 2 32 9 31 0 4
 1Aque tiene como forma escalonada reducida por renglones0@ 1 0 0
 0 1 00 0 1
 1Ade modo que un sistema equivalente es
 x = 0
 y = 0
 z = 0
 probando que los vectores son independientes.Como tenemos tres vectores independientes en un espacio de dimensión tres,resulta que forman base. Sin embargo, para ilustrar el punto, veamos que losvectores también generan a R3. Tome cualquier (a; b; c) 2 R3 y preguntémonossi es combinación lineal de (1; 2; 1); (2; 9; 0) y (3; 3; 4)
 x(1; 2; 1) + y(2; 9; 0) + z(3; 3; 4) = (a; b; c)
 por lo que
 x+ 2y + 3z = a
 2x+ 9y + 3z = b
 x+ 4z = c
 de modo que el problema puede ser parafraseado preguntando si este sistemalineal inhomogéneo es consistente para cualquir elección de (a; b; c). Hay variasformas de contestar esto, la primera es notar que
 det
 0@ 1 2 32 9 31 0 4
 1A = �1
 con lo que A =
 0@ 1 2 32 9 31 0 4
 1A es una matriz invertible y el sistema inhomogéneo
 Ax = y tiene siempre solución única. Otra opción es ver que, como la formaescalonada reducida por renglones de A es la identidad, la matriz es invertible.Más adelante veremos mejores métodos.
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 El siguiente ejemplo es más complicado e ilustra la manera de extraer unabase para espacios solución de sistemas lineales homogéneos.
 Ejemplo 116 Determine una base y la dimensión del espacio de soluciones delsistema homogéneo
 2x1 + 2x2 � x3 + x5 = 0�x1 � x2 + 2x3 � 3x4 + x5 = 0
 x1 + x2 � 2x3 � x5 = 0x3 + x4 + x5 = 0
 Para resolverlo escribimos la correspondiente matriz de coe�cientes
 0BB@2 2 �1 0 1�1 �1 2 �3 11 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
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 que puede ser reducida
 �
 0BB@0 0 3 0 3�1 �1 2 �3 11 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
 �
 0BB@0 0 3 0 30 0 0 �3 01 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
 �
 0BB@0 0 0 �3 00 0 0 �3 01 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
 �
 0BB@0 0 0 1 00 0 0 1 01 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
 �
 0BB@0 0 0 0 00 0 0 1 01 1 �2 0 �10 0 1 1 1
 1CCA
 �
 0BB@1 1 �2 0 �10 0 1 1 10 0 0 1 00 0 0 0 0
 1CCA
 �
 0BB@1 1 �2 0 �10 0 1 0 10 0 0 1 00 0 0 0 0
 1CCA
 �
 0BB@1 1 0 0 10 0 1 0 10 0 0 1 00 0 0 0 0
 1CCAy las variables ligadas (las que corresponden a las columnas con unos principales)son x1, x3 y x4 por lo que las variableslibres son x2 y x5. Un sistema equivalenteal original es
 x1 + x2 + x5 = 0
 x3 + x5 = 0
 x4 = 0
 y podemos extraer una base escribiendo el vector genérico de R5 como (x1; x2; x3; x4; x5)
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 y reexpresándolo en términos de las variables libres como
 (x1; x2; x3; x4; x5) = (�x2 � x5; x2;�x5; 0; x5) =x2(�1; 1; 0; 0; 0) + x5(�1; 0;�1; 0; 1)
 de donde vemos que un generador para el espacio solución es
 f(�1; 1; 0; 0; 0); (�1; 0;�1; 0; 1)g
 pero una gracia de la reducción Gaussiana es que este método siempre da vec-tores independientes (decimos esto sin demostración) por lo que es también unabase. La dimensión del conjunto solución es dos.
 Comentario 117 A veces es conveniente pensar en los elementos de una baseen un orden dado. Entonces hablamos de una �base ordenada�. Así pues � =fv; wg y � = fw; vg son la misma base pero diferentes bases ordenadas.
 12.8.1. Algunos resultados adicionales
 Hay algunos resultados importantes pero que, por no aparecer en nuestroprograma, serán simplemente presentados de manera breve:
 Sea V un espacio vectorial con dim(V ) = n. Si � = fv1; v2; :::vmg conm < n es un conjunto linealmente independiente, entonces podemos hallarvectores vm+1; vm+2; :::vn tales que � = fv1; v2; :::vng sea una base de V .Esti a veces se enuncia diciendo que un conjunto linealmente independientepuede �completarse a una base�.
 Si W es un subespacio de V entonces dim(W ) � dim(V ). Aún más,dim(W ) = dim(V ) si y sólo si V =W .
 12.9. coordenadas
 Dado un espacio vectorial V equipado con una base � = fv1; v2::vng yahemos visto que cualquier vector v 2 V puede escribirse de manera única como
 v =nXi=1
 civi
 Los números c1, c2:::cn se llaman coordenadas de v con respecto a la base �.Claramente estos números cambian si cambiamos de la base � a otra base �. Elvector de Rn (o Cn)
 (v)� = (c1; c2:::cn)
 se llama vector de coordenadas de v con respecto a la base �.
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 La matriz de n� 1 (que puede ser pensada como un vector de Rn o de Cn)dada por
 [v]� =
 [email protected]
 1CCCAse llama matriz de coordenadas de v con respecto a la base �.
 Ejemplo 118 Las coordenadas de un vector (x1; x2:::xn) en Rn o Cn con re-specto a la base canónica es la misma eneada (x1; x2:::xn) , es decir, ((x1; x2:::xn))c= (x1; x2:::xn) donde c denota la base canónica.
 Ejemplo 119 Las coordenadas de un vector P (x) = a0 + a1x+ :::anxn en Pn
 con respecto a la base canónica son (p(x))c = (a0; a1; :::an).
 Ejemplo 120 En V = P4 considere la base A = fv1; v2; v3; v4; v5g dada por
 v1 = 1
 v2 = 1 + x
 v3 = 1 + x+ x2
 v4 = 1 + x+ x2 + x3
 v5 = 1 + x+ x2 + x3 + x4
 Obtener las coordenadas en la base A del vector v = 2 + 3x+ 2x2 + 5x3 � 2x4.Hay que encontrar los escalares c1; c2; c3; c4 y c5 tales que
 v = c1v1 + c2v2 + c3v3 + c4v4 + c5v5
 o sea
 2 + 3x+ 2x2 + 5x3 � 2x4
 = c1(1) + c2(1 + x) + c3(1 + x+ x2) + c4(1 + x
 2 + x3) + c5(1 + x+ x2 + x3 + x4)
 de modo que
 2 + 3x+ 2x2 + 5x3 � 2x4
 = (c1 + c2 + c3 + c4 + c5)(1)+
 (c2 + c3 + c4 + c5)(x)+
 (c3 + c4 + c5)(x2)+
 (c4 + c5)(x3)+
 c5x4
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 o sea
 c1 + c2 + c3 + c4 + c5 = 2
 c2 + c3 + c4 + c5 = 3
 c3 + c4 + c5 = 2
 c4 + c5 = 5
 c5 = �2
 cuya matriz aumentada es0BBBB@1 1 1 1 1 20 1 1 1 1 30 0 1 1 1 20 0 0 1 1 50 0 0 0 1 �2
 1CCCCAque se reduce como
 �
 0BBBB@1 0 0 0 0 �10 1 1 1 1 30 0 1 1 1 20 0 0 1 1 50 0 0 0 1 �2
 1CCCCA
 �
 0BBBB@1 0 0 0 0 �10 1 0 0 0 10 0 1 1 1 20 0 0 1 1 50 0 0 0 1 �2
 1CCCCA
 �
 0BBBB@1 0 0 0 0 �10 1 0 0 0 10 0 1 0 0 �30 0 0 1 1 50 0 0 0 1 �2
 1CCCCA
 �
 0BBBB@1 0 0 0 0 �10 1 0 0 0 10 0 1 0 0 �30 0 0 1 0 70 0 0 0 1 �2
 1CCCCAy el sistema equivalente es
 x1 = �1x2 = 1
 x3 = �3x4 = 7
 x5 = �2
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 Note que el sistema también podría haberse resuelto por sustitución regresiva,pero nosotros seguimos la política de usar Gauss-Jordan.
 12.10. cambio de base y matriz de transición
 En esta sección consideramos el siguiente escenario: Sea V un espacio vec-torial con dim(V ) = n, sean � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2::wng dos bases deV . Sean v 2 V y
 [v]� =
 [email protected]
 1CCCA
 [v]� =
 [email protected]
 1CCCAlas matrices de coordenadas v con respecto a las bases � y � respectivamente.Queremos ver cuál es la conexión entre [v]� y [v]� , esto es, queremos ver cuáles la relación que hay entre las coordenadas de un vector dado con respecto ados bases diferentes.Dado que � es una base, dados vi (con i = 1:::n) deben existir números Pji
 tales que
 vi =
 nXj=1
 Pjiwj
 en otras palabras, Pji es la j�ésima coordenada en la base � del i�ésimo vectorde la base �. Entonces, puesto que
 v =nXi=1
 civi
 tenemos que
 v =nXi=1
 ci
 0@ nXj=1
 Pjiwj
 1A =nXj=1
 nXi=1
 Pjici
 !wj
 pero como
 v =nXj=1
 djwj
 resulta que, por la unicidad de las coordenadas, que
 dj =nXi=1
 Pjici
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 La matriz P con elementos [P ]ji = Pji se llama matriz de transición de labase � a la base � y se denota como M�
 � , las ecuaciones anteriores claramenteimplican que
 [v]� =M�� [v]�
 y M�� es una matriz tal que da las coordenadas con respecto a � mediante
 una sencilla multiplicación de M�� por las coordenadas con respecto a �. Es
 de importancia práctica el notar que M�� es la matriz cuya j�ésima columna
 contiene las coordenadas en la base � del j�ésimo vector de la base �.Igualmente, si queremos pasar de la base � a la base � tendremos que
 [v]� =M�� [v]�
 de modo que, combinando las últimas ecuaciones,
 [v]� =M�� [v]�
 =M��M
 �� [v]�
 y como ésto vale para cualquier [v]� tendremos que
 M��M
 �� = In�n
 donde In�n es la identidad de n� n.Esto implica que las matrices de transcición son no-singulares y que
 M�� =
 �M��
 ��112.10.1. Encontrando la matriz de transición.
 Considere el ejemplo:En R3 tenemos las bases
 � = f(1; 1; 1); (0; 1; 1); (0; 0; 1)g� = f(1; 0; 1); (1; 2; 1); (1; 2; 2)g
 Calcular la matriz M�� de transición de la base � a la base � .
 La solución �o�cial�se obtiene hallando las coordenadas de los vectores dela base � en términos de la base �. Por ello
 (1; 0; 1) = m11(1; 1; 1) +m21(0; 1; 1) +m31(0; 0; 1)
 (1; 2; 1) = m12(1; 1; 1) +m22(0; 1; 1) +m32(0; 0; 1)
 (1; 2; 2) = m13(1; 1; 1) +m23(0; 1; 1) +m33(0; 0; 1)
 con lo que
 m11 = 1
 m11 +m21 = 0
 m11 +m21 +m31 = 1
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 y
 m11 = 1
 m21 = �1m31 = 1
 Similarmente
 m12 = 1
 m12 +m22 = 2
 m12 +m22 +m32 = 1
 con lo que
 m12 = 1
 m22 = 1
 m32 = �1
 y �nalmente
 m13 = 1
 m13 +m23 = 2
 m13 +m23 +m33 = 2
 por lo que
 m13 = 1
 m23 = 1
 m33 = 0
 y
 M�� =
 24 1 1 1�1 1 11 �1 0
 35Ahora vamos a ver cómo resolver el problema de manera económica:
 Formamos matrices A y B que tienen en sus columnas las coordenadas(respecto a la base canónica de Rn o Cn según sea el caso) de los vectoresde las bases � y � respectivamente.
 Forme una nueva matriz D que se obtiene yuxtaponiendo A y B
 D = [A;B]
 y hagamos reducción Gaussiana (forma escalonada reducida por renglones)
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 Hagámoslo:
 A =
 24 1 0 01 1 01 1 1
 35B =
 24 1 1 10 2 21 1 2
 35C =
 24 1 0 0 1 1 11 1 0 0 2 21 1 1 1 1 2
 35y haciendo la reducción
 D =
 24 1 0 0 1 1 10 1 0 �1 1 10 0 1 1 �1 0
 35La matriz buscada es simplemente el bloque derecho
 M�� =
 24 1 1 1�1 1 11 �1 0
 35Lo presenté con un ejemplo pero funciona siempre en espacios Rn o Cn, que
 son todos los espacios de dimensión �nita, en vista del principio del isomor�smo(que es el tema que sigue).
 12.11. Isomor�smos y el principio del isomor�s-mo
 Recuerde de su curso de álgebra que si A y B son conjuntos y
 f : A! B
 es un mapeo entre A y B, A se llama dominio de f y B es el codominio de f .Decimos que f es inyectiva si 8x; y 2 A
 f(x) = f(y)) x = y
 o, lo que es lo mismox 6= y ) f(x) 6= f(y)
 y decimos que f es suprayectiva si 8y 2 B 9x 2 A tal que f(x) = y.
 De�nición 121 Un mapeo f : A ! B es una biyección (o es una funciónbiyectiva) si y sólo si es inyectiva y suprayectiva.
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 La importancia de las biyecciones reside en el hecho elemental de que unmapeo tiene un mapeo inverso si y sólo si es una biyección.Se dice que dos espacios vectoriales son isomór�cos (o isomorfos) cuando
 son básicamente el mismo espacio en lo que a estructura algebraica se re�ere.Esto ocurre cuando están relacionados por una biyección que también preservala estructura algebraica; más rigurosamente, tenemos la de�nición:
 De�nición 122 Decimos que dos espacios V yW son isomór�cos (y escribimosV � W ) si hay un mapeo � : V ! W tal que: 1) � es una biyección, 2) paracualesquiera u, v en V tenemos que �(u+ v) = �(u) + �(v) y 3) para cualquiernúmero � y cualquier vector u tenemos que �(�u) = ��(u). En este caso elmapeo � se llama �isomor�smo entre V y W�.
 Teorema 123 La relación de isomor�smo � entre espacios es una relación deequivalencia.
 Demostración. a) V � V puesto que � : V ! V y con regla de correspondencia�(x) = x 8x (el mapeo identidad) claramente satisface las condiciones para serun isomor�smo.
 b) Si V � W entonces hay un isomor�smo � : V ! W y el mapeo ��1 :W ! V es también un isomor�smo (la demostración es mejor posponerla hastaque veamos que la inversa de una función que cumple las propiedades 2 y 3también las cumple).
 c) Si U � V y V � W entonces hay isomor�smos � : U ! V y : V ! Wy el mapeo compuesto � � : U !W es también un isomor�smo (tambiénestose verá más adelante). Consecuentemente U �W .
 Teorema 124 Si V es un espacio vectorial n dimensional con una base � en-tonces el mapeo � : V ! Rn (o � : V ! Cn si V es complejo) y dado por
 �(v) = [v]�
 es un isomor�smo, se llama isomor�smo de coordenadas.
 Demostración. a) Sea � = fv1; v2::vng, entonces para cualesquiera v, w 2 Vtenemos que
 v =nXi=1
 civi
 w =
 nXi=1
 divi
 entonces
 v + w =nXi=1
 (ci + di) vi
 lo cual quiere decir que[v + w]� = [v]� + [w]�
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 b) si   es un número y v =Pn
 i=1 civi entonces
 v =nXi=1
 ( ci) vi
 lo cual quiere decir que[ v]� =   [v]�
 c) El mapeo es inyectivo puesto que [v]� = [w]� implica que
 v =nXi=1
 civi = w
 d) el mapeo es suprayectivo, puesto que dado
 [email protected]
 1CCCA hay un vector v 2 V
 tal que [v]� =
 [email protected]
 1CCCA, a saber, v =Pni=1 civi.
 Corolario 125 Cualesquiera dos espacios V y W de la misma dimensión �nitason isomór�cos.
 Demostración. Sea n = dim(V ) = dim(W ) y sea F Rn o Cn dependiendo desi el espacio es real o complejo. Entonces V � F y W � F , pero como � es unarelación de equivalencia, por la simetría, V � F y F �W y por la transitividadV �W .Dos espacios isomór�cos son �el mismo espacio�en lo que a estructura alge-
 braica se re�ere. Por esta razón, cuando resolvemos cualquier problema en unespacio dado, podemos, si queremos, mapear el espacio a otro espacio isomór�-co, resolver el problema en el nuevo espacio y regresar al espacio original con larespuesta. Esta aseveración pragmática se conoce como �principio del isomor-�smo�.Debe enfatizarse que dos espacios isomór�cos son lo mismo sólo en lo que
 a estructura algebraica ( de espacio vectorial) se re�ere. Por ejemplo, P2 y R3son isomorfos pero en P2 podemos diferenciar e integrar los vectores en tantoque en R3 no (excepto en un sentido trivial). Son similares sólo como espaciosvectoriales, por ejemplo en M(2; 2) podemos multiplicar los vectores y obtenerun anillo, pero en R4 (que es isomorfo aM(2; 2)) normalmente nos restringimosa la estructura de espacio vectorial.Es también interesante notar que un isomor�smo mapea combinaciones lin-
 eales en combinaciones lineales (y con los mismos coe�cientes), vectores lin-ealmnete independientes en vectores linealmente independientes y vectores lin-ealmente dependientes en vectores linealmente dependientes.
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 Figura 12.1: Ilustración del cambio de base.
 12.11.1. cambio de base de nuevo
 Como ya hemos visto, al elegir una base para V (digamos, la base B), au-tomáticamente tenemos un isomor�smo (de coordenadas) �B : V ! Fn (aquíF representa al campo sobre el cual tenemos el espacio V ). Similarmente, paraotra base C tendremos un isomor�smo �C : V ! Fn. El mapeo compuesto�C � ��1B : Fn ! Fn es también un isomor�smo entre Fn y él mismo. Lasituación se representa de manera esquemática en el diagrama siguiente:Más adelante veremos cuál es el parentesco entre �C � ��1B y la matríz de
 transición.
 12.12. Espacios renglón y columna
 Considere una matriz real o compleja A de m� n donde
 A =
 0BBB@a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 1CCCAEl i�ésimo renglón de A es el vector de Rn o Cn de�nido por
 Ri(A) = (ai1; ai2; :::ain)
 en tanto que la j�ésima columna de A es el vector de Rm o Cm de�nido por
 Cj(A) =
 0BBB@a1ja2j...
 amj
 1CCCAde modo que A puede ser vista de las siguiente tres manera equivalentes:
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 Como un arreglo rectangular de m� n números.
 Como una colección de m vectores en Rn o Cn.
 Como una colección de n vectores en Rm o Cm.
 En adición introducimos la siguiente de�nición:
 De�nición 126 El espacio renglón de la matriz real o compleja A de m � n(Ren(A)) es el subespacio de Rn o Cn generado por los m renglones de A.
 De�nición 127 El espacio columna de la matriz real o compleja A de m � n(Col(A)) es el subespacio de Rm o Cm generado por las n columnas de A.
 Comentario 128 Debe de notarse que Ren(A)(A) = Col(AT ) y que Ren(A)(AT ) =Col(A) pues la operación de transposición intercambia renglones y columnas.
 Los conceptos de espacio renglón y espacio columna tienen una estrechaconexión con las operaciones elementales sobre las matrices y los métodos deGauss y Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuaciones lineales. recuerdeque las operaciones elementales sobre una matriz A son de los siguientes tipos:
 intercambiar cualesquiera dos renglones
 multiplicar cualquier renglón (visto como si fuera un vector de Rn o Cn )por cualquier número �.que no sea cero
 agregar a cualquier renglón cualquier múltiplo de otro renglon.
 Tenemos un teorema importante:
 Teorema 129 Las operaciones elementales sobre una matriz A no cambian suespacio renglón Ren(A).
 Demostración. a)Al intercambiar dos renglones tenemos el mismo generador.b) Al multiplicar un vector (digamos que el vj) por � 6= 0 vemos que toda
 combinación lineal v =Pn
 i=1 civi se puede escribir con un término (cj� )(�v)
 c) La dejamos al lector.Sorprendentemente, las dimensiones de los espacios renglón y columna de
 una matriz siempre son iguales:
 Teorema 130 Sea A una matriz cualquiera, real o compleja. La dimensión desu espacio renglón y de su espacio columna son iguales. Este número común sellama rango de la matriz.
 Ejemplo 131 Hallar una base y la dimensión del espacio renglón de
 A =
 0@ 1 3 4 22 1 3 �13 4 7 1
 1A
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 Como
 A �
 0@ 1 3 4 20 �5 �5 �53 4 7 1
 1A�
 0@ 1 3 4 20 �5 �5 �50 �5 �5 �5
 1A�
 0@ 1 3 4 20 1 1 10 1 1 1
 1A�
 0@ 1 3 4 20 1 1 10 0 0 0
 1A�
 0@ 1 0 1 �10 1 1 10 0 0 0
 1Atenemos que el espacio renglón de A también es generado por
 f(1; 0; 1;�1); (0; 1; 1; 1)g
 (el vector cero puede omitirse siempre de una lista de generadores). Además, acausa del esclonamiento los vectores no cero que quedan en la forma escalonadareducida por renglones son independientes, pues
 �(1; 0; 1;�1) + �(0; 1; 1; 1) = (0; 0; 0; 0)
 implica que
 (�; �; �+ �;��+ �) = (0; 0; 0; 0)
 y � = � = 0 con lo que concluimos que los vectores son independientes. Luegola base pedida es f(1; 0; 1;�1); (0; 1; 1; 1)g y el espacio es de dimensión dos.
 Comentario 132 Los vectores renglón no cero de una forma escalonada reduci-da por renglones son, siempre, linealmente independientes gracias al escalamien-to. Lo mismo ocurre con los vectores no cero de cualquier forma escalonada.
 Ejemplo 133 Determine una base para el subespacio V de R5 generado por
 v1 = (1; 2;�1; 4; 3)v2 = (3; 1; 2; 2; 4)
 v3 = (2; 1; 1;�1; 0)v4 = (2;�4; 6;�11;�5)
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 Como V es también el espacio renglón de
 A =
 0BB@1 2 �1 4 33 1 2 2 42 1 1 �1 02 �4 6 �11 �5
 1CCAy
 A �
 0BB@1 2 �1 4 30 �5 5 �10 �50 �3 3 �9 �60 �8 8 �19 �11
 1CCA
 �
 0BB@1 2 �1 4 30 1 �1 2 10 1 �1 3 20 �8 8 �19 �11
 1CCA
 �
 0BB@1 0 1 0 10 1 �1 2 10 0 0 1 10 0 0 �3 �3
 1CCA
 �
 0BB@1 0 1 0 10 1 �1 2 10 0 0 1 10 0 0 1 1
 1CCA
 �
 0BB@1 0 1 0 10 1 �1 2 10 0 0 1 10 0 0 0 0
 1CCA
 �
 0BB@1 0 1 0 10 1 �1 0 �10 0 0 1 10 0 0 0 0
 1CCAde modo que una base de V es
 f(1; 0; 1; 0; 1); (0; 1;�1; 0;�1); (0; 0; 0; 1; 1)g
 y dim(V ) = 3.
 Comentario 134 Por todo lo anterior podemos decir que al ir haciendo la re-ducción de una matriz vamos cambiando de generador (en cada paso intermediolos renglones siguen siendo generadores del mismo espacio renglón). Al �nalacabamos con una base, la base puede tener menos elementos que el conjuntogenerador inicial, esto se re�eja en el hecho de que la forma escalonada tienealgunos renglones que constan exclusivamente de ceros.
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 Comentario 135 Nosotros hemos seguido la política de hacer reducciones aforma escalonada reducida por renglones pero lo anteriormente dicho sobre es-pacios renglón y sus bases también se aplica a las formas escalonadas. Los ren-glones no cero de cualquier forma escalonada (reducida o no) forman una basedel espacio renglón.
 Considere el espacioM2�2(R) de las matrices cuadradas de 2�2 con entradasreales y el subespacio W generado por
 S =
 ��1 23 4
 �;
 �7 4�1 0
 �;
 �4 31 2
 ��proporcione una base para W .
 Solución 136 Seleccionamos una base de M2�2(R), a saber, la base canónica
 � =
 ��1 00 0
 �;
 �0 10 0
 �;
 �0 01 0
 �;
 �0 00 1
 ��Usamos el isomor�smo de coordenadas � :M2�2(R)! R4 de�nido mediante
 �(m) = [m]�
 Bajo el isomor�smo, la imagen de S es
 S0 = f(1; 2; 3; 4); (7; 4;�1; 0); (4; 3; 1; 2)g
 Por ello el espacio generado por S0 es el espacio renglón de la matriz
 M =
 24 1 2 3 47 4 �1 04 3 1 2
 35Usando operaciones elementales reducimos M para obtener24 1 0 � 7
 5 � 85
 0 1 115
 145
 0 0 0 0
 35Por ello el espacio generado por S0 tiene la base
 =
 �(1; 0;
 �75;�85); (0; 1;
 11
 5;14
 5)
 �Usando el isomor�smo inverso resulta que una base de W es��
 1 0�75
 �85
 �;
 �0 1115
 145
 ��
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 12.13. La estructura de los sistemas inhomogé-neos.
 Considere el sistema lineal inhomogéneo
 a11x1 + a12x2 + :::a1nxn = b1
 a21x1 + a22x2 + ::a2nxn = b2
 ...
 am1x1 + am2x2 + ::amnxn = bm
 donde no todos los números bi son cero, y re-escribámoslo usando las matrices
 A =
 0BBB@a11 a12 ::: a1na21 a22 ::: a2n...
 ......
 ...am1 am2 ::: amn
 1CCCA
 X =
 [email protected]
 1CCCA
 b =
 [email protected]
 1CCCAcomo
 AX = b
 El conjunto solución de este sistema es el conjunto
 S = fX 2 Fn j AX = bg
 donde F es Rn o Cn según sea el caso.
 Teorema 137 S no es un subespacio de Fn.
 Demostración. a) claramente S � Fn
 b)es bien sabido que algunos sistemas de ecuaciones lineales inhomogéneosno tienen soluciones (sistemas inconsistentes). Consecuentemente no siempre esel caso que S 6= �.
 c) Sean x; y 2 S, entonces Ax = b y Ay = b de modo que A(x + y) =Ax+Ay = b+ b = 2b y no puede ocurrir que A(x+ y) = b a menos que b = 0,en cuyo caso el sistema era homogéneo. Concluimos que S no es cerrado bajoadición de vectores.
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 d) Sean x 2 S y   un número. Entonces Ax = b por lo que A( x) =  Ax =  by no puede ocurrir que A( x) = b a menos que b =  b, esto es, a menos queb = 0 (en cuyo caso el sistema era homogéneo) o   = 1 . En este último caso Sno es cerrado bajo multiplicación por escalares.
 12.14. Espacios de funciones, Wronskianos
 Considere el conjunto de todas las funciones que tienen como dominio elintervalo cerrado [a; b] � R y codominio R
 F = fg : [a; b]! Rg
 Es posible de�nir una suma en F . Para f; g 2 F de�na (f + g) : [a; b] ! Rpor medio de
 (f + g) (x) = f(x) + g(x)
 para toda x 2 [a; b].También se puede de�nir una multiplicación de números reales por elementos
 de F . Para f 2 F y � 2 R de�na (�f) : [a; b]! R mediante
 (�f)(x) = �(f(x))
 para toda x 2 [a; b].Resulta que, F con estas operaciones, es un espacio vectorial real.
 Teorema 138 F , con las operaciones recién de�nidas, es un espacio vectorialreal.Demostración. 1)por de�nición, si f; g 2 F entonces f + g 2 F2)puesto que (f + g) (x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x) se sigue quef + g = g + f para cualesquiera f; g 2 F .3) dado que (f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x) = f(x) + g(x) + h(x) =(f + g)(x) + h(x) = ((f + g) + h)(x) tenemos que (f + (g + h)) = ((f + g) + h)para cualesquiera f; g; h 2 F .4) de�na 0 : [a; b] ! R mediante 0(x) = 0. Entonces, claramente, f + 0 =0 + f = f para toda f 2 F .5) dada f 2 F de�na (�f) : [a; b] ! R mediante (�f)(x) = �f(x). Entonceses fácil ver que f + (�f) = (�f) + f = 0 para toda f 2 F .6) por de�nición, si f 2 F y � 2 R entonces �f 2 F7) sean �; � 2 R, y f 2 F . Como ((�+�)f)(x) = (�+�)f(x) = �f(x)+�f(x) =(�f + �f)(x) se desprende que (�+ �)f = �f + �f para cualesquiera �; � 2 Ry f 2 F .8)Como
 (�(f + g))(x) = �((f + g)(x))
 = �(f(x) + g(x)) = �f(x) + �g(x)
 = (�f + �g) (x)
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 , se desprende que �(f + g) = �f +�g para toda � 2 R y cualesquiera f; g 2 F .9)Puesto que (�(�f))(x) = �((�f)(x)) = �(�f(x)) = (��)f(x) = ((��)f)(x)tenemos que �(�f) = (��)f para cualesquiera �; � 2 R y f 2 F .10)Como (1f)(x) = 1(f(x)) = f(x) se sigue que 1f = f para toda f 2 F .
 Algunos de los subespacios importantes de F son los subespacios de todaslas funciones de [a; b]! R que son contínuas, diferenciables, integrables, etc.El espacio F no es de dimensión �nita, esto se puede ver considerando la
 secuencia in�nita de funciones linealmente independientes f1; x; x2; ::::g.
 12.14.1. dependencia e independencia lineal de funciones.
 Considere el espacio F o cualquiera de sus subespacios y � = ff1; f2::fng �F .El conjunto � es linealmente dependiente si y sólo si hay números x1; x2::xn, no todos cero, tales que
 x1f1 + x2f2 + :::xnfn = 0
 pero esta ecuación implica que para toda x 2 [a; b]
 x1f1(x) + x2f2(x) + :::xnfn(x) = 0
 dando, de facto, un número in�nito de condiciones sobre los coe�cientes.
 método 1 (por inspección)
 Este método se puede explicar mejor con un ejemplo.
 Ejemplo 139 Determine si el conjunto fcos2(x); sin2(x); 5g es linealmente de-pendiente o linealmente independiente.Como sen2(x)+cos2(x) = 1 tenemos que 5sen2(x)+5 cos2(x) = 5 o 5sen2(x)+5 cos2(x)� 5 = 0 probando que el conjunto es dependiente.
 El método depende de la posibilidad de conocer una relación entre las fun-ciones. Por ello las siguientes relaciones son a menudo útiles:
 sen2(x) + cos2(x) = 1
 sen(x+ y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
 cos(x+ y) = cos(x) cos(y)� sen(x)sen(y)
 sen(2x) = 2sen(x) cos(x)
 cos(2x) = cos2(x)� sen2(x) = 1� 2sen2(x) = 2 cos2(x)� 1
 log(xy) = log(x) + log(y)
 exp(x+ y) = exp(x)� exp(y)
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 etc. Casi cualquier identidad trigonométrica, exponencial o logarítmica puedeser útil.Note que este método puede servirnos para descubrir que el conjunto es
 dependiente pero que no puede ser usado para establecer que el conjunto esindependiente.
 método 2 (escoja valores para las funciones).
 De nuevo, esto se explica mejor con un ejemplo.
 Ejemplo 140 Encuentre si el conjunto fx sen(x); cos(x)g es linealmente de-pendiente o linealmente independiente.Tome una combinación lineal � x sen(x) + � cos(x) = 0 . Como esto debe devaler para cualquier número real x se vale en particular para x = 0 por lo que� = 0 . Entonces � x sen(x) = 0 y tomando esta vez x = �
 2 tenemos que��2 = 0
 y � = 0. Consecuentemente, el conjunto es linealmente independiente.
 Este método consiste en escojer valores arbitrarios (¡pero escogidos inteligen-temente!) para la variable independiente de modo que podamos concluir quetodos los coe�cientes de la combinación lineal son cero. Note que este métodopuede ser usado para descubrir que el conjunto es linealmente independientepero no puede ser usado para demostrar que es linealmente dependiente. Estemétodo, al igual que el precedente, no siempre funciona.Vale la pena ver en algún detalle porqué el método no siempre sirve. Suponga
 que el conjunto esS = ff1(x); f2(x); :::fn(x)g
 y que usamos los valores de x dados por x1; x2:::xm:Si las ecuaciones de dependencia
 f1(x1)c1 + f2(x1)c2 + :::fn(x1)cn = 0
 f1(x2)c1 + f2(x2)c2 + :::fn(x2)cn = 0
 ...
 f1(xm)c1 + f2(xm)c2 + :::fn(xm)cn = 0
 implican que todas las ci son cero, entonces las funciones son independientes.Aunque otra elección de las xj tuviera soluciones no triviales, como las ecua-ciones deben de valer para toda x, la conclusión no varía, son independientes.Pero si con la elección original hay soluciones no triviales, eso no garantiza
 la dependencia pues existe la posibilidad de que otra elección de las xj impliqueque la única solución sea la trivial.Así que jamás use este método para probar dependencia.
 el método del Wronskiano.
 Hay un tercer método de gran importancia en el contexto de las ecuacionesdiferenciales.
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 Suponga que � = ff1; f2::fng � F consiste de funciones que son diferencia-bles al menos n� 1 veces en [a; b]. Entonces, tomando derivadas sucesivamentede la combinación lineal x1f1 + x2f2 + :::xnfn = 0 tendremos
 x1f1 + x2f2 + :::xnfn = 0
 x1df1dx
 + x2df2dx
 + :::xndfndx
 = 0
 x1d2f1dx2
 + x2d2f2dx2
 + :::xnd2fndx2
 = 0
 ...
 x1dn�1f1dxn�1
 + x2dn�1f2dxn�1
 + :::xndn�1fndxn�1
 = 0
 dando un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones en n incógnitas x1; x2:::xn.Pero semejante sistema tiene una solución no trivial si y sólo si el determinantede su matriz de coe�cientes es cero, por ello tenemos que si para alguna x 2 [a; b]
 det
 0BBBBBB@f1 f2 ::: fndf1dx
 df2dx ::: dfn
 dxd2f1dx2
 d2f2dx2 ::: d2fn
 dx2
 ...... :::
 ...dn�1f1dxn�1
 dn�1f2dxn�1 ::: dn�1fn
 dxn�1
 1CCCCCCA 6= 0
 entonces la única solución posible es la trivial y las funciones son linealmenteindependientes. Esto es equivalente a decir que si las funciones son dependientesentonces el determinante es cero para todas las x en el dominio de las funciones.El Wronskiano de las funciones, denotado por W (f1(x); f2(x):::fn(x)) se de-
 �ne como
 W (f1(x); f2(x):::fn(x)) = det
 0BBBBBB@f1 f2 ::: fndf1dx
 df2dx ::: dfn
 dxd2f1dx2
 d2f2dx2 ::: d2fn
 dx2
 ...... :::
 ...dn�1f1dxn�1
 dn�1f2dxn�1 ::: dn�1fn
 dxn�1
 1CCCCCCAy si para alguna x 2 [a; b] W (f1(x); f2(x):::fn(x) 6= 0 entonces las funcionesson linealmente independientes (si las funciones son linealmente dependientesentonces W (f1(x); f2(x):::fn(x) = 0 8x).El converso no es, en general, verdadero. Si W (f1(x); f2(x):::fn(x) = 0 8x
 las ecuaciones ciertamente tienen soluciones no triviales pero éstas podrían serdiferentes para diferentes valores de x como se ilustra en el siguiente ejemplo.
 Ejemplo 141 Considere las funciones f : (�1;1) ! R y g : (�1;1) ! Rde�nidas mediante
 f(x) = x2
 g(x) =j x j x
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 Entonces
 W (f(x); g(x)) = det
 �x2 j x j x2x 2 j x j
 �2 j x j x2 � 2 j x j x2 = 0
 pero si las funciones satis�cieran x1f(x)+x2g(x) = 0, entonces usando nuestrométodo dos con x = �1 y x = 1 tendríamos
 x1 � x2 = 0x1 + x2 = 0
 de modo que x1 = x2 = 0 probando que las funciones f y g son linealmenteindependientes. De hecho f = g en [0;1) y f = �g in (�1; 0] .
 Sin embargo si hay otras restriccciones impuestas sobre f1 y f2 (como la deser soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales), la condición del Wronskianopuede ser tanto necesaria como su�ciente.Como ejemplo sencillo, suponga que para las funciones f y g
 W (f(x); g(x)) = det
 �f(x) g(x)dfdx
 dgdx
 �= f(x)
 dg
 dx� g(x) df
 dx= 0
 y que f(x) 6= 0 para toda x en su dominio, entonces
 d g(x)f(x)
 dx=f(x)dg(x)dx � g(x)df(x)dx
 f(x)2=
 0
 f(x)2= 0
 e integrandog(x)
 f(x)= A
 para alguna constante real A. Entonces 1g(x) � Af(x) = 0 y las funciones sondependientes. En el ejemplo de más arriba f(0) = g(0) = 0 y esta demostraciónno se aplica.
 Comentario 142 Si tenemos una función f : A ! B y C � A entoncespodemos de�nir una función g : C ! B mediante la regla de correspondenciag(x) = f(x) para toda x 2 C. La función g recibe el nombre de restricciónde f al conjunto C y suele denotarse como g = f jC . A veces los libros dicencosas como �las funciones son independientes en (�10; 10) pero dependientesen (0; 10)�, e incluso barbaridades como �independencia o dependencia en unpunto�. Lo correcto podría ser �las funciones f y h son independientes pero susrestricciones f jC y g jCson dependientes�.
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 Ejemplo 143 Considere el conjunto fsen(x); cos(x)g . El Wronskiano será
 w(sen(x); cos(x)) = det
 �sen(x) cos(x)cos(x) �sen(x)
 �= �sen2(x)� cos2(x)= �1 6= 0
 Por lo tanto las funciones son independientes.
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 Transformaciones lineales
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115
 En buena medida el álgebra lineal estudia los espacios vectoriales y las trans-formaciones lineales entre espacios, tema al que nos dedicamos en esta parte.La importancia de las transformaciones lineales radica en que �preservan�
 estructura, en el sentido que más adelante se verá.
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Capítulo 13
 Transformaciones lineales
 Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo campo F . Una transfor-mación de V a W es cualquier función
 T : V !W
 (lo cual también suele escribirse como
 VT
 !W
 )Las transformaciones son, pues, funciones entre espacios vectoriales.Cuando V =W se dice que T es un operador.
 Comentario 144 Algunos sinónimos de �función�:mapeo, aplicación (este úl-timo vocablo es usado por los autores españoles). Toda transformación es unafunción pero no toda función es una transformación.
 Sean V y W espacios vectoriales. Una transformación lineal de V a W esuna transformación T : V !W que satisface las siguientes dos propiedades:
 Para todos v; w en V tenemos que T (v + w) = T (v) + T (w)
 Para todo v en V y todos los � en F tenemos que T (�v) = �T (v)
 Cuando V =W se suele llamar a T �operador lineal en V �.
 Comentario 145 He aquí un ejemplo de transformación que satisface la primeracondición pero no la segunda:
 T : C! CT (z) = �z
 pues
 T (a+ b) = (a+ b) = a+ b = T (a) + T (b)
 T (�b) = �b = � b = �T (b) 6= �T (b)
 117

Page 130
                        

118 CAPÍTULO 13. TRANSFORMACIONES LINEALES
 Comentario 146 Un ejemplo de transformación que cumple la segunda condi-ción mas no la primera sería:
 T : R2 ! R2
 T (x; y) =
 �(x; y) si x = 0 o y = 0
 (0; 0) en los restantes casos
 Comentario 147 Un isomor�smo es una transformación lineal biyectiva.
 Comentario 148 Se dice que las transformaciones lineales �preservan estruc-tura�porque mapean una suma en otra suma y un producto por números en otroproducto por números.
 Comentario 149 Ya hemos mencionado que en matemáticas cuando uno es-tudia estructuras algebraicas considera luego las subestructuras. También ocurreque uno indaga los mapeos que preservan estructura, a ellos se les llama, engeneral, mor�smos. Si el mor�smo tiene el mismo dominio y codominio puedeser llamado operador lineal o endomor�smo.
 Comentario 150 Un endomor�smo que también es isomor�smo se llama au-tomor�smo.
 13.0.2. algunas propiedades de las transformaciones lin-eales.
 Teorema 151 Sean V y W espacios vectoriales y T : V !W una transforma-ción lineal. Entonces:
 T (0̂) = 0̂ (aquí 0̂ es el vector cero para distinguirlo del escalar cero)
 T (�a) = �T (a)
 T (a� b) = T (a)� T (b)
 T (Pn
 i=1 civi) =Pn
 i=1 ciT (vi) donde los ci 2 F y vi 2 V (i = 1; 2:::n)
 Pruebas:
 T (0̂) = T (00̂) = 0T (0̂) = 0̂
 T (�a) = T ((�1)a) = (�1)T (a) = �T (a)
 T (a� b) = T (a+ (�1)b) = T (a) + T ((�1)b) = T (a) + (�1)T (b) = T (a)�T (b)
 (demostración por inducción) si n = 1 el teorema es cierto pues, en estecaso T (
 P1i=1 civi) = T (c1v1) = c1T (v1) =
 P1i=1 ciT (vi).
 Suponga ahora que el teorema es cierto para n = k, entonces T (Pk+1
 i=1 civi) =
 T (Pk
 i=1 civi+ ck+1vk+1) = T (Pk
 i=1 civi)+T (ck+1vk+1) =Pk
 i=1 ciT (vi)+ck+1T (vk+1)
 =Pk+1
 i=1 ciT (vi) completando el paso inductivo.
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 13.1. algunas transformaciones importantes
 La identidad IV : V ! V en V se de�ne como
 IV v = v 8v 2 V
 y la transformación cero 0̂ : V !W se de�ne mediante
 0̂v = 0 8v 2 V
 Como
 IV (a+ b) = a+ b = IV (a) + IV (b)
 IV (�a) = �a = �(IV (a))
 y
 0̂(a+ b) = 0 = 0̂a+ 0̂b
 0̂(�a) = 0 = �0 = �0̂(a)
 tenemos que tanto 0̂ como IV son transformaciones lineales.Hay otro tipo de transformaciones cuya importancia será evidente más tarde.
 Considere los espacios Rn y Rm (o Cn y Cm ) y una matriz real (o compleja)de m� n. De�namos la transformación
 T : Rn ! Rm
 (o T : Cn ! Cm según el caso) mediante
 T (x) = Ax
 en donde el elemento x 2 Rn se visualiza como un vector columna, es decir,como matriz de n � 1 de modo que Ax es el producto de dos matrices, una dem � n y otra de n � 1 dando por rersultado una matriz de m � 1 (o sea, unvector de Rm). Esta transformación, llamada �matriz por vector�, es lineal puespor las propiedades de la multiplicación matricial tenemos que
 T (x+ y) = A(x+ y) = Ax+Ay = T (x) + T (y)
 T (�x) = A(�x) = �Ax = �T (x)
 13.1.1. ejemplos de transformaciones lineales.
 Ejemplo 152 Considere T : R3 ! R2 de�nida mediante
 T (x; y; z) = (2x+ 3y + 4z; x+ 2y + z)
 ¿es T una transformación lineal?a) Considere a = (x; y; z) y b = (x0; y0; z0). Entonces a+b = (x+x0; y+y0; z+z0)
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 y
 T (a) = (2x+ 3y + 4z; x+ 2y + z)
 T (b) = (2x0 + 3y0 + 4z0; x0 + 2y0 + z0)
 T (a) + T (b)
 = (2x+ 3y + 4z + 2x0 + 3y0 + 4z0; x+ 2y + z + x0 + 2y0 + z0)
 T (a+ b)
 = (2(x+ x0) + 3(y + y0) + 4(z + z0); (x+ x0) + 2(y + y0) + (z + z0))
 = (2x+ 3y + 4z + 2x0 + 3y0 + 4z0; x+ 2y + z + x0 + 2y0 + z0)
 con lo que T (a+ b) = T (a) + T (b)b)Sea � 2 R: Entonces si a = (x; y; z) tendremos que �a = (�x; �y; �z) y
 T (�a) = (2�x+ 3�y + 4�z; �x+ 2�y + �z)
 = �((2x+ 3y + 4z; x+ 2y + z))
 = �T (a)
 con lo que T (�a) = �T (a) y la transformación es lineal.
 Ejemplo 153 Del ejemplo anterior, si T : R3 ! R2 está dada por T (x; y; z) =(2x+ 3y � 4z; x+ 2y + z) podemos decir que, como
 �2 3 41 2 1
 �0@ xyz
 1A =
 �2x+ 3y + 4zx+ 2y + z
 �
 la transformación lineal T es de la forma Ax con A =�2 3 41 2 1
 �.
 Comentario 154 Espero que el lector no se sienta confundido por el hecho deque en algún momento un vector v de (digamos) R3 se escriba como v = (x; y; z)
 o como v =
 0@ xyz
 1A o incluso v = (x y z). Lo que de�ne al vector de R3 es
 el tener exactamente tres componentes y ser éstas números del campo F . Lossignos de agrupación, los separadores o la disposición de los elementos (vertical,horizontal etc.) son matemáticamente irrelevantes pero, según el contexto, unanotación puede ser más conveniente que otra.
 Ejemplo 155 En Pn considere la transformación T : Pn ! Pn de�nida medi-ante
 T (P (x)) =dP (x)
 dx
 Comoa) T (P (x) +Q(x)) = d(P (x)+Q(x))
 dx = dP (x)dx + dQ(x)
 dx = T (P (x)) + T (Q(x)) y
 b) T (�P (x)) = d�P (x)dx = � dP (x)dx = �T (P (x)) tenemos que T es lineal. Hemos
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 usado varias propiedades comunes de la derivada, tales como el hecho de que laderivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas y que la derivadadel producto de un número por una función es el número por la derivada de lafunción.
 Ejercicio 156 Considere T : Pn ! R de�nida mediante
 T (P (x)) =
 Z 1
 0
 P (x)dx
 ¿es T lineal?
 Ya hemos visto que una transformación lineal mapea una combinación linealen otra.
 Teorema 157 Sean V y W espacios vectoriales y T : V !W una transforma-ción lineal. Sea fv1; v2:::vng � V un conjunto linealmente dependiente. EntoncesfT (v1); T (v2):::T (vn)g también es linealmente dependiente.
 Demostración. Como fv1; v2:::vng es linealmente dependiente, existen números 1;  2; ::: n , no todos cero, tales que
 nXi=1
 ivi = 0
 y por lo tanto
 T
 "nXi=1
 ivi
 #= 0"
 nXi=1
 iT (vi)
 #= 0
 probando que fT (v1); T (v2):::T (vn)g es linealmente dependiente.De aquí se sigue que si fT (v1); T (v2):::T (vn)g es linealmente independiente,
 entonces fv1; v2:::vng tiene que ser linealmente independiente.El converso del teorema no es cierto como se puede ver con un contraejemplo:
 Ejemplo 158 Considere T : R2 ! R2 dada por T (x; y) = (x; 0), entonces elconjunto f(1; 0); (0; 1)g es independiente pero fT (1; 0); T (0; 1)g = f(1; 0); (0; 0)ges dependiente.
 Para especi�car completamente una transformación lineal basta con dar susvalores en una base cualquiera, como se muestra en el siguiente teorema:
 Teorema 159 Una transformación lineal queda determinada por sus valores enuna base cualquiera.
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 Demostración. Sean V y W espacios vectoriales y T : V ! W una transfor-mación lineal. Sea
 A = fv1; v2; :::vng
 una base de V . Llamemos wi = T (vi). Entonces si v 2 V tendremos que
 v =nXi=1
 civi
 donde c1; c2; ::cn son las coordenadas de v en la base A. Por lo tanto
 T (v) = T
 nXi=1
 civi
 !=
 nXi=1
 T (civi)
 =nXi=1
 ciT (vi) =nXi=1
 ciwi
 lo cual quiere decir que el valor de T (v) está determinado completamente porlas coordenadas de v y los valores de T en la base.
 Ejemplo 160 ¿cómo son las transformaciones lineales � de un campo F a unespacio vectorial V (sobre el campo F )? Es fácil ver que
 �(x) = �(x1) = x�(1)
 por lo que las transformaciones lineales de F a V son multiplicación por unvector �(1). Conversamente, si �(x) = xv con v 2 V � es lineal. Hay unacorrespondencia biunívoca entre los mapeos lineales � : F ! V y los vectores deV .
 13.2. núcleo e imagen
 De�nición 161 Sean V y W espacios vectoriales y T : V !W una transfor-mación linealEl núcleo (kernel) de T se de�ne como
 N(T ) = ker(T ) = fx 2 V j Tx = 0g
 La imagen (recorrido,rango ) de T se de�ne como
 Im(T ) = fTx j x 2 V g
 Teorema 162 Sean V y W espacios vectoriales y T : V ! W una transfor-mación lineal. Entonces ker(T ) es un subespacio de V .
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 Demostración. a) de la de�nición vemos que ker(T ) � Vb) Como T (0) = 0 tenemos que 0 2 ker(T ) y ker(T ) 6= �c) Si a; b 2 ker(T ) entonces T (a) = 0 y T (b) = 0 por lo que T (a + b) =T (a) + T (b) = 0 + 0 = 0 y a+ b 2 ker(T )d) Si a 2 ker(T ) y � es un escalar, entonces T (a) = 0 por lo que T (�a) =�T (a) = �0 = 0 y �a 2 ker(T ) Q.E.D.
 Teorema 163 Sean V y W espacios vectoriales y T : V ! W una transfor-mación lineal. Entonces Im(T ) es un subespacio de W .
 Demostración. a) De la de�nición vemos que Im(T ) �Wb) Como T (0) = 0 tenemos que 0 2 y Im(T ) 6= �c) Si a; b 2 Im(T ) entonces existen c; d 2 V tales que T (c) = a y T (d) = b conlo que T (c + d) = T (c) + T (d) = a + b y, por ello, existe c + d 2 V tal queT (c+ d) = a+ b y a+ b 2 Im(T )d) Si a 2 Im(T ) y   es un escalar, entonces existe c 2 V tal que T (c) = a, porello T ( c) =  T (c) =  a por loque existe  c 2 V tal que T ( c) =  a y  a 2 Im(T ). Q.E.D.
 Ejemplo 164 El núcleo de 0̂ es todo V pues 0̂(x) = 0 para todo x 2 V y laimagen de 0̂ es f0g. El núcleo de IV es f0g en tanto que la imagen es V .
 Ejemplo 165 Sea T : R3 ! R3 la transformación lineal dada por
 T (x; y; z) = (x+ 2y + z; 3x+ y � 2z;�x� 7y � 6z)
 Dar bases para ker(T ) y Im(T ).a) un vector (x; y; z) 2 ker(T ) si y sólo si T (x; y; z) = 0 por lo que
 (x+ 2y + z; 3x+ y � 2z;�x� 7y � 6z) = (0; 0; 0)
 o
 x+ 2y + z = 0
 3x+ y � 2z = 0�x� 7y � 6z = 0
 y el núcleo buscado es el conjunto solución de este sistema lineal homogéneo.La matriz de coe�cientes es
 A =
 0@ 1 2 13 1 �2�1 �7 �6
 1A
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 y
 A �
 0@ 1 2 10 �5 �50 �5 �5
 1A�
 0@ 1 2 10 1 10 1 1
 1A�
 0@ 1 2 10 1 10 0 0
 1A�
 0@ 1 0 �10 1 10 0 0
 1Ay un sistema equivalente al original (en el sentido de tener las mismas solu-ciones) es
 x� z = 0y + z = 0
 en el cual las variables ligadas son x y y en tanto que z es la única variablelibre. Por ello, los vectores en el conjunto solución están dados por
 (x; y; z) = (z;�z; z) = z(1;�1; 1)
 y una base del núcleo es B = f(1;�1; 1))g.b) para hallar la imagen note que
 T (x; y; z) = (x+ 2y + z; 3x+ y � 2z;�x� 7y � 6z)= (x; 3x;�x) + (2y; y;�7y) + (z;�2z;�6z)= x(1; 3;�1) + y(2; 1;�7) + z(1;�2;�6)
 por lo que un generador para la imagen es el conjunto
 f(1; 3;�1); (2; 1;�7); (1;�2;�6)g
 y de aquí hay que extraer una base. Para ello notemos que la imagen es el espaciorenglón de
 B =
 0@ 1 3 �12 1 �71 �2 �6
 1A
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 y como
 B �
 0@ 1 3 �10 �5 �50 �5 �5
 1A�
 0@ 1 3 �10 1 10 1 1
 1A�
 0@ 1 3 �10 1 10 0 0
 1A�
 0@ 1 0 �40 1 10 0 0
 1Ade modo que una base de la imagen es
 f(1; 0;�4); (0; 1; 1)g
 Nótese que B = AT . Esto siempre es cierto, la imagen es el espacio columna dela matriz A cuando la transformación es del tipo T (x) = Ax.
 13.2.1. imagen y suprayectividad.
 La imagen es, entre otras cosas, una herramienta para valorar la suprayec-tividad. Para ello disponemos del siguiente:
 Teorema 166 Sean V y W espacios vectoriales, T : V ! W una transforma-ción lineal. Entonces T es suprayectiva si y sólo si
 Im(T ) =W
 Demostración. Sea T suprayectiva. Claramente Im(T ) � W , ahora bien, six 2 W entonces, como T es suprayectiva, existe a 2 V tal que T (a) = x peroesto implica que x 2 Im(T ) por lo que W � Im(T ) y Im(T ) =W .Conversamente, sea Im(T ) = W . Si x 2 W entonces como W = Im(T )
 x 2 Im(T ) .con lo que x = T (a) para alguna a 2 V y la función es suprayectiva.
 13.2.2. Núcleo e inyectividad.
 El núcleo es básicamente una herramienta para valorar inyectividad, paraello resulta muy útil el siguiente:
 Teorema 167 Sean V y W espacios vectoriales, T : V ! W una transforma-ción lineal. Entonces T es inyectiva si y sólo si
 N(T ) = f0g
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 Demostración. Sea T inyectiva. Si x 2 N(T ) entonces T (x) = 0 = T (0) locual, por la inyectividad, implica que x = 0, por otra parte ya sabemos que0 2 N(T ) por lo que N(T ) = f0g.Conversamente, sea N(T ) = f0g. Si T (x) = T (y) entonces T (x)� T (y) = 0
 y T (x � y) = 0 con lo que (x � y) 2 N(T ) y x � y = 0 (pues N(T ) = f0g) yx = y. Luego T es inyectiva.
 13.3. teorema de la dimensión.
 Teorema 168 (de la dimensión). Sean V yW espacios vectoriales, T : V !Wuna transformación lineal, � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2::wmg bases de V yW respectivamente. Entonces
 dim(V ) = dim(N(T )) + dim(Im(T ))
 Si T es biyectiva, dim(N(T )) = 0 y dim(Im(T )) = dim(W ) = m con lo quedim(V ) = dim(W ). Es decir, si T es biyectiva, las dimensiones del dominio ycodominio coinciden, pero el converso no es cierto en general.
 Comentario 169 Muchos autores llaman a dim(Im(T )) �rango de T�, perocuidado con este término que es usado con diversos signi�cador. A dim(N(T ))se le llama �nulidad�.
 13.4. representaciones matriciales.
 Sean V y W espacios vectoriales, y � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2::wmgbases de V y W respectivamente.Si T : V !W es una transformación lineal, como Tvj 2W existen números
 Mij tales que
 Tvj =
 dim(W )Xi=1
 Mijwi
 La matriz de�nida de esta manera recibe el nombre de matriz de T relativaa las bases � y � y se representa como M�
 � (T ).La importancia de esta matriz puede verse tomando v 2 V , que puede es-
 cribirse en términos de la base � y
 v =
 dim(V )Xh=1
 chvh
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 (aquí los números ci son las coordenadas de v en la base �) y entonces
 T (v) = T
 0@dim(V )Xh=1
 chvh
 1A =
 dim(V )Xh=1
 chT (vh) =
 dim(V )Xh=1
 ch
 dim(W )Xi=1
 Mihwi
 =
 dim(W )Xi=1
 0@dim(V )Xh=1
 Mihch
 1Awi
 (aquí hemos usado libremente el hecho de que en un espacio vectorial podemos
 reordenar las sumas como deseemos). De aquí se ve quedim(V )Ph=1
 Mihch es la i-
 ésima coordenada de T (v) en la base �. También vemos quedim(V )Ph=1
 Mihch es la
 i-ésima componente de M [v]� por lo que obtenemos el resultado fundamentalde que
 [Tv]� =M�� (T )[v]�
 donde [v]� y [Tv]� son las coordenadas de v y Tv en sus respectivas bases.Más adelante veremos una manera fácil de calcular M�
 � (T ) en ciertos casos(Si la base � es ortonormal Mhj = hwh; T vji donde hi es el producto interiorque será discutido en el próximo capítulo).Note que si dim(V ) = n y dim(W ) = m entonces M�
 � (T ) es de m� n.Esquemáticamente
 V T! W
 �� # �� #Fn M�
 � (T )! Fm
 donde �� y �� son los isomor�smos de coordenadas. En la literatura se diceque el diagrama conmuta o que es un diagrama conmutativo, esto quiere decirque da lo mismo ir directamente de V aW mediante T que ir primero de V a Fn
 mediante el isomor�smo de coordenadas, de Fn a Fm mediante multiplicaciónpor M�
 � (T ) y �nalmente llegar a W mediante ��1� .
 13.4.1. la matriz de transición de nuevo
 Sea IV el operador identidad en un espacio V . Sean � = fv1; v2::vng y� = fw1; w2::wng dos bases de V y M�
 � la matriz de transición de � a �. Sean = dim(V ).Entonces:
 1. M�� (IV ) = In�n.
 2. M�� (IV ) = In�n
 3. M�� (IV ) = M�
 � pues
 [IV v]� = [v]� =M�� (IV )[v]�
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 4. M�� (IV ) =M�
 � =�M��
 ��1pues
 [IV v]� = [v]� =M�� (IV )[v]�
 Además, sea L : V ! V el operador lineal de�nido en las bases mediante
 L(vi) = wi
 entonces:
 1.M�� (L) = In�n
 por la mera de�nición de matriz asociada.
 2.M�� (L) =
 �M��
 ��1=M�
 �
 13.4.2. calculando la matriz asociada a una transforma-ción lineal.
 El esquema que proponemos para sistematizar el cálculo de la matriz asoci-ada a una transformación lineal es el siguiente:
 1. evalúe la transformación en cada uno de los vectores de la base �, es decir,T (v1), T (v2)...T (vn).
 2. calcule las coordenadas de cada vector T (vj) en la base �.
 3. las coordenadas de T (vj) forman la j-ésima columna de M�� (T )
 4. Note que si n = dim(V ) y m = dim(W ) entonces M�� (T ) será una matriz
 de m� n.
 Ejemplo 170 Sea T : R3 ! R3 la transformación lineal de�nida mediante
 T (x; y; z) = (2x� 3y + z; x� y � z; x+ y + 5z)
 y equipe a R3 con su base canónica � = f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g tanto parael dominio como para el codominio. Calcule la matríz M�
 � (T ).Solución: De acuerdo con el esquema recomendado calculamos
 T (1; 0; 0) = (2; 1; 1) = (2)(1; 0; 0) + (1)(0; 1; 0) + (1)(0; 0; 1)
 T (0; 1; 0) = (�3;�1; 1) = (�3)(1; 0; 0) + (�1)(0; 1; 0) + (1)(0; 0; 1)T (0; 0; 1) = (1;�1; 5) = (1)(1; 0; 0) + (�1)(0; 1; 0) + (5)(0; 0; 1)
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 en donde hemos re-escrito el resultado como combinación lineal de los vectoresde la base (en este caso es muy fácil pues es la base canónica).Por ello la matriz solicitada es
 M�� (T ) =
 24 2 �3 11 �1 �11 1 5
 35Note que 24 2 �3 1
 1 �1 �11 1 5
 3524 xyz
 35 =24 2x� 3y + z
 x� y � zx+ y + 5z
 35Ejemplo 171 Considere la transformación lineal S : P3 ! P2 de�nida medi-ante
 S(q) =dq
 dx
 y considere las bases
 � = f1; x; x2; x3g� = f1; x; x2g
 para P3 y P2 respectivamente. Calcule la matriz de S en las bases dadas.Solución: Por el algoritmo recomendado, calculamos
 S(1) = 0 = (0)(1) + (0)(x) + (0)(x2)
 S(x) = 1 = (1)(1) + (0)(x) + (0)(x2)
 S(x2) = 2x = (0)(1) + (2)(x) + (0)(x2)
 S(x3) = 3x2 = (0)(1) + (0)(x) + (3)(x2)
 y por ello
 M�� (S) =
 24 0 1 0 00 0 2 00 0 0 3
 35
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Capítulo 14
 Álgebra detransformaciones
 Hemos visto cómo en un espacio vectorial hay dos operaciones de tal maneraque los vectores pueden sumarse y multiplicarse por números. Ahora vamos a verque las transformaciones también pueden sumarse y multiplicarse por numeros.
 14.1. Suma de transformaciones lineales.
 En este capítulo sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo campoF y S : V !W y T : V !W dos transformaciones.Vamos a de�nir una nueva transformación llamada suma de S y T que
 denotaremos como S + T . Recuerde usted que para de�nir cualquier función(transformación o no) se requiere:
 especi�car un dominio
 especi�car un codominio
 especi�car una regla de correspondencia
 Por ello de�nimos S + T como aquella transformación tal que:
 su dominio es V
 su codominio es W
 su regla de correspondencia está de�nida para cualquier x 2 V mediante
 (S + T )(x) = S(x) + T (x)
 Nóte que el signo + del lado izquierdo se re�ere a la suma de transforma-ciones, en tanto que el signo + del lado derecho es la suma en W .
 131
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 En resumidas cuentas
 S + T : V !W
 (S + T )(x) = S(x) + T (x)
 14.2. Producto por números.
 Dado un número � 2 F y una transformación vamos a de�nir una nuevatransformación S : V ! W llamada producto de � y de S y que denotaremoscomo �S.
 �T se de�ne con las siguientes estipulaciones:
 su dominio es V
 su codominio es W
 su regla de correspondencia, para cualquier x 2 V y cualquier � 2 F es(�S)(x) = �(S(x))
 14.3. La suma de dos transformaciones linealeses lineal
 Suponga, de momento, que tanto S como T son lineales, tome x; y 2 V ,entonces
 (S + T )(x+ y) = S(x+ y) + T (x+ y)
 = S(x) + S(y) + T (x) + T (y)
 = (S(x) + T (x)) + (S(y) + T (y))
 = (S + T )(x) + (S + T )(y)
 donde hemos usado tanto la de�nición de S+T como la linearidad de S y de T.Análogamente, para x 2 V y � 2 F tendremos
 (S + T )(�x) = S(�x) + T (�x)
 = �S(x) + �T (x)
 = �(S(x) + T (x))
 = �((S + T )(x))
 completando la prueba de la linearidad.
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 14.4. Linearidad del producto por un número
 Suponga, de momento, que T es lineal, tome x; y 2 V , entonces y � 2 F ,entonces
 (�T )(x+ y) = �(T (x+ y))
 = �(T (x) + T (y))
 = �T (x) + �T (y)
 = (�T )(x) + (�T )(y)
 donde hemos usado tanto la de�nición de �T como la linearidad de T .Análogamente, para x 2 V y � 2 F tendremos
 (�T )(�x) = �(T (�x))
 = �(�T (x))
 = ��(T (x))
 = �(�T (x))
 = �((�T )(x))
 completando la prueba de la linearidad.
 14.5. El conjunto de todas las transformacioneslineales de V en W es un espacio vectorial.
 Al conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W
 F = fT : V !W j T es linealg
 se le denota porLin(V;W )
 omor(V;W )
 ohom(V;W )
 Vamos a ver que F es un espacio vectorial.
 14.5.1. ¿hay un zero (elemento idéntico) para la suma detransformaciones?
 Primeramente vamos a suponer que sí lo hay a �n de descubrir quién es.Suponga pues que existe b0 : V ! W y tal que para todo S 2 F tenemos queS + b0 = b0 + S = S. Entonces para cualquier x 2 V
 (S + b0)(x) = S(x) + b0(x) = S(x)
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 con lo que b0(x) = 0para todo x 2 V y b0 es la transformación cero anteriormente discutida.Conversamente, hay que veri�car que b0 hace bien su trabajo. Evaluemos
 pues para x 2 V
 (S + b0)(x) = S(x) + b0(x) = S(x) + 0 = S(x)
 = 0 + S(x) = b0(x) + S(x) = (b0 + S)(x)con lo que S + b0 = b0 + S = S .
 14.5.2. ¿hay un negativo (inverso aditivo) para la suma detransformaciones ?
 Sea S 2 F . Primero supondremos que existe H 2 F y tal que S + H =H + S = b0 . Entonces para todo x 2 V
 (S +H)(x) = S(x) +H(x) = b0(x) = 0y tenemos que
 H(x) = �S(x) = ((�1)S)(x)con lo que el candidato a negativo es �S = (�1)S.Veri�camos que en efecto
 (S + (�1)S)(x) = S(x) + ((�1)S)(x) = S(x)� S(x) = 0
 De hecho Lin(V;W ) es un espacio vectorial sobre F con las operacionesde suma y producto por elementos de F que hemos de�nido, dejamos lademostración (usando los axiomas para los espacios vectoriales) al lector, yahabiendo hecho la parte más difícil (la existencia del cero y del inverso).
 14.6. Matriz asociada a la suma y producto pornúmeros.
 De nuevo sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo campo F yS : V !W y T : V !W dos transformaciones lineales. Sea � 2 F . Equipemosahora a V y W con las bases A = fv1; v2; :::vng y B = fw1; w2; :::wmg respecti-vamente.¿Cuál será la matriz MA
 B (S + T ) ?Ciertamente esperamos que, para cualquier x 2 V
 [(S + T )(x)]B =MAB (S + T ) [x]A
 pero como
 [(S + T )(x)]B = [S(x) + T (x)]B = [S(x)]B + [T (x)]B
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 y además
 [S(x)]B =MAB (S) [x]A
 [T (x)]B =MAB (T ) [x]A
 resulta que
 [(S + T )(x)]B =MAB (S) [x]A +M
 AB (T ) [x]A =
 �MAB (S) +M
 AB (T )
 �[x]A
 con lo que obtenemos que
 MAB (S + T ) [x]A =
 �MAB (S) +M
 AB (T )
 �[x]A
 y como esto vale para cualquier x 2 V
 MAB (S + T ) =MA
 B (S) +MAB (T )
 de modo que la matriz de la suma de dos transformaciones lineales es la sumade las matrices de las transformaciones.De una manera análoga, ¿Cuál será la matriz MA
 B (�S) ?Ciertamente esperamos que, para cualquier x 2 V
 [(�S)(x)]B =MAB (�S) [x]A
 pero como[(�S)(x)]B = [�(S(x))]B = � [S(x)]B
 y además[S(x)]B =MA
 B (S) [x]A
 resulta que[(�S)(x)]B = �MA
 B (S) [x]A =��MA
 B (S)�[x]A
 con lo que obtenemos que
 MAB (�S) [x]A =
 ��MA
 B (S)�[x]A
 y como esto vale para cualquier x 2 V
 MAB (�S) = �MA
 B (S)
 de modo que la matriz del producto de un número por una transformación esel producto del número por la matriz de la transformación.
 Comentario 172 De hecho los espacios Lin(V;W ) y M(m;n) (o M�(m;n)según el caso) son isomorfos. El isomor�smo es S 7!MA
 B (S).
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 14.7. Composición de transformaciones.
 Sabemos que matrices del mismo tamaño pueden sumarse y hemos vistoque esto corresponde a la suma de transformaciones. También sabemos que lasmatrices pueden multiplicarse por números, y que esto corresponde al productode números por transformaciones.Pero las matrices también pueden multiplicarse entre sí cuando son con-
 formables (es decir, el primer factor tiene tantas columnas como renglones tieneel segundo factor). ¿a qué operación entre transformaciones corresponde esto?.
 14.7.1. de�nición de composición.
 Sean V;W;Z espacios vectoriales sobre un mismo campo F . Si S : V !W y T : W ! Z son transformaciones entonces podemos de�nir una nuevatransformación T � S de la siguiente manera:
 su dominio es V
 su codominio es Z
 su regla de correspondencia es
 (T � S)(x) = T (S(x))
 Lo anterior suele ponerse en forma de diagrama
 V S! W
 & T � S # TZ
 y se dice que el diagrama es conmutativo, con ello se quiere decir que da lomismo ir primero de V a W mediante S y luego de W a Z mediante T que irdirectamente de V a Z mediante T � S.
 14.7.2. La composición de dos transformaciones linealeses lineal.
 Sean F; S; V;W; T;W y Z como en la subsección anterior pero suponga quetanto S como T son lineales. Sean x; y 2 V , entonces
 (T � S)(x+ y) = T (S(x+ y)) por la de�nición de composición
 = T (S(x) + S(y)) por la linearidad de S
 T (S(x)) + T (S(y)) por la linearidad de T
 (T � S)(x) + (T � S)(y) por la de�nición de composición
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 análogamente, sea x 2 V y � 2 F , entonces
 (T � S)(�x) = T (S(�x)) por la de�nición de composición
 = T (�S(x))por la linearidad de S
 = �T (S(x))por la linearidad de T
 � [(T � S)(x)]por la de�nición de composición
 14.7.3. Matriz de la composición de dos transformacioneslineales.
 Equipemos ahora a V , W y Z con las bases A = fv1; v2; :::vng y B =fw1; w2; :::wmg y C = fz1; z2; :::zpg respectivamente.Entonces el �trabajo�de MA
 C (T � S) es (para cualquier x 2 V )
 [(T � S)(x)]C =MAC (T � S) [x]A
 pero por una parte
 [(S)(x)]B =MAB (S) [x]A
 [(T )(x)]C =MBC (T ) [x]B
 y por otra(T � S)(x) = T (S(x))
 con lo que
 [(T � S)(x)]C = [(T (S(x))]C=MB
 C (T ) [S(x)]B
 = (MBC (T ))M
 AB (S) [x]A
 = (MBC (T )M
 AB (S)) [x]A
 MAC (T � S) [x]A
 y como esto vale para cualquier x tendremos que
 MAC (T � S) = (MB
 C (T )MAB (S))
 con lo que la matriz de una composición es el producto de las matrices de lastransformaciones. Note, como mnemotecnia, que en el lado izquierdo no apareceel nombre de la base que a la derecha aparece dos veces, una vez arriba y otravez abajo.
 14.7.4. Las propiedades más importantes de estas opera-ciones .
 Ahora el escenario será un poco más complicado.
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 Sean U; V;W y X espacios vectoriales y F;G;H; S; T transformaciones lin-eales
 F : U ! V
 G : U ! V
 H :W ! X
 S : V !W
 T : V !W
 entonces:
 S � (F +G) = S � F + S �G (distributividad)
 (S + T ) � F = S � F + T � F (otra distributividad)
 �(S � F ) = (�S) � F = S � (�F ) (� 2 F )
 H � (S � F ) = (H � S) � F (asociatividad)
 T � IV = T (IV es la identidad en V )
 IW � T = T (IW es la identidad en W )
 Recuerde usted que dos funciones son iguales si y sólo si:
 tienen el mismo dominio
 tienen el mismo codominio
 tienen la misma regla de correspondencia.
 Tome, por ejemplo, la primera igualdad. las expresiones a ambos lados tienenel mismo dominio (que es U , el dominio de F y G) y el mismo codominio, quees W (el codominio de S). Si x 2 U tendremos que
 (S � (F +G))(x) = S((F +G)(x))por la de�nición de composición
 = S(F (x) +G(x))por la de�nición de suma
 = S(F (x)) + S(G(x)) por la linearidad de S
 = (S � F )(x) + (S �G)(x) por la de�nición de composición= ((S � F ) + (S �G)) (x) por la de�nición de suma
 Para la segunda igualdad, notemos que ambos miembros tienen dominio Uy codominio W , y
 ((S + T ) � F )(x) = (S + T )(F (x)) por la de�nición de composición= S(F (x)) + T (F (x)) por la de�nición de suma
 = (S � F )(x) + (T � F )(x) por la de�nición de composición((S � F ) + (T � F )) (x) por la de�nición de suma
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 Para la tercera parte ambos miembros tienen dominio U y codominio W , y
 �(S � F )(x) = �((S � F )(x)) por la de�nición de producto= �S(F (x)) por la de�nición de composición
 = (�S)(F (x)) por la de�nición de producto
 = ((�S) � F ) (x) por la de�nición de composición
 y además
 �(S � F )(x) = �((S � F )(x)) por la de�nición de producto= �S(F (x)) por la de�nición de composición
 = S(�F (x)) por la linearidad de S
 = S((�F )(x)) por la de�nición de producto
 = (S � (�F ))(x) por la de�nición de composición
 Para la cuarta identidad, notamos que ambos lados tienen dominio U y codo-minio X. Entonces
 (H � (S � F ))(x) = H((S � F )(x)) por la de�nición de composición=H(S(F (x))) por la de�nición de composición
 =(H � S)(F (x)) por la de�nición de composición=((H � S) � F )(x) por la de�nición de composición
 con lo que vemos que la operación de composición es asociativa. Dejo al lectorconvencerse de que esta operación no es conmutativa.La quinta identidad involucra a V como dominio en ambos lados y a W
 como codominio. Tenemos, pues
 (T � IV )(x) = T (IV (x)) por la de�nición de composición
 = T (x) por la de�nición de identidad en V
 en tanto que la sexta también involucra a V como dominio en ambos lados y aW como codominio y un sencillo cómputo revela que
 (IW � T )(x) = Iw(T (x)) por la de�nición de composición
 = T (x) por la de�nición de identidad en W
 Por ello las matrices identidad (del tamaño adecuado) se comportan como iden-tidades derecha o izquierda con respecto a la multiplicación matricial. Recuerdeque la composición (o la multiplicación de matrices) no son operaciones binarias(en el conjunto de todas las transformaciones lineales o de todas las matrices)pues no siempre se pueden realizar.
 Comentario 173 ¿es única esta identidad derecha o izquierda?Considere
 a =
 �1 3 52 4 6
 �
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 y
 u =
 24 56
 13
 �16
 13
 13
 13�1
 613
 56
 35y usted puede veri�car facilmente que
 au =
 �1 3 52 4 6
 �24 56
 13
 �16
 13
 13
 13�1
 613
 56
 35 = � 1 3 52 4 6
 �= a
 pero u no es la matriz identidad.
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Capítulo 15
 La transformación inversa.
 15.1. La inversa de una transformación.
 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo F y T : V ! W unatransformación.Decimos que T tiene una inversa (denotada por T�1) o que es invertible (o
 no singular) si existe una transformación T�1 :W ! V tal que:
 T�1 � T = IV
 T � T�1 = IW
 15.1.1. la inversa es única
 Suponga que T : V !W tuviera dos inversas, denotemos una por T�1 y laotra por G, entonces
 T�1 :W ! V
 G :W ! V
 T�1 � T = IV
 T � T�1 = Iw
 G � T = IV
 T �G = Iw
 por ello
 G = G � Iw= G � (T � T�1)= (G � T ) � T�1
 = IV � T�1
 = T�1
 141
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 15.1.2. la inversa de una transformación lineal es lineal
 Suponga que T : V !W es una transformación lineal invertible.Entonces si T (x) = y tendremos que
 T (x) = y )T�1(T (x)) = T�1(y))�
 T�1 � T�(x) = T�1(y))
 IV (x) = T�1(y))x = T�1(y)
 y también que
 x = T�1(y))T (x) = T (T�1(y)))T (x) =
 �T � T�1
 �(y))
 T (x) = (IW ) (y))T (x) = (y)
 por lo que podemos concluir que
 T (x) = (y)() x = T�1(y)
 Por ello una manera sencilla de demostrar que la inversa de una transforma-ción lineales lineal sería la siguiente:
 T�1(a+ b) = T�1(a) + T�1(b)()(a+ b) = T (T�1(a) + T�1(b))()(a+ b) = T (T�1(a)) + T (T�1(b))()(a+ b) =
 �T � T�1
 �(a) +
 �T � T�1
 �(b)()
 (a+ b) = IW (a) + IW (b)()(a+ b) = a+ b
 y como la última aseveración es siempre cierta
 T�1(a+ b) = T�1(a) + T�1(b)
 Análogamente
 T�1(�a) = �T�1(a)()T (T�1(�a)) = T (�T�1(a))()�
 T � T�1�(�a) = �(T (T�1(a)))()
 IW (�a) = ��T � T�1
 �(a)()
 �a = �IW (a)()�a = �a
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 y como la última igualdad siempre es cierta tenemos que
 T�1(�a) = �T�1(a)
 15.1.3. La matriz de la inversa.
 Sea T : V ! W lineal e invertible, A = fv1; v2; :::vng una base de V yB = fw1; w2; :::wmg una base de W .Como
 T�1 � T = IV
 MAA (T
 �1 � T ) =MBA (T
 �1)MAB (T )
 =MAA (IV ) = I
 tenemos queMBA (T
 �1) =�MAB (T )
 ��1de modo que la matriz de la inversa de T es la inversa de la matriz de T .Por esto una manera de ver si una transformación es invertible es ver si su
 matriz (respecto a cualquier base que escojamos) es invertible.
 15.1.4. Criterios de invertibilidad.
 Una transformación lineal, al igual que cualquier otra función, tendrá inversasi y sólo si es biyectiva. Ahora bien, una función es biyectiva si y sólo si esinyectiva y suprayectiva. Pero ya hemos visto que una transformación linealT : V !W es inyectiva si y sólo si
 dim(N(T )) = 0
 y que es suprayectiva si y sólo si
 dim(W ) = dim(Im(T ))
 Además recuerde el teorema de la dimensión:
 dim(V ) = dim(N(T )) + dim(Im(T ))
 De aquí podemos sacar algunas conclusiones:
 Si T es invertible, entonces dim(V ) = dim(W ). Esto es útil sobre todo enla forma: si dim(V ) 6= dim(W ) entonces T no puede ser invertible.
 Cuando V =W , la inyectividad implica dim(V ) = dim(Im(T )), pero comoIm(T ) es un subespacio de V , tendremos que Im(T ) = V y la transfor-mación es necesariamente también suprayectiva (y biyectiva, consecuente-mente).
 Cuando V = W , la suprayectividad implica dim(N(T )) = dim(V ) �dim(Im(T )) = 0, y, por lo tanto, la inyectividad de T (y la biyectividadde T , consecuentemente).

Page 156
                        

144 CAPÍTULO 15. LA TRANSFORMACIÓN INVERSA.
 15.1.5. La inversa de una composición.
 Sean V;W;Z espacios vectoriales sobre un mismo campo F . Si S : V ! Wy T : W ! Z son transformaciones invertibles, entonces T � S : V ! Z esinvertible y
 (T � S)�1 = S�1 � T�1
 La demostración se basa en ver que T�1 � S�1 �se comporta como inversa�y por la unicidad debe, entonces, ser la inversa.
 Así que considere
 (T � S) ��S�1 � T�1
 �= T � (S � S�1) � T�1
 = T � (IW ) � T�1
 = (T � IW ) � T�1
 = T � T�1 = IZ
 y también
 �S�1 � T�1
 �� (T � S) = S�1 � (T�1 � T ) � S
 = S�1 � (IW ) � S= (S�1 � IW ) � S= S�1 � S= IV
 con lo que se demuestra que (T � S)�1 = S�1 �T�1 (note el cambio en el ordende aparición de S y de T , es importante).
 Este �teorema�tiene su contrapartida entre las matrices, si A y B son matri-ces conformables (es decir, que se pueden multiplicar) y tienen inversos, ocurreque
 (AB)�1 = B�1A�1
 Otras propiedades elementales de las inversas que el lector puede veri�carfácilmente son:
 Si � 2 F , � 6= 0 y S : V ! W es invertible, entonces �S también esinvertible y (�S)�1 = ��1S�1.
 Si S : V !W es invertible, entonces (S�1)�1 = S.
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 15.1.6. un ejemplo completo
 Sean
 V = fax2 + bx+ c j a; b; c 2 Rg
 W =
 ��a bb c
 �j a; b; c 2 R
 �T : V !W
 T (ax2 + bx+ c) =
 �a+ c 3b3b a� c
 �y equipemos a V y W con las bases
 A = fx2; x; 1g
 B =
 ��1 00 0
 �;
 �0 11 0
 �;
 �0 00 1
 ��respectivamente.Primero vamos a calcular MA
 B (T ) y para ello calculamos el efecto de T en labase A usando la regla de correspondencia
 T (x2) =
 �1 00 1
 �= (1)
 �1 00 0
 �+ (0)
 �0 11 0
 �+ (1)
 �0 00 1
 �T (x) =
 �0 33 0
 �= (0)
 �1 00 0
 �+ (3)
 �0 11 0
 �+ (0)
 �0 00 1
 �T (1) =
 �1 00 �1
 �= (1)
 �1 00 0
 �+ (0)
 �0 11 0
 �+ (�1)
 �0 00 1
 �con lo que vemos que
 MAB (T ) =
 0@ 1 0 10 3 01 0 �1
 1AA continuación vamos a determinar si T tiene inversa. Ya que tenemos la
 matriz de T el mejor camino será indagar si esta matriz es invertible. Así pues0@ 1 0 1 1 0 00 3 0 0 1 01 0 �1 0 0 1
 1A �
 0@ 1 0 1 1 0 00 3 0 0 1 00 0 �2 �1 0 1
 1A �
 0@ 1 0 1 1 0 00 1 0 0 1
 3 00 0 1 1
 2 0 �12
 1A �
 0@ 1 0 0 12 0 1
 20 1 0 0 1
 3 00 0 1 1
 2 0 �12
 1Ade donde vemos que la matriz es invertible y, por lo tanto, T es invertible.Además
 MBA (T
 �1) =MAB (T )
 �1 =
 0@ 12 0 1
 20 1
 3 012 0 �1
 2
 1ANotas:
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 A veces puede usted determinar si la transformación es invertible checandosi es (o no es) una biyección. También ayuda tener en mente el teoremade la dimensión.
 En casos como el del ejemplo, en que la matriz de la transformación escuadrada, puede usted saber si la matriz (y por lo tanto la transformación)es invertible calculando el determinante. En el presente ejemplo
 det
 0@ 1 0 10 3 01 0 �1
 1A = �6 6= 0
 con�rmando que la matriz es invertible.
 Nuestro siguiente paso será calcular la regla de correspondencia de T�1.
 Dado w =�a bb c
 �tenemos que [w] =
 24 abc
 35 y como�T�1(w)
 �A=MB
 A (T�1) [w]B
 =
 0@ 12 0 1
 20 1
 3 012 0 �1
 2
 1A24 abc
 35=
 24 a+c2b3a�c2
 35de modo que
 T�1(w) = (a+ c
 2)x2 + (
 b
 3)x+ (
 a� c2)1
 En resumidas cuentas:
 calculamos la matriz de la transformación usando su regla de correspon-dencia
 calculamos la inversa de dicha matriz
 con esta inversa inferimos la regla de correspondencia de la transformacióninversa.
 Ahora bien, no siempre es preciso recurrir a métodos matriciales, como ilus-traremos en seguida.
 Dado w =�a bb c
 �lo que queremos es encontrar T�1(w) y sabemos que
 es un polinomio de grado no mayor a dos, digamos �x2 + �x+   de modo que
 T�1�a bb c
 �= �x2 + �x+
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 pero aplicando T a ambos miembros de la ecuación�a bb c
 �= T (T�1
 �a bb c
 �) = T (�x2 + �x+  )
 y usando la regla de correspondencia para T�a bb c
 �=
 ��+   3�3� ��
 �de modo que
 a = �+
 b = 3�
 c = ��
 sistema que podemos resolver para �; � y   obteniéndose
 � =a+ c
 2
 � =b
 3
 =a� c2
 y
 T�1�a bb c
 �=
 �a+ c
 2
 �x2 +
 �b
 3
 �x+
 �a� c2
 �
 en concordancia con el resultado obtenido por métrodos matriciales. En estecaso los métodos matriciales resultaron más complicados, pero en general sonpreferibles pues proporcionan un camino seguro aunque, a veces, largo. El es-tudiante debe evaluar, ante un problema, si son preferibles métodos directos omatriciales. Casi todo problema matemático admite más de un camino hacia susolución.El método matricial indica una extensión del principio del isomor�smo: los
 vectores se transforman en sus matrices de coordenadas, la transformación T setransforma en la matriz MA
 B (T ) .
 15.2. Cambio de base y matrices
 Sean V y W dos espacios vectoriales y T : V ! W una transformaciónlineal. Sean � y �0 dos bases de V y � y �0 dos bases de W .Sean M =M�
 � (T ) y N =M�0�0 (T ) las correspondientes matrices.
 Deseamos indagar cuál es la conexión entre M y N .Para ello usaremos relaciones ya conocidas tales como
 [T (v)]� =M [v]�
 [T (v)]�0 = N [v]�0
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 (aquí v es cualquier vector de v) y si P es la matriz de transición de � a �0 entanto que Q es la matriz de transición de � a �0 tendremos que, para cualesquieraw 2 V y z 2W tendremos que
 [w]�0 = P [w]�
 [z]�0 = Q[z]�
 Por ello
 [T (v)]�0 = Q[T (v)]�
 = QM [v]�
 = QMP�1[v]�0
 = N [v]�0
 y como esto vale para cualquier [v]�0 resulta que
 QMP�1 = N
 oM = Q�1NP
 y estas últimas relaciones nos dicen cómo cambian las matrices cuando cambi-amos de base tanto en el dominio como en el codominio.Cuando V = W (operador lineal) y � = � y �0 = �0 tendremos que M =
 M�� (T ) y N =M�
 � (T ) y también que P = Q por lo que
 M = P�1NP
 oN = PMP�1
 De�nición 174 se dice que dos matrices M y N son similares si existe otramatriz P , no-singular y tal que N = PMP�1. La relación de similaridad esuna relación de equivalencia.
 15.3. Matrices �vacías�
 En esta seccion consideraremos dos espacios V y W de dimensión �nita condim(V ) > 0 y dim(W ) > 0 (es decir, ninguno de los dos espacios es �trivial�).Considere el subespacio trivial = f0g de V .Ahora preguntémonos cómo serán las transformaciones lineales A : !W .
 Como toda transformación lineal mapea el cero en el cero, concluimos que A esnecesariamente la transformación cero. Note que, por lo anterior, sólo hay unatrasnsformación lineal A : !W .¿y que pasa con las transformaciones lineales B : W ! ? Resulta que
 necesariamente B(w) = 0 para todo w 2 W . De n uevo la transformación ceroes la única transformación lineal B :W ! .

Page 161
                        

15.3. MATRICES �VACÍAS� 149
 Y, �nalmente considere C : ! lineal, para la cual también ocurre quees la transformación cero.Si equipamos a W con una base, ¿cuál cree usted que serán las matrices de
 A, B y C? Si la dimensión de W es n, la matriz de A sería de n� 0, la de B de0� n y la de C ¡de 0� 0!De hecho algunos programas, como matlab, manejan estas �matrices vacías�.
 ¿podría usted elucidar cómo se multiplican las matrices vacías? ¿qué cree ustedque resulta de multiplicar una matriz de m � 0 con una de 0 � n? Respuesta:una matriz cero de m� n.
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Capítulo 16
 Geometría de lastransformaciones (I).
 16.1. Haciendo geometría en R2
 Es hora de recordar el curso de geometría analítica. Con cada vector de R2asociamos tanto una ��echa�como un �punto�(la punta de la �echa). La �echaes el vector de posición del punto. La suma de vectores tiene una interpretacióngeométrica en términos de la regla del paralelogramo en tanto que la multi-plicación por números (�a) cambia vectores en vectores paralelos pero con sutamaño alterado por un factor j � j y su sentido cambiado si � < 0.
 16.2. Efecto de transformaciones lineales sobrerectas y segmentos
 Una recta puede pensarse como el conjunto
 L = fP = P0 + ta j t 2 Rg
 donde a 2 R2 , a 6= 0, y P0 es un vector dado de R2. Decimos que L es la rectaparalela a a que pasa por P0.Un segmento de recta es un conjunto de la forma
 L = fP = b+ t(a� b) j t 2 [0; 1]g
 es decir, pasa por b (t = 0), por a (t = 1) y es paralelo a a� b. Es el segmentoque va de b a a y también podría escribirse como
 L = fP = rb+ sa j r; s � 0; r + s = 1g
 que se conoce como �combinación convexa de a y b�. Las representaciones an-teriores se llaman paramétricas pues todo depende de los parámetros reales r; sy t.
 151
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 El punto clave es que las transformaciones lineales no singulares mapeanrectas en rectas y segmento en segmentos. Veamos esto con mayor detalle.Si L es una recta o un segmento de recta, y T : R2 ! R2 es lineal, de�nimos
 el efecto de T sobre L como
 T (L) = fT (x) j x 2 Lg
 y si L es una rectaT (L) = fT (P0 + ta) j t 2 Rg
 pero T (P0 + ta) = T (P0) + tT (a) por lo que
 T (L) = fT (P0) + tT (a) j t 2 Rg
 y vemos que T (L) es una recta que pasa por T (P0) y es paralela a T (a) (aquíhay que aclarar que si T (a) = 0 entonces la linea recta se mapearía al puntoT (P0)).Algo completamente análogo ocurre con los segmentos.También es fácil ver que si L y L0 son dos rectas paralelas, entonces T (L)
 y T (L0) son paralelas. T mapea dos rectas que se cruzan en un punto en rec-tas que se cruzan en un punto. Por ello las transformaciones lineales mapeanparalelogramos en paralelogramos.A �n de asegurar que no vayamos a mapear una recta en un punto (como
 vimos más arriba) se suele restringir el ámbito de las transformaciones linealesa aquellas que son invertibles (el grupo lineal general GL2(R)).
 16.3. Areas de paralelogramos y de imágenes deparalelogramos bajo transformaciones lin-eales.
 Sea P un paralelogramos generado por dos vectores a y b que son dos de suslados adyacentes. El área de es el tamaño de su basej a j multiplicado por sualtura h de modo que
 A =j a j h =j a jj b j sen(�) =j a� b j
 donde � es el ángulo entre a y b (conceptos a ser de�nidos en el tema productosinteriores). Pero de lo que sabemos del producto cruz
 A =j a� b j=j a1b2 � a2b1 j=j det�a1 b1a2 b2
 �j
 donde a = (a1; a2) y b = (b1; b2).Si tenemos además la transformación lineal T : R2 ! R2 cuya matriz, en la
 base canónica, es
 M =
 �M11 M12
 M21 M22
 �
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 De aquí vemos que si P es generado por los vectores a y b entonces T (P)estará generado por los vectores T (a) y T (b) por lo que su área será
 A0 =j det��
 M11 M12
 M21 M22
 ��a1 b1a2 b2
 ��= det
 �M11 M12
 M21 M22
 �det
 ��a1 b1a2 b2
 ��j
 =j det�M11 M12
 M21 M22
 �j A
 y tenemos el importante resultado de que la transformación cambia al paralel-ogramo en otro y multiplica su área por el determinante de la transformación.
 16.4. Quiralidad.
 Pero ¿y el signo del determinante? ¿signi�ca algo?. Tiene que ver con quiral-idad. Expliquemos.Hay muchos objetos que vienen en dos variedades: derecha e izquierda. Por
 ejemplo, hay zapatos derechos y zapatos izquierdos, orejas derechas y orejasizquierdas, tornillos derechos (de rosca derecha) y tornillos izquierdos. Estosobjetos se llaman quirales (del griego, keirós= mano, por ejemplo quirópteroquiere decir que tiene alas en las manos, la palabra cirujano quiere decir quecura con las manos, etc). Otros objetos no vienen en dos variedades derecha eizquierda, por ejemplo las pelotas de football; uno nunca pide una pelota derechao izquierda. Tales objetos son aquirales. La propiedad de ser derecho o izquierdose llama quiralidad (los físicos la llaman paridad, en ingles es handedness).Recomiendo al lector la obra de Lewis Carroll intitulada Alicia a través delespejo en donde la protagonista pasa al mundo del espejo, donde la quiralidadestá cambiada (¿porqué un espejo cambia derecha e izquierda y no cambia arribay abajo?).El signo del determinante da la quiralidad. El área puede pensarse como con
 quiralidad, piense en el producto cruz, implica la regla de la mano derecha.Si det(T ) > 0 no hay cambio en quiralidad, pero si det(T ) < si lo hay y,
 como veremos en seguida, la transformación tiene un tanto el carácter de unespejo.
 16.4.1. ejemplos
 En los ejemplos que siguen, considere un cuadrado de área uno y su imagenbajo T (que es un paralelogramo).
 M = I =
 �1 00 1
 �es la identidad, no altera el cuadrado, ni le cambia la
 quiralidad pues det(M) = 1
 M =
 ��1 00 �1
 �cambia cada vector por su negativo. Se llama inversión
 central y es, también, una rotación de 180 grados. No cambia la quiralidadpues det(M) = 1 y no altera el área.
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154 CAPÍTULO 16. GEOMETRÍA DE LAS TRANSFORMACIONES (I).
 M =
 �1 00 �1
 �re�eja el cuadrado sobre el eje de las x. Como buen
 espejo cambia la quiralidad y det(M) = 1, no altera el área
 .M =
 ��1 00 1
 �re�eja el cuadrado sobre el eje de las y. Como buen
 espejo cambia la quiralidad y det(M) = 1, no altera el área
 M =
 �1 20 1
 �cambia al cuadrado en un paralelogramo que no es cuadra-
 do. Sin embargo tiene la misma área pues det(M) = 1 y no se altera laquiralidad. Es un ejemplo de corte (�shear�) que también podría llamarsecizalla, cizalladura pero por favor evite la monstruosidad �trasquilado�.
 M =
 �k 00 1
 �k > 0, alarga al cuadrado en la dirección x si k> 1(lo
 comprime si k < 1). det(M) = k re�eja el cambio de área y muestra queno hay cambio de quiralidad.
 M =
 �k 00 k
 �= kI es una expansión o compresión uniforme en las dos
 direcciones. det(M) = k2.
 M =
 �k 00 l
 �es una expansión o compresión diferente en los dos ejes.
 det(M) = kl.
 M =
 �0 11 0
 �; más di�cil de visualizar. det(M) = �1 por lo que cambia
 quiralidades sin alterar áreas. Se trata de una re�exión a través de unespejo y = x.
 M =
 �1 00 0
 �es una transformación que todo lo proyecta sobre el eje
 x. (más adelante estudiaremos las proyecciones formalmente). det(M) = 0pues cambia el cuadrado en un segmento que no tiene área.
 M =
 �cos(�) �sen(�)sen(�) cos(�)
 �representa una rotación por un ángulo �.
 det(M) = 1 por lo que no hay alteración ni en área ni en quiralidad.De hecho las rotaciones no cambian distancias ni ángulos: mapean uncuadrado en otro idéntico.
 Lástima que este tema se ha colocado antes del tema de eigenvalores y eigen-vectores, pues estos conceptos dicen mucho sobre el signi�cado geométrico. Porejemplo en una cizalladura siempre hay una (y sólo una) dirección en la que losvectores no cambian, es decir, hay una línea invariante.
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Capítulo 17
 eigenvalores y eigenvectores
 17.1. algunas de�niciones
 De�nición 175 Sea V un espacio vectorial y T : V ! V una transformaciónlineal. A estas transformaciones lineales de un espacio a él mismo se les llamaoperadores lineales.
 De�nición 176 Sea V un espacio vectorial y T : V ! V un operador lineal.Se dice que v 2 V es un eigenvector de T con eigenvalor � si v 6= 0 y Tv = �v.
 Algunos sinónimos de eigenvalor son: valor propio, autovalor, valor carac-terístico, valor latente.Algunos sinónimos de eigenvector son: vector propio, vector característico,
 autovector, vector latente.
 Comentario 177 Algunos autores no exigen que v 6= 0 , dicen ellos que 0 eseigenvector para cualquier eigenvalor.
 De�nición 178 Si V es un espacio vectorial, T : V ! V es una transformaciónlineal y � un eigenvalor de T , de�nimos el eigenespacio E� mediante
 E� = fv 2 V j Tv = �vg
 Note usted que el vector cero está en E� pero no es un eigenvector.
 Teorema 179 E� es un subespacio de V:
 Demostración. a) Claramente E� � Vb) Como T (0) = 0 = �0 tenemos que 0 2 E�c) Si a; b 2 E� entonces Ta = �a y Tb = �b por lo que T (a+b) = T (a)+T (b) =�a+ �b = �(a+ b) y a+ b 2 E�d) Si a 2 E� y � es un escalar, como T (a) = �a tendremos que T (�a) = �T (a) =��a = �(�a) con lo que �a 2 E�.
 155
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 17.1.1. en términos de las matrices.
 Suponga que T : V ! V es un operador lineal, que v es un eigenvector coneigenvalor �, que A es una base de V y que M =MA
 A (T ):Entonces
 [Tv]A =M [v]A
 [�v]A =M [v]A
 �[v]A =M [v]A
 por lo que si llamamos w = [v]A tendremos que
 Mw = �w
 y, en términos de coordenadas, la ecuación es de la misma forma Tv = �v oMw = �w. En lo sucesivo trabajaremos casi siempre con las matrices más quecon las transformaciones.Conversamente, si
 MAA (T )[v]A = �[v]A
 tendremos que
 [T (v)]A =MAA (T )[v]A
 = �[v]A
 = [�v]A
 implicando queT (v) = �v
 Es importante recalcar que el vector w contiene las coordenadas del eigen-vector en la base A.
 17.2. Hallando los eigenvalores
 Como
 Mw = �w ,Mw � �w = 0,Mw � �Iw = 0,(M � �I)w = 0
 vemos que los eigenvectores son los vectores no nulos en el núcleo de (M � �I).La ecuación (M��I)w = 0 representa un sistema lineal homogéneo cuya matrizde coe�cientes esM��I. Sabemos (de lo visto en el tema de determinantes) queun sistema de este tipo tiene una solución no trivial si y sólo si el determinantede la matriz de coe�cientes es cero, por ello
 det(M � �I) = 0
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 ecuación que puede usarse para determinar los posibles valores de �. Note queen esta ecuación no aparece w.De hecho la función
 P (�) = det(M � �I)
 es siempre un polinomio en �. El grado de este polinomio es n si la matriz es den� n. El polinomio se llama polinomio característico de M(hay quien lo llamapolinomio secular, o ecuación secular) y vemos, pues, que los eigenvalores sonlas raices de P (�).Cuando n = 2 las raices del polinomio característico se hallan mediante la
 fórmula elemental para hallar las raices del polinomio ax2 + bx + c = 0 quees x = �b�
 pb2�4ac2a . Cuando el polinomio es de grado 3 o 4 es mejor suponer
 que se trata de un polinomio con coe�cientes enteros con una raiz entera: estaraiz debe de ser un divisor del término de grado cero. En los restantes casos sehabrán de usar métodos numéricos ad hoc.
 17.3. hallando los eigenvectores.
 Sabiendo cuáles son los eigenvalores hay que resolver ahora
 Mw = �w
 para cada eigenvalor. El conjunto solución proporcionará, además, bases paralos eigenespacios.
 17.4. Un ejemplo sencillo.
 Considere la matriz
 A =
 �2 30 4
 �un cálculo trivial indica que
 A
 �10
 �=
 �2 30 4
 � �10
 �=
 �20
 �= 2
 �10
 �
 por lo que�10
 �es un eigenvector de A con eigenvalor 2.
 veamos ahora más sistemáticamente cuáles son los eigenvalores.
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158 CAPÍTULO 17. EIGENVALORES Y EIGENVECTORES
 El polinomio característico es
 p(�) = det [A� �I]
 = det
 ��2 30 4
 �� �
 �1 00 1
 ��= det
 ��2� � 30 4� �
 ��= (2� �) (4� �)
 con lo que los eigenvalores sonf2; 4g
 Para hallar los eigenvectores hay que usar la ecuación Ax = �x usando loseigenvalores encontrados. Así, para � = 2 tendremos�
 2 30 4
 � �xy
 �= 2
 �xy
 �o
 2x+ 3y = 2x
 4y = 2y
 sistema que tiene como solucióny = 0
 y cualquier x, es decir, el espacio solución tiene como una posible base
 f(1; 0)g
 que es también la base (eigenbase) del eigenespacio E2 y que, por consiguientetiene dim(E2) = 1.Análogamente, para � = 4 tenemos que�
 2 30 4
 � �xy
 �= 4
 �xy
 �y
 2x+ 3y = 4x
 4y = 4y
 sistema que tiene como espacio solución los múltiplos de
 f(32; 1)g
 y también en este caso dim(E4) = 1.
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 17.5. Matriz de un operador en una eigenbase.
 Suponga ahora que la base � consiste de eigenvectores, con lo que Tvi = �i(i = 1; 2:::n) y, por lo tanto, la matriz de T respecto a � es
 M =
 0BBB@�1 0 ::: 00 �2 ::: 0...
 ...0 0 ::: �n
 1CCCAes decir, una matriz diagonal con los eigenvalores sobre la diagonal.Como M = P�1NP convierte N en una matriz diagonal M decimos que
 P es una matriz diagonalizadora. De aquí se sigue que NP = PM (que es laversión matricial de la ecuación de eigenvalores Av = �v). Además nos indicaque las columnas de P son precisamente las coordenadas de los eigenvectores.
 17.5.1. independencia de eigenvectores.
 Tenemos que los eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores sonindependientes.
 Teorema 180 Si fv1; v2::vng son eigenvectores correspondientes a eigenval-ores distintos, entonces son linealmente independientes.
 Demostración. : Por inducción en el número n de elementos. Para n = 1 sólohay un eigenvector v1, como v1 6= 0 (por ser eigenvector) el conjunto fv1g esindependiente. Suponga ahora que el teorema es válido para n = k. Considereel conjunto fv1; v2::vk; vk+1g y la ecuación de dependencia
 c1v1 + c2v2 + :::ckvk + ck+1vk+1 = 0
 de donde
 T (c1v1 + c2v2 + :::ckvk + ck+1vk+1) = 0
 c1�1v1 + c2�2v2 + :::ck�kvk + ck+1�k+1vk+1 = 0
 y, multiplicando la ecuación c1v1 + c2v2 + :::ckvk + ck+1vk+1 = 0 por �k+1yrestando ambas ecuaciones nos queda
 (�1 � �k+1)c1v1 + (�2 � �k+1)c2v2 + :::(�k � �k+1)ckvk = 0
 pero, por la hipótesis de inducción fv1; v2::vkg es independiente de modo que
 (�1 � �k+1)c1 = 0(�2 � �k+1)c2 = 0
 ...
 (�k � �k+1)ck = 0

Page 172
                        

160 CAPÍTULO 17. EIGENVALORES Y EIGENVECTORES
 y ninguno de los términos (�1 � �k+1) es cero pues los eigenvalores son todosdistintos. Por ello
 c1 = c2::: = ck = 0
 y ck+1vk+1 = 0 con lo que ck+1 = 0 y fv1; v2::vk; vk+1g es independiente com-pletando la demostración.
 17.6. Un ejemplo completo
 Considere la matriz A =
 24 2 1 12 3 23 3 4
 35. ¿es A diagonalizable? En caso a�r-
 mativo calcular la matriz diagonalizadora.El primer paso es el cálculo del polinomio característico. Por ello evaluemos
 p(�) = det
 2424 2 1 12 3 23 3 4
 35� �24 1 0 00 1 00 0 1
 3535= det
 2424 2 1 12 3 23 3 4
 35�24 � 0 00 � 00 0 �
 3535= det
 24 2� � 1 12 3� � 23 3 4� �
 35= (2� �) [(3� �)(4� �)� (3)(2)]� (1) [(2)(4� �)� (3)(2)]+ (1) [(2)(3)� (3)(3� �)]= (2� �)
 �(�2 � 7�+ 12� 6
 �� [(8� 2�� 6] + [(6� 9 + 3�)]= (2� �)
 �(�2 � 7�+ 6
 �� (2� 2�) + (�3 + 3�)
 = 2�2 � 14�+ 12� �3 + 7�2 � 6�� 2 + 2�� 3 + 3�= ��3 + 9�2 � 15�+ 7
 o, en resumidas cuentas
 p(�) = ��3 + 9�2 � 15�+ 7
 El segundo paso es hallar los eigenvalores, que son las raices del polinomiocaracterístico. En este caso el polinomio es de grado tres y tiene coe�cientesenteros por lo que buscamos una raíz entre los divisores de 7 que son �1 y �7.Una evaluación explícita nos dice que
 p(1) = �1 + 9� 15 + 7 = 0
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 de modo que el primer eigenvalor encontrado es �1 = 1. Por ello el polinomio ppuede factorizarse como
 p(�) = (�� 1)q(�)
 donde q es un polinomio de grado dos. q puede ser hallado mediante división
 sintética
 24 -1 9 -15 7-1 8 -7
 -1 8 -7 0 1
 35 de modo queq(�) = ��2 + 8�� 7
 cuyas raices son
 �2;3 =�(8)�
 p(8)2 � (4)(�1)(�7)(2)(�1)
 =�8�
 p36
 �2 =�8� 6�2
 =
 �17
 y
 �1 = 1
 �2 = 1
 �3 = 7
 observando que el eigenvalor 1 es de multiplicidad 2.El siguiente paso es calcular los eigenvectores. Comencemos con �3 = 7. La
 ecuación de eigenvectores es24 2 1 12 3 23 3 4
 3524 xyz
 35 = 724 xyz
 35o
 2x+ y + z = 7x
 2x+ 3y + 2z = 7y
 3x+ 3y + 4z = 7z
 que es equivalente a
 �5x+ y + z = 02x� 4y + 2z = 03x+ 3y � 3z = 0
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 cuya matriz de coe�cientes es24 �5 1 12 �4 23 3 �3
 35 �24 �5 1 1
 2 �4 21 1 �1
 35�
 24 0 6 �40 �6 41 1 �1
 35�
 24 0 0 00 �6 41 1 �1
 35�
 24 0 0 00 �3 21 1 �1
 35�
 24 0 0 00 1 �2
 31 1 �1
 35�
 24 1 1 �10 1 �2
 30 0 0
 35�
 24 1 0 �13
 0 1 �23
 0 0 0
 35y un sistema equivalente al original es
 x� z
 3= 0
 y � 2z3= 0
 y como x, y son variables ligadas en tanto que z es la única variable libre
 (x; y; z) = (z
 3;2z
 3; z)
 por lo que, si tomo z = 3 (para evitar fracciones), una base para E7 seráf(1; 2; 3)g y dim(E7) = 1.A continuación tomamos el eigenvalor 1 (de multiplicidad dos).La ecuación de eigenvector es, en este caso24 2 1 1
 2 3 23 3 4
 3524 xyz
 35 = 124 xyz
 35
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 o
 2x+ y + z = x
 2x+ 3y + 2z = y
 3x+ 3y + 4z = z
 y pasando todo al lado izquierdo obtenemos el sistema homogéneo
 x+ y + z = 0
 2x+ 2y + 2z = 0
 3x+ 3y + 3z = 0
 cuya matriz de coe�cientes es24 1 1 12 2 23 3 3
 35 �24 1 1 11 1 11 1 1
 35�
 24 1 1 10 0 00 0 0
 35y un sistema equivalente es
 x+ y + z = 0
 aquí x es la única variable ligada, las variables libres son y y z. Por ello
 (x; y; z) = (�y � z; y; z)= (�y; y; 0) + (�z; 0; z)= y(�1; 1; 0) + z(�1; 0; 1)
 y una posible base para E1 sería f(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)g y dim(E1) = 2.Por todo esto, una base para R3 que sea eigenbase de A será
 � = f(1; 2; 3); (�1; 1; 0); (�1; 0; 1)g
 y si T es el operador cuya matriz es A (en alguna base no especi�cada �)entonces
 M�� (T ) =
 24 2 1 12 3 23 3 4
 35M�� (T ) =
 24 7 0 00 1 00 0 1
 35note que la última matriz es diagonal y contiene a los eigenvalores en el ordenelegido.
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 Por último, hay que calcular la matriz diagonalizadora. Para ello recuerdeque los vectores obtenidos (es decir (1; 2; 3); (�1; 1; 0); (�1; 0; 1)) contienen lascoordenadas de los eigenvectores en la base � (de la que no sabemos explícita-mente quién es). Por ello la matriz que contiene, como columnas, estos númeroses la matriz de transición P de la base � a la base �, en nuestro caso
 P =
 24 1 �1 �12 1 03 0 1
 35y podemos fácilmente corroborar que en efecto
 P�1AP
 =
 24 16
 16
 16
 � 13
 23 � 1
 3� 12 � 1
 212
 3524 2 1 12 3 23 3 4
 3524 1 �1 �12 1 03 0 1
 35=
 24 7 0 00 1 00 0 1
 35Por cierto, si le piden que compruebe una ecuación del tipo D = P�1AP mejorcompruebe la ecuación equivalente AP = PD, es más fácil (no hay que calcularninguna inversa).
 Comentario 181 De la ecuación p(�) = det(A� �I) podemos ver que p(0) =det(A) por lo que el término de grado cero del polinomio característico (términoindependiente) es igual al determinante. También puede demostrarse que, siA es de n � n, entonces el coe�ciente del término de grado n � 1 es igual a(�1)n+1tr(A).
 Comentario 182 Dado que la traza y el determinante no cambian bajo trans-formaciones de semejanza; si A es diagonalizable entonces su traza es la sumade sus eigenvalores y su determinante el producto. En realidad esto es ciertoaun sin la suposición de diagonalizabilidad para espacios complejos (toda matrizcompleja es semejante a una matriz triangular superior donde los elementos dela diagonal son los eigenvalores).
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 Interpretación geométricade las transformacioneslineales (II).
 Cuando la matriz de la transformación es M =
 �k 00 l
 �ya hemos visto
 que se trata de expansiones (o contracciones) por factores k y l en las direccionesx y y respectivamente. Notemos que esta matriz tiene eigenvalores precisamentek y l y que los eigenvectores son (0; 1) y (1; 0).
 Si la matriz es del tipoM =
 �a bb c
 �, es decir, una matriz simétrica, ocurre
 (ver sección siguiente) que M es diagonalizable y existe una matriz ortogonal Ptal que P�1MP es diagonal. Esto quiere decir que hay un sistema coordenado(dado por los eigenvectores de M) en el cual la transformación es del tipo M =�k 00 l
 �. Luego, toda matriz simétrica representa expansiones o contracciones
 con respecto a dos ejes perpendiculares.
 Los espejos, comoM =
 �0 11 0
 �, tienen dos eigenvectores perpendiculares,
 uno de los eigenvalores es 1 y el otro es �1, indicando que en la dirección delespejo nada cambia (linea invariante) y en la dirección perpendicular se cambiael signo (�se re�eja�).
 Mucho más interesantes son los cortes del tipo M =
 �1 �0 1
 �, estos op-
 eradores no son diagonalizables. Hay un sólo eigenvector ((1; 0) en este caso)y corresponde al eigenvalor 1. Decimos que hay tan sólo una línea invariante,es característica de los cortes el tener una línea (o plano en tres dimensiones)invariante. En cursos más avanzados una matriz como M se dice que está enforma de bloque de Jordan.
 165
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Parte VI
 Espacios con productointerior
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Capítulo 19
 Espacios con productointerior
 19.1. Motivación
 Todo estudiante seguramente conoce el producto �punto�o �escalar�que leenseñaron desde preparatoria. Es el producto que usamos en los cursos elemen-tales de física para calcular el trabajo hecho por una fuerza (W = ~F � ~d).Este producto se de�ne mediante
 ~a �~b =j ~a j j ~b j cos(�)
 donde j ~a jy j ~b j representan los tamaños de ~a y de ~b respectivamente y � es elángulo entre los dos vectoresAquí no podemos usar este enfoque porque:
 no se ha de�nido lo que signi�ca el tamaño de un vector
 no se ha de�nido lo que signi�ca el ángulo entre dos vectores.
 19.2. Concepto de producto interior
 De�nición 183 Decimos que V es un espacio con producto interior si es unespacio vectorial real (complejo) y hay una función
 h i : V � V ! R
 (h i : V � V ! C según el caso) que asocia con cada par de vectores a; b 2 V unnúmero real (complejo) ha; bi y que satisface los siguientes cuatro axiomas:
 1)Si a; b 2 V entonces ha; bi = hb; ai . La barra denota conjugación compleja.2)Si a; b; c 2 V entonces ha+ b; ci = ha; ci+ hb; ci3) Si a 2 V y � 2 C (o � 2 R ) entonces h�c; ai = �hc; ai4) Si a 2 V entonces ha; ai � 0. ha; ai = 0 si y sólo si a = 0.
 169
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 Notación 184 Los productos interiores pueden denotarse de diversas manerasamén de la ya explicada ha; bi, entre otras podemos mencionar (a j b), a � b,ha j bi y (a; b). Entiéndase que no es terriblemente importante cuál signo deagrupación usemos ( ()hi) o cuál separador empleemos (; j). Los signos de agru-pación < y > se conocen en inglés como �brackets� y (hasta donde sabemos)en español son �paréntesis angulares� (creemos que no se llaman ni llaves fgni corchetes [] ni comillas «» ). En estas notas usaremos preferentemente la no-tación ha; bi para los productos interiores. En los textos de mecánica cuánticase usa invariablemente la notación de Dirac ha j bi. Como sinónimos podemosusar productos internos y productos escalares, aunque hay que aclarar que al-gunos autores reservan este último nombre para el producto habitual en espaciosRn (que se verá en seguida).
 Comentario 185 En la mecánica cuántica el axioma tres tiene la forma: 3)Si a 2 V y k 2 C (o k 2 R ) entonces hc; kai = khc; ai. ¿no sería mejor usaren este curso las convenciones habituales en la mecánica cuántica, en donde elálgebra lineal tiene su más perfecta y acabada aplicación?. En lenguaje técnico;vamos a usar productos lineales con respecto a su primer factor y antilinealescon respecto al segundo, pero en mecánica cuántica los productos son siempreantilineales en el primer factor y lineales en el segundo.
 Comentario 186 Note que en esta sección es importante que los espacios seanespecí�camente reales o complejos. En las secciones anteriores casi todo eraválido para espacios sobre campos arbitrarios; pero en la de�nición del productointerior se usan la conjugación de complejos y el orden (�) en los reales.
 19.3. Ejemplos de productos interiores
 Ejemplo 187 Considere Rn y de�na
 ha; bi =nXi=1
 aibi
 si
 a = (a1; a2; :::an)
 b = (b1; b2; :::bn)
 Entonces:a) hb; ai =
 Pni=1 biai =
 Pni=1 aibi = ha; bi (note que hemos usado la conmuta-
 tividad del producto de números reales)
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 b) Si c = (c1; c2; :::cn) tendremos que
 ha+ b; ci =nXi=1
 (ai + bi)ci
 =nXi=1
 aici +nXi=1
 bici
 = ha; ci+ hb; ci
 c)si � 2 R
 h�a; bi =nXi=1
 (�ai)bi
 = �nXi=1
 aibi
 = �ha; bi
 d) claramente si a = 0 tendremos que
 ha; ai =nXi=1
 00
 = 0
 y, conversamente, si
 ha; ai = 0
 =
 nXi=1
 a2i
 pero la suma de números no negativos no puede ser cero a menos que todos lossumandos sean cero de modo que si ha; ai = 0 entonces ai = 0 8i y a = 0.Además, como
 Pni=1 a
 2i es la suma de términos no negativos, debe de satisfacerPn
 i=1 a2i � 0.
 Ejemplo 188 Análogamente, en Cn de�nimos
 ha; bi =nXi=1
 ai�bi
 si
 a = (a1; a2; :::an)
 b = (b1; b2; :::bn)
 y dejamos la demostración al lector. Note la barra de conjugación en la de�ni-ción.
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 Comentario 189 El producto interior en Rn puede escribirse como
 ha; bi = abT
 si pensamos que a y b son un vectores renglón. Alternativamente,
 ha; bi = bTa
 si pensamos que a y b son un vectores columna.
 Comentario 190 El producto en Cn puede escribirse como
 ha; bi = ab�
 si pensamos que a y b son un vectores renglón. Alternativamente,
 ha; bi = b�a
 si pensamos que a y b son un vectores columna.
 Ejemplo 191 En Pn un producto frecuente es el de�nido por
 hP (x); Q(x)i =Z b
 a
 P (x)Q(x)dx
 donde a y b son números reales �jos (a < b). Es un producto interior pues:a)
 hP (x); Q(x)i =Z b
 a
 P (x)Q(x)dx
 =
 Z b
 a
 Q(x)P (x)dx
 = hQ(x); P (x)i
 b)
 hkP (x); Q(x)i =Z b
 a
 kP (x)Q(x)dx
 = k
 Z b
 a
 P (x)Q(x)dx
 = khP (x); Q(x)i
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 c)
 hP (x) +Q(x); R(x)i =Z b
 a
 (P (x) +Q(x))R(x)dx
 =
 Z b
 a
 (P (x)R(x) +Q(x)R(x))dx
 =
 Z b
 a
 P (x)R(x)dx+
 Z b
 a
 Q(x)R(x)dx
 = hP (x); R(x)i+ hQ(x); R(x)i
 donde R(x) 2 Pn.d) Si P (x) = 0 claramente
 hP (x); P (x)i =Z b
 a
 0dx = 0
 y, conversamente, si
 hP (x); P (x)i = 0
 =
 Z b
 a
 P (x)2dx
 pero siendo los polinomios funciones continuas, la única manera de tener unaintegral cero para un integrando no negativo es que el integrando sea cero.Siendo el integrando no negativo, necesariamente se cumple que
 R baP (x)2dx � 0.
 Ejemplo 192 En espacios de matrices, digamosM�(m;n) un producto habituales el dado por
 hM;Ni = tr(MN�)
 y dejo al lector la demostración.
 19.4. Algunas propiedades de los productos in-teriores
 De los axiomas podemos obtener algunas propiedades básicas de los produc-tos interiores.
 Teorema 193 Sea V un espacio vectorial con un producto interior. Entonces:a) ha; b+ ci = ha; bi+ ha; ci para cualesquiera a,b y c 2 Vb) ha; �bi = �ha; bi para cualesquiera a,b 2 V y � escalar.c) ha; 0i = h0; ai = 0
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 Demostración. a)
 ha; b+ ci = hb+ c; ai= hb; ai+ hc; ai= hb; ai+ hc; ai= ha; bi+ ha; ci
 b)
 ha; �bi = h�b; ai= �hb; ai= �hb; ai= �ha; bi
 c) ha;�!0 i = ha; 0bi = 0ha; bi = 0 (b es cualquier vector, la demostración deh0; ai = 0 es similar)
 19.5. La desigualdad de Cauchy-Schwarz
 La llamada desigualdad de Cauchy-Schwarz juega un papel muy importantetanto en el álgebra lineal como en sus aplicaciones. En álgebra lineal está en elcorazón de muchas construcciones geométricas tales como las normas y distan-cias. En mecánica cuántica da lugar a las famosas relaciones de incertidumbrede Heisenberg.
 Teorema 194 Sea V un espacio vectorial complejo con un producto interior.Entonces para cualesquiera vectores a y b tenemos que
 j ha; bi j2� ha; aihb; bi
 y la igualdad se cumple si y sólo si los vectores son linealmente dependientes.
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 Demostración. Si b = 0 la desigualdad se cumple trivialmente. Suponga, pues,que b 6= 0 y considere la expresión
 � = ha� ha; bihb; bi b; a�ha; bihb; bi bi
 = ha; ai � ha; ha; bihb; bi bi � hha; bihb; bi b; ai
 + h ha; bihb; bi b;ha; bihb; bi bi
 = ha; ai � ha; bihb; bi ha; bi �ha; bihb; bi hb; ai
 +ha; bihb; bi
 ha; bihb; bi hb; bi
 = ha; ai � 2 ha; bihb; bi hb; ai+ha; bihb; bi hb; ai
 = ha; ai � ha; bihb; bi hb; ai
 pero � � 0 pues es el producto de un vector consigo mismo, por ello
 ha; ai � ha; bihb; bi hb; ai � 0
 ha; ai � ha; bihb; bi hb; ai
 ha; bihb; ai � ha; aihb; bij ha; bi j2� ha; aihb; bi
 demostrando la primera parte del teorema.Suponga ahora que
 j ha; bi j2= ha; aihb; bide las ecuaciones anteriores se ve que esto implica que
 ha� ha; bihb; bi b; a�ha; bihb; bi bi = 0
 y, por lo tanto, que
 a� ha; bihb; bi b = 0
 a =ha; bihb; bi b
 probando que fa; bg es dependiente.Conversamente, si fa; bg es dependiente, entonces a = �b para algún � y
 j h�b; bi j2=j � j2j hb; bi j2
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 y
 ha; aihb; bi = h�b; �bihb; bi= ��hb; bihb; bi=j � j2j hb; bi j2
 19.6. Normas
 ¡El tamaño si importa!
 19.6.1. motivación.
 En el producto escalar elemental a � b =j a jj b j cos(�) obtenemos para elcaso especial a = b que a � a =j a j2 por lo que
 j a j=pa � a
 y donde se entiende que tomamos la raíz positiva. Es decir, del producto podemosinferir el tamaño.
 19.6.2. Caso general.
 En un espacio vectorial con producto interior podemos de�nir la noción de�tamaño del vector�o norma.
 De�nición 195 Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los números realeso los números complejos. Por una norma en V entenderemos una función k � k :V ! R que asocia con cada vector x un número real kxk que cumple con lassiguientes propiedades:a) kxk � 0 8x 2 V y kxk = 0 si y sólo si x = 0.b) k xk =j   j kxk 8x 2 V y 8  2 F (algunos autores llaman a esto propiedadde homogeneidad).c) kx+ yk � kxk+ kyk (desigualdad del triángulo).
 De�nición 196 Un espacio vectorial V con una norma k � k se llama espacionormado.
 Ejemplo 197 En Cn y en Rn tenemos, como ejemplos de normas,
 k v kp="
 nXi=1
 (j vi j)p# 1p
 y, cuando p!1,k v k1= m�axfj vi jg
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 Si p = 1 tendremos
 k v k1=nXi=1
 (j vi j)
 En la norma k v kp cuando p = 2 tenemos la norma inducida por el productointerior habitual (ver el siguiente ejemplo).
 Ejercicio 198 Indague el signi�cado de la homogeneidad de la norma en elcaso de vectores geométricos en dos o tres dimensiones.
 En un espacio dado hay muchas normas posibles, sin embargo si el espacioestá equipado con un producto interior hay una norma especial que proviene delproducto, esta norma se llama �norma inducida por el producto interior�.
 De�nición 199 Sea V un espacio vectorial complejo con producto interior. Lanorma inducida por el producto interior se de�ne mediante:
 kxk =phx; xi
 (la raíz positiva).
 Ejemplo 200 En Rn, con el producto interno habitual, tenemos la norma in-ducida
 k v k="
 nXi=1
 (j vi j)2# 12
 que es una norma tipo k v kp con p = 2.
 Teorema 201 Sea V un espacio vectorial complejo con producto interior. Lanorma inducida por el producto interior es una norma.
 Demostración. a) De la de�nición se ve que kxk � 0. Si x = 0 kxk =ph0; 0i =p
 0 = 0 y. por último si kxk = 0 entonces hx; xi = 0 y x = 0.b)
 k xk =ph x;  xi
 =p  hx; xi
 =pj   j2 hx; xi
 =pj   j2
 pkxk2
 =j   j kxk

Page 190
                        

178 CAPÍTULO 19. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR
 c) Como
 kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi= hx; xi+ hx; yi+ hy; xi+ hy; yi= kxk2 + kyk2 + hy; xi+ hx; yi= kxk2 + kyk2 + hy; xi+ hy; xi= kxk2 + kyk2 + 2Re(hy; xi)� kxk2 + kyk2 + 2 j Re(hy; xi) j� kxk2 + kyk2 + 2 j hy; xi j� kxk2 + kyk2 + 2
 phy; yihx; xi
 = kxk2 + kyk2 + 2pkxk2kyk2
 = kxk2 + kyk2 + 2kxkkyk= (kxk+ kyk)2
 y por ello kx+ yk � kxk+ kykNo debe pensarse que toda norma en un espacio vectorial es inducida por
 un producto interior.Si se sabe que en un espacio real la norma es inducida por un producto
 interior, entonces puede inferirse cuál es el producto interior.
 Teorema 202 Sea V un espacio vectorial real con un producto interior. Sea kkla norma inducida por el producto interior. Entonces, para cualesquiera a; b enV tenemos que
 ha; bi = 1
 4
 �ka+ bk2 � ka� bk2
 �Demostración.
 ka+ bk2 = ha+ b; a+ bi= ha; ai+ ha; bi+ hb; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 + 2ha; bi
 y
 ka� bk2 = ha� b; a� bi= ha; ai � ha; bi � hb; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 � 2ha; bi
 por lo queka+ bk2 � ka� bk2 = 4ha; bi
 y
 ha; bi = 1
 4
 �ka+ bk2 � ka� bk2
 �
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 Teorema 203 Sea V un espacio vectorial complejo con un producto interior.Sea kk la norma inducida por el producto interior. Entonces, para cualesquieraa; b en V tenemos que
 ha; bi = 1
 4
 �ka+ bk2 � ka� bk2
 �+i
 4
 �ka+ ibk2 � ka� ibk2
 �Demostración.
 ka+ bk2 = ha+ b; a+ bi= ha; ai+ ha; bi+ hb; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 + 2Reha; bi
 ka� bk2 = ha� b; a� bi= ha; ai � ha; bi � hb; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 � 2Reha; bi
 ka+ ibk2 = ha+ ib; a+ ibi= ha; ai+ ha; ibi+ hib; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 + i [hb; ai � ha; bi]= kak2 + kbk2 + [2i] i Im(hb; ai)= kak2 + kbk2 � 2 Im(hb; ai)= kak2 + kbk2 + 2 Im(ha; bi)
 ka� ibk2 = ha� ib; a� ibi= ha; ai+ ha;�ibi+ h�ib; ai+ hb; bi= kak2 + kbk2 + iha; bi � ihb; ai= kak2 + kbk2 + i [ha; bi � hb; ai]= kak2 + kbk2 + i [2i Imha; bi]= kak2 + kbk2 � [2 Imha; bi]
 por lo que
 ha; bi = 1
 4
 �ka+ bk2 � ka� bk2
 �+i
 4
 �ka+ ibk2 � ka� ibk2
 �Estas fórmulas que dan los productos interiores se conocen como identidades
 de polarización.
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 Ejemplo 204 La norma k v k1= m�axfj vi jg no proviene de un productointerior pues, si este fuera el caso,
 19.7. Distancias (métricas)
 En un espacio V puede de�nirse la noción de distancia.Sea V un espacio vectorial, una distancia (o métrica) en V es una función
 d : V � V ! R que asocia con cada par x; y de vectores de V un número reald(x; y) que además satisface las siguientes condiciones:a) d(x; y) � 0 8x; y 2 V y d(x; y) = 0 si y sólo si x = y.b) d(x; y) = d(y; x) 8x; y 2 Vc) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) 8x; y; z 2 V (desigualdad del triángulo).
 De�nición 205 Un espacio vectorial V con una métrica d se llama espaciométrico.
 En general hay muchas maneras de de�nir una distancia en un espacio da-do. Sin embargo, si el espacio es normado, hay una métrica especial, llamada�métrica inducida por la norma�.
 De�nición 206 Si V es un espacio vectorial normado, entonces la distanciainducida por la norma es la función de�nida mediante:
 d(x; y) = kx� yk
 Teorema 207 Si V es un espacio vectorial normado, entonces las distanciainducida por la norma es una métrica.
 Demostración. a) Como d(x; y) = kx�yk tenemos (propiedades de las normas)que d(x; y) � 0. d(x; x) = kx � xk = k0k = 0. Además si d(x; y) = 0 entonceskx� yk = 0 y x� y = 0 y x = y.b) d(x; y) = kx� yk = ky � xk = d(y; x)c)
 d(x; y) = kx� yk= k (x� z) + (z � y) k � k (x� z) k+ k (z � y) k= d(x; z) + d(z; y)
 Cuando la norma es inducida por un producto interior, la métrica inducidapor esta norma se llama métrica inducida por el producto interior.Si se sabe que la metrica proviene de una norma, es posible reconstruir la
 norma si nos dan la métrica.
 Teorema 208 Sea V un espacio normado y sea d la métrica inducida por lanorma. Entonces, para todo a 2 V
 kak = d(a; 0)
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 Comentario 209 Hemos dado todas las demostraciones pensando en el casode un espacio vectorial complejo. Dejamos al lector la tarea de cerciorarse deque estas demostraciones siguen siendo válidas en el caso real.
 No debe pensarse que todas las métricas provienen de una norma.
 Ejemplo 210 Sea V un espacio vectorial. Para a; b 2 V de�na
 d(a; b) =
 �0 si a = b
 1 si a 6= b
 Entonces d(a; b) es una métrica en V .
 Ejemplo 211 La métrica del ejemplo anterior no puede provenir de una normapues, si este fuera el caso,
 kak = d(a; 0)
 y, para a 6= 0 y   6= 0
 k ak = d( a; 0) = 0 6=j   j kak
 19.8. Ángulos.
 En espacios vectoriales reales puede de�nirse la noción de ángulo, en espacioscomplejos generalmente no se utilizan los ángulos. Consideremos de nuevo laecuación a � b =j a j j b j cos(�) de donde podemos despejar
 cos(�) =a � b
 j a j j b j
 y de�nimos el ángulo entre los dos vectores a y b como el ángulo � 2 [0; �] quesatisface la equación anterior.Cuando � = �
 2 cos(�) = 0 y necesariamente a � b = 0 .
 19.9. Conjuntos ortogonales, normales y orto-normales
 Si un vector v en V tiene norma uno (kvk = 1) decimos que está normalizado(o que es unitario). Si kvk 6= 1 entonces podemos normalizarlo,esto es, obtenerun vector w que es un múltiplo de v pero kwk = 1 . Una manera simple de haceresto es multiplicando v por el número (kvk)�1 (suponiendo, por supuesto, quekvk 6= 0) pues
 k(kvk)�1vk = (kvk)�1kvk = 1
 De�nición 212 Un conjunto � = fv1; v2::vng se llama �normalizado�o �nor-mal� si kvik = 1 para i = 1; 2::n.
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 De�nición 213 Se dice que dos vectores v y w son ortogonales (perpendicu-lares) si hv; wi = 0 .
 De�nición 214 Se dice que un conjunto � = fv1; v2::vng es ortogonal si hvi; vji =0 para i 6= j.
 De�nición 215 Se dice que un conjunto � = fv1; v2::vng es ortonormal si esnormal y ortogonal, esto es, si
 hvi; vji = �ij
 para todo i; j = 1; 2::n.
 Comentario 216 Hemos usado en la de�nición precedente la llamada delta deKronecker. Es una función de�nida mediante
 �ij =
 �1 si i = j0 si i 6= j
 y donde i y j son enteros.
 De�nición 217 Se dice que un conjunto � = fv1; v2::vng es una base orto-normal si es ortonormal y es una base. Si el conjunto � es ortogonal pero nonormal, entonces se dice que es una base ortogonal.
 19.9.1. Los conjuntos ortogonales son independientes
 Teorema 218 Sea V un espacio vectorial con producto interior y S = fv1; v2:::vngun conjunto ortogonal de vectores no nulos. Entonces S es linealmente indepen-diente.
 Demostración.
 �1v1 + �2v2 + :::�nvn = 0
 h�1v1 + �2v2 + :::�nvn; vji = 0h�1v1; vji+ h�2v2; vji+ :::h�nvn; vji = 0�1hv1; vji+ �2hv2; vji+ :::�nhvn; vji = 0
 �jhvj ; vji = 0�jkvjk2 = 0
 �j = 0
 donde hemos usado la ortogonalidad y también el hecho de que vj 6= 0
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 19.9.2. expansión con respecto a una base ortonormal .
 Sea � = fv1; v2::vng una base ortonormal de un espacio vectorial V con unproducto interior. Si v 2 V entonces existen números c1, c2:::cn , únicos, y conla propiedad de que
 v =nXi=1
 civi
 Tomando los productos interiores hv; vki obtenemos
 hv; vki = hnXi=1
 civi; vki
 =nXi=1
 cihvi; vki
 =nXi=1
 ci�ik
 = ck
 de modo que
 v =nXi=1
 vihv; vii
 Si la base es ortogonal pero no ortonormal entonces
 v =nXi=1
 vihv; viihvi; vii
 =nXi=1
 vihv; viikvik2
 19.10. Matriz con respecto a una base ortonor-mal.
 Sean V y W espacios vectoriales, suponga que W tiene un producto interiorh; i y que � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2::wmg son bases de V yW respectivamente.Suponga que � es una base ortonormal.Si T : V ! W es una transformación lineal, ya hemos visto que como
 Tvi 2W existen números Mij tales que
 Tvj =mXi=1
 Mijwi
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 y tomando productos interiores
 hTvj ; whi = hmXi=1
 Mijwi; whi
 =mXi=1
 Mijhwi;whi
 =mXi=1
 Mij�ih
 =Mhj
 yMhj = hTvj ; whi
 En particular, cuando V =W y � = �
 Mhj = hTvj ; vhi
 y las matrices se pueden calcular de una manera extraordinariamente simple.
 19.11. Productos y cordenadas
 Sea V un espacio con producto interior y � = fv1; v2::vng una base ortonor-mal. Entonces si
 a =
 nXi=1
 aivi
 b =
 nXj=1
 bjvj
 tendremos que
 ha; bi =nXi=1
 nXj=1
 ai�bjhvi; vji
 =nXi=1
 nXj=1
 ai�bj�ij
 =nXi=1
 ai�bi
 = [b]��[a]�
 Pero note que [b]��[a]� es meramente el producto canónico en Cn.En Rn tendremos que
 ha; bi = [b]T� [a]� = [a]T� [b]�y [b]T� [a]� es el producto canónico en Rn.
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 19.12. complementos ortogonales
 De�nición 219 Sea V un espacio vectorial con un producto interior. Sea Wun subespacio de V . El complemento ortogonal de W se de�ne como el conjunto
 W? = fv 2 V j hv; wi = 0 8w 2Wg
 Teorema 220 Sea V un espacio vectorial con un producto interior. Sean Wun subespacio de V y W? el complemento ortogonal de W . Entonces W? es unsubespacio de V .
 Demostración. a) Claramente (de la de�nición) W? � Vb) Ciertamente 0 2W? pues h0; wi = 0 8w 2W y W? 6= �c) Si a; b 2 W? tendremos que ha;wi = 0 8w 2 W y hb; wi = 0 8w 2 W
 pero entonces ha+ b; wi = ha;wi+ hb; wi = 0 8w 2W y a+ b 2W?
 d) sea � un escalar. Entonces si a 2W? tendremos que ha;wi = 0 8w 2Wpero entonces h�a;wi = �ha;wi = 0 8w 2W y �a 2W?
 Teorema 221 Sea V un espacio vectorial con un producto interior. SeanW unsubespacio de V y W? el complemento ortogonal de W . Entonces dim(W?) =dim(V )� dim(W )
 Demostración. Sean k = dim(V ) , n = dim(W ) y A = fv1; v2:::vng unabase ortonormal de W . Extendemos esta base a una base ortonormal de VB = fv1; v2:::vn; vn+1; ::vkg. Aseveramos que los vectores fvn+1; ::vkg son unabase de W?. Como son parte de una base (para V ) son independientes. Ahoraveremos que generan W?. Sea x 2W?, como W? � V tendremos que
 x =kXi=1
 vihx; vii
 pero hx; vii = 0 para i = n+ 1:::k y
 x =kX
 i=n+1
 vihx; vii
 con lo que fvn+1; ::vkg generaW? y es una base. Por ello dim(W?) = dim(V )�dim(W )
 Comentario 222 En la práctica para ver que los vectores de un subespacio sonortogonales a TODOS los de otro basta con probar esto en una base, si hv; wii =0 para los vectores de una base fwi; w2; ::wng entonces para w =
 Pni=1  iwi
 tendremos que
 hv; wi = hv;nXi=1
 1wii =nXi=1
 ihv; wii = 0
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 19.13. Proyecciones
 Como motivación primeramente vamos a revisar los procedimientos elemen-tales usados en mecánica para proyectar vectores, luego abordamos el caso ab-starcto y general.
 19.13.1. Motivación
 Suponga que tenemos un vector ~a y que deseamos hallar su proyección enla dirección de otro vector ~b . Sea � el ángulo entre estos vectores, un vectorunitario (de norma 1 ) en la dirección de ~b es ~u =
 ~b
 j~bj. Del triángulo ( �gura) y
 por vil trigonometría tenemos que
 j �(~a) j=j ~a j cos(�)
 pero como
 ~a � ~u =j ~a jj ~u j cos(�)=j ~a j cos(�)
 tenemos que
 j �(~a) j= ~a � ~u
 y un vector de tamaño j �(~a) j en la dirección de ~u es
 �(~a) = ~a � ~u ~u
 =~a �~bj ~b j2
 ~b
 En la notación propia del álgebra lineal
 �(a) =ha; bikbk2 b
 y es esta expresión la que se generalizará a continuación.
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 19.13.2. Caso general
 Sean V un espacio vectorial con producto interior y W un subespacio deV . Si � = fw1; w2::wng es una base ortogonal de W de�nimos la proyecciónortogonal de v 2 V sobre el subespacio W como la transformación
 � : V ! V
 �(v) =nXi=1
 hv; wiihwi; wii
 wi
 Teorema 223 � es lineal.
 Demostración. Sean a; b 2 V y � un escalar. Entonces:a)
 �(a+ b) =nXi=1
 ha+ b; wiihwi; wii
 wi
 =nXi=1
 ha;wiihwi; wii
 wi +hb; wiihwi; wii
 wi
 =�(a) + �(b)
 b)
 �(�a) =
 nXi=1
 h�a;wiihwi; wii
 wi
 =nXi=1
 �ha;wiihwi; wii
 wi
 = �nXi=1
 ha;wiihwi; wii
 wi
 = ��(a)
 Ejemplo 224 Veamos cuál es el núcleo de �.
 x 2 N(�), �(x) = 0
 ,nXi=1
 hx;wiihwi; wii
 wi = 0
 , hx;wiihwi; wii
 = 0 8i
 , hx;wii = 0 8i
 y por ello, el núcleo de � es, ni más ni menos, W?.
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 Ejemplo 225 Ahora veamos cuál es la imagen de �. De la de�nición de �vemos que Im(�) �W . Pero del teorema de la dimensión
 dim(V ) = dim(N(�)) + dim(Im(�))
 dim(V ) = dim(W?) + dim(Im(�))
 dim(Im(�)) = dim(V )� dim(W?) = dim(W )
 de modo que Im(�) =W .
 Teorema 226 8v 2 V (v � �(v)) 2W?.
 Demostración.
 hv � �(v); wji= hv; wji � h�(v); wji
 = hv; wji � hnXi=1
 hv; wiihwi; wii
 wi; wji
 = hv; wji �nXi=1
 hv; wiihwi; wii
 hwi; wji
 = hv; wji � hv; wji = 0
 y v � �(v) es ortogonal a todos los vectores de la base ortogonal deW . Por ellov��(v) es ortogonal a todos los vectores deW (pues son combinaciones linealesde los vectores de �).Este teorema tiene una interpretación importante. Llamemos w0 = v � �(v)
 de modo que v = �(v)+w0 y tenemos a v expresado como la suma de un vectoren W (�(v)) y uno en W?.Los proyectores (otro nombre para las proyecciones) son idempotentes:
 Teorema 227 Sea � : V ! V una proyección ortogonal. Entonces �2 = �.Dejamos la demostración al lector. Un operador con esta propiedad es llamado�idempotente.�
 Comentario 228 De la de�nición de proyector puede verse que cada uno delos vectores wi es un eigenvector de � con eigenvalor 1. Análogamente, cadauno de los vectores de cualquier base de W? es eigenvector de � con eigenvalor0. Los eigenvalores de � son 1 o 0. Dejamos al lector convencerse de que losproyectores son diagonalizables.
 19.14. Mejor aproximación.
 Damos, sin demostración, el siguiente resultado:
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 Teorema 229 (de �la mejor aproximación�, también �teorema de proyección�).Sea V un espacio vectorial con producto interior y con la norma inducida kxk =phx; xi. Sea W un subespacio de V con una base ortogonal � = fw1; w2::wng:
 Entonces para cualquier v 2 V �(v) es el único punto en W más cercano a vy kv � �(v)k es la distancia de v a W en el sentido de que �(v) está en W ykv � �(v)k � kv � wk para todo w 2W .
 Ejemplo 230 Considere V = R3 (con el producto interior habitual) y W elespacio generado por fv1; v2g donde v1 = (0; 1; 0) y v2 = (� 4
 5 ; 0;35 ). ¿cuál es el
 vector de W más cercano a u = (1; 1; 1)?Calculemos
 �(u) =hu; v1ihv1; v1i
 v1 +hu; v2ihv2; v2i
 v2
 =(1)
 (1)v1 �
 (� 15 )
 (1)v2
 = (0; 1; 0)� 15(�45; 0;
 3
 5)
 = (4
 25; 1;� 3
 25)
 Si llamamos w a
 w = u� �(u)
 = (1; 1; 1)� ( 425; 1;� 3
 25)
 = (21
 25; 0;
 28
 25)
 y
 u = (4
 25; 1;� 3
 25) + (
 21
 25; 0;
 28
 25)
 que es la suma de un vector en W y otro en W?.
 19.15. Método de Gram-Schmidt
 Es un método que nos dice cómo obtener bases ortogonales de un espaciotomando como punto de partida alguna base.
 19.15.1. Formulación del problema.
 Sea V un espacio vectorial con producto interior y sea � = fv1; v2:::vnguna base no-ortogonal. Lo que se desea es construir explícitamente una base� = fw1; w2:::wng que sea ortogonal.
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 19.15.2. Idea básica
 La idea tras el método (o algoritmo) de Gram-Schmidt es comenzar tomandow1 = v1. No podemos tomar w2 = v2 pues, en general, v2 no va a ser ortogonala v1. Por ello tomamos mejor w2 como v2 menos su proyección sobre el espaciogenerado por w1. De lo dicho en secciones anteriores, este vector sí será ortogonala w1. Por ello ya tendremos un conjunto ortogonal fw1; w2g. El siguiente paso estomar w3 como v3 menos su proyección sobre el espacio generado por fw1; w2gy así hasta acabar con una base ortogonal fw1; w2:::wng.
 19.15.3. Formulación explícita
 En términos matemáticos,
 w1 = v1
 w2 = v2 �hv2; w1ihw1; w1i
 w1
 w3 = v3 �hv3; w1ihw1; w1i
 w1 �hv3; w2ihw2; w2i
 w2
 ...
 wk = vk �k�1Xi=1
 hvk; wiihwi; wii
 wi
 ...
 wn = vn �n�1Xi=1
 hvn; wiihwi; wii
 wi
 Una base ortonormal puede obtenerse normalizando �.
 Ejemplo 231 Considere el subespacio de R3 generado por f(1; 0; 2); (0; 1; 3)g,hallar una base ortogonal de dicho subespacio, usando el producto interior ha-bitual en R3.Usando el método de Gram-Schmidt
 w1 = (1; 0; 2)
 w2 = (0; 1; 3)�h(0; 1; 3); (1; 0; 2)ih(1; 0; 2); (1; 0; 2)i (1; 0; 2)
 = (0; 1; 3)� 65(1; 0; 2)
 =1
 5[(0; 5; 15)� (6; 0; 12)]
 =1
 5(�6; 5; 3)
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Capítulo 20
 Cuadrados mínimos.
 20.0.4. motivación
 Una ecuación de la formaAx = y
 donde A es una matriz de m� n , x es de n� 1 y y es de m� 1, puede:
 no tener soluciones
 tener una solución única
 tener un número in�nito de soluciones
 Sin embargo a veces lo que nos interesa es saber cuál es la x que más seacerca a ser una solución de la ecuación. Esto es relevante en contextos dondehay errores experimentales en las medidas, quizá en sentido estricto no haya unasolución.Por ello nos planteamos el problema de hallar x0 tal que
 kAx0 � yk2 � kAx� yk2
 para cualquier x. Esto es lo que se llama problema de cuadrados mínimos.
 20.0.5. Teoría
 Podemos razonarlo de la siguiente manera:
 Ax0 está en el espacio columna de A, col(A)
 por ello, la pregunta es equivalente a inquirir cuál es el vector de col(A)más cercano a y
 pero por el teorema de la proyección sabemos que ese vector es la proyec-ción de y sobre col(A) de modo que Ax0 = �col(A)(y)
 191
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192 CAPÍTULO 20. CUADRADOS MÍNIMOS.
 además sabemos que y � Ax0 es perpendicular a todo col(A) y por elloperpendicular a Ax para cualquier x
 entonces hy �Ax0; Axi = 0 para todo x
 y se sigue que hy;Axi = hAx0; Axi
 note que hx; yi = xT y por lo que hAx; yi = (Ax)T y = xTAT y = xT (AT y) =hx;AT yi
 y hAT y; xi = hATAx0; xi
 como esto vale para toda x tenemos que
 AT y = ATAx0
 es la condición a satisfacerse. Este resultado suele llamarse �ecuacionesnormales�para el problema de cuadrados mínimos.
 Cuando ATA es invertible,
 x0 =�ATA
 ��1AT y
 da la solución al problema.
 Comentario 232 Una mnemotecnia: Si el problema es Ax � y entoncesATAx = AT y , es decir, multiplique ambos miembros de Ax � y por la izquier-da por AT y cambie el signo de �aproximadamente igual�� por el de igualdad=.
 Ejemplo 233 Considere el problema lineal inhomogéneo
 Ax = b
 donde
 A =
 0@ 4 00 21 1
 1Ab =
 0@ 2011
 1Ay primero veamos si podemos resolverlo por los métodos habituales.La matriz aumentada es
 Au =
 0@ 4 0 20 2 01 1 11
 1A
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 cuya forma escalonada reducida por renglones es
 0@ 1 0 00 1 00 0 1
 1Aindicando que el sistema es inconsistente (¿recuerda Usted que la huella digitalde un sistema incompatible es el tener un uno delantero en la columna del tér-mino inhomogéneo?).Sin embargo tiene solución en el sentido de mínimos cuadrados. Usando lasecuaciones normales
 ATA =
 �17 11 5
 �AT b =
 �1911
 �
 y por ello, la solución óptima x0 será
 x0 =�ATA
 ��1AT b
 =
 �584 � 1
 84� 184
 1784
 ��1911
 �=
 �12
 �
 20.1. Aplicaciones
 Una aplicación importante surge cuando deseamos �ajustar�alguna curva aun conjunto de datos.
 Suponga que tenemos una serie de datos (xi; yi) (i = 1; 2:::n) y que sospechamosque representan (con cierto error experimental) una línea recta y = mx+ b.
 Para cada xi de�nimos el residual como yi� (mxi+ b) y el problema aquí esencontrar la m y la b que minimizan la suma de los cuadrados de los residuales.
 Si los residuales fueran cero
 yi = (mxi + b)
 que se puede reescribir en forma matricial como (consideramos aquí a m y bcomo las incógnitas)
 AX = Y
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194 CAPÍTULO 20. CUADRADOS MÍNIMOS.
 donde
 X =
 �bm
 �
 A =
 0BBB@1 x11 x2...
 ...1 xn
 1CCCA
 Y =
 [email protected]
 1CCCAecuación que podemos resolver en el sentido de cuadrados mínimos con las
 ecuaciones normales.
 Con tres datos tendríamos
 Y =
 0@ y1y2y3
 1A
 A =
 0@ 1 x11 x21 x3
 1AAT =
 �1 1 1x1 x2 x3
 �ATA =
 �3 x1 + x2 + x3
 x1 + x2 + x3 x21 + x22 + x
 23
 �ATAX =
 �3b+m (x1 + x2 + x3)
 b (x1 + x2 + x3) +m�x21 + x
 22 + x
 23
 � �y
 ATY =
 �y1 + y2 + y3
 x1y1 + x2y2 + x3y3
 �de modo que
 3b+m (x1 + x2 + x3) = y1 + y2 + y3
 b (x1 + x2 + x3) +m�x21 + x
 22 + x
 23
 �= x1y1 + x2y2 + x3y3
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 y, generalizando,
 nb+mnXi=1
 xi =nXi=1
 yi
 bnXi=1
 xi +mnXi=1
 x2i =nXi=1
 xiyi
 tenemos las ecuaciones normales para este caso.
 20.1.1. usando un poco de cálculo
 AX =
 0BBB@b+mx1b+mx2
 ...b+mxn
 1CCCA
 AX � Y =
 0BBB@b+mx1 � y1b+mx2 � y2
 ...b+mxn � yn
 1CCCA� = kAX � Y k2 =
 nXi=1
 (b+mxi � yi)2
 (hemos llamado � al �residual� kAX � Y k2) y por lo tanto minimizaremos �cuando
 @�
 @b= 0
 @�
 @m= 0
 o seanXi=1
 2 (b+mxi � yi) = 0
 nXi=1
 2 (b+mxi � yi)xi = 0
 y
 nb+mnXi=1
 xi =nXi=1
 yi
 bnXi=1
 xi +mnXi=1
 x2i =nXi=1
 xiyi
 exactamente igual que en el cálculo puramente algebraico.
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 20.1.2. otros comentarios
 No entiendo porqué el concepto de pseudoinversa no es parte del curso.Una solución al problema
 Ax � y
 de cuadrados mínimos esx0 = Ayy
 donde Ay es la pseudoinversa (de Moore-Penrose) de A. Además como
 Ax0 = AAyy = �col(A)(y)
 tenemos que�col(A) = AAy
 Otra manera de enfocar el problema de los cuadrados mínimos es mediantela descomposición QR, que puede verse como una pequeña modi�cación delmétodo de Gram-Schmidt.Una medida de qué tan bueno fue el ajuste está dada por
 � = kAX � Y k2
 si � fuera cero tendríamos, entonces una solución exacta. Una � pequeña indicaun buén ajuste en tanto que grandes valores de � señalan un pobre ajuste.
 20.1.3. un caso general y típico
 Suponga usted que hemos medido una serie de parejas (xi; yi) con i = 1:::ny que sospechamos que son puntos que, salvo los inevitables errores experimen-tales, son descritos por un polinomio de grado m, a saber
 y = a0 + a1x+ a2x2:::amx
 m
 Si no hubiera errores, tendríamos que
 a0 + a1xi + a2x2i :::amx
 mi = yi
 para toda i. Pero este sistema de ecuaciones se puede re-escribir en forma vec-torial como
 a0
 26664x01x02...x0n
 37775+ a126664x11x12...x1n
 37775+ a226664x21x22...x2n
 37775+ :::am26664xm1xm2...xmn
 37775 =26664y1y2...yn
 37775y en forma matricial como26664
 1 x11 � � � xm11 x12 � � � xm2...
 ... � � �...
 1 x1n � � � xmn
 3777526664
 a0a1...am
 37775 =26664y1y2...yn
 37775
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 y si de�nimos
 A =
 266641 x11 � � � xm11 x12 � � � xm2...
 ... � � �...
 1 x1n � � � xmn
 37775
 a =
 26664a0a1...am
 37775
 y =
 26664y1y2...yn
 37775la ecuación exacta sería
 Aa = Y
 Pero como hemos señalado, en presencias de errores esta ecuación no tiene(en general) solución exacta y buscamos la mejor aproximación del tipo
 Aa � Y
 y sabemos que esta mejor aproximación está dada por las ecuaciones normales
 ATAa = ATY
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Parte VII
 Operadores lineales enespacios con producto
 interior.
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Capítulo 21
 Espacios duales.
 Hay diversos procesos que dan lugar a nuevos espacios vectoriales, por ejem-plo:
 Dado un espacio V podemos preguntarnos por sus subespacios.
 Dados dos subespacios W y de V podemos formar el nuevo espacioW \ .
 Dado el subespacioW de V (donde V tiene un producto interior) podemosformar el nuevo espacio W?.
 Ahora veremos que dado un espacio V siempre podemos formar otro,llamado espacio dual y denotado mediante V �.
 Sea V un espacio vectorial sobre el campo F . Una funcional lineal en V esuna función � : V ! F que es lineal, es decir:
 �(x+ y) = �(x) + �(y) 8x; y 2 V .
 �(�x) = ��(x) 8x 2 V 8� 2 F .
 En el conjunto V � de todas las funcionales lineales en V de�nimos una sumade funcionales y un producto de funcionales por números de F mediante:
 (�+ ) (x) = �(x) + (x)
 (��)(x) = �(�(x))
 Es fácil ver (y esperamos que el lector lo compruebe con cuidado) que V �,equipado con esta suma y este producto por números es un espacio vectorialsobre F .El �cero�del espacio es la funcional 0̂ tal que 0̂(v) = 0 8v 2 V .El �negativo� de � 2 V � es la funcional � � de�nida como (��)(v) =
 �(�(v)).
 201
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 Teorema 234 Sea V un espacio vectorial sobre el campo F . El conjunto V � detodas las funcionales lineales en V con las operaciones de�nidas anteriormente,es un espacio vectorial sobre el campo F .
 Este espacio V � recibe el nombre de espacio dual de V . Note que en laliteratura a veces se abrevia y en vez de decir funcional lineal se dice funcional.Las funcionales lineales también se conocen como �formas lineales�o, simple-
 mente, �formas�(pero note que en matemáticas hay también formas alternantes,bilineales, multilineales, simétricas, sesquilineales y cuadráticas). A los vectoresde V � algunos autores los llaman co-vectores o, vectores duales o, incluso, vec-tores recíprocos.
 Ejercicio 235 Pruebe el teorema.
 Cuando F = C de�nimos una funcional antilineal en V como una funciónV � : V ! C tal que
 �(x+ y) = �(x) + �(y) 8x; y 2 V .
 �(�x) = ��(x) 8x 2 V 8� 2 C.
 Exactamente como en el caso de las funcionales lineales, podemos de�nir lasuma de funcionales antilineales y la multiplicación de funcionales antilinealespor números complejos, a saber:
 (�+ ) (x) = �(x) + (x)
 (��)(x) = �(�(x))
 Es también fácil ver que el conjunto de todas las funcionales antilineales enV con esta suma y este producto por números es un espacio vectorial complejo.
 Ejercicio 236 pruebe que el conjunto de todas las funcionales antilineales enV equipado con la suma y el producto por números que se de�nieron arriba, esun espacio vectorial sobre C.
 21.0.4. ejemplos de funcionales.
 Ejemplo 237 En Rn la proyección �i : Rn ! R dada por
 �i(x1; x2:::xn) = xi
 es una funcional lineal.
 Ejemplo 238 considere el espacio F de todas las funciones reales de�nidas enel intervalo [a; b] y sea x0 2 [a; b] . El mapeo que asigna a f 2 F el númerof(x0) es una funcional lineal en F . En términos más formales, g 2 F� es unmapeo g : F ! R tal que para f 2 F g(f) = f(x0). Claramente g(f + h) =(f + h)(x0) = f(x0) + h(x0) = g(f) + g(h) para cualesquiera f; h 2 F .

Page 215
                        

203
 Ejemplo 239 SiF1 es el subespacio de F formado por aquellas funciones en Fque son diferenciables, el mapeo g : F1 ! R tal que para f 2 F1 g(f) = df
 dx (x0)es una funcional lineal en F1 .Ejemplo 240 Si F2 es el subespacio de F formado por aquellas funciones enF que son integrables en [a; b], el mapeo g : F2 ! R tal que para f 2 F2g(f) =
 R baf(x)dx es una funcional lineal en F2.
 Ejemplo 241 En M(n; n) la función traza es una funcional lineal.
 21.0.5. una base del espacio dual.
 Sea V un espacio vectorial de dimensión �nita y � = fv1; v2:::vng una base.Las funcionales lineales, al igual que cualquier otra transformación lineal, quedan�jas una vez que se da su acción sobre una base; de�namos pues las funcionaleslineales v�i (i = 1::n) mediante
 v�i (vj) = �ij
 Veamos ahora que estas funcionales forman un conjunto linealmente inde-pendiente:Sea
 nXi=1
 civ�i = 0
 entonces "nXi=1
 civ�i
 #vj = [0] vj = 0
 ynXi=1
 ci [v�i ] vj = 0
 onXi=1
 ci�ij = 0
 y, �nalmente cj = 0 para toda j.Por otro lado el conjunto �� = fv�1 ; v�2 :::v�ng genera V �. Sea � 2 V �. Con-
 sidere la funcional
 =nXi=1
 �(vi)v�i
 claramente
 (vj) =nXi=1
 �(vi)v�i (vj)
 =nXi=1
 �(vi)�ij
 = �(vj)
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 y = � de modo que cualquier 2 V � es combinación lineal de los vectoresde ��.Por ello �� es una base de V �, además vemos que dim(V �) = dim(V ).La base �� se llama base dual de �.Un sencillo cálculo muestra que si
 v =nXi=1
 civi
 entoncesv�j (v) = cj
 y
 v =nXi=1
 v�j (v)vj
 Estas fórmulas son tan importantes y útiles que vamos a ponerlas juntas en uncuadro
 v =
 nXi=1
 v�j (v)vi
 � =nXi=1
 �(vi)v�i
 21.1. productos interiores y espacios duales
 Hay una conexión entre los espacios duales y los productos interiores.En primer lugar, dado un vector v 2 V podemos de�nir una funcional lineal
 mediante�(x) = hx; vi
 y dejamos al lector la comprobación de que � es una funcional lineal.Conversamente, vamos a ver que si 2 V � entonces existirá algún v 2 V
 tal que (x) = hx; vi.Para ello notemos que una funcional lineal, siendo una transformación lineal,
 queda �ja una vez que damos su efecto en una base. Sea pues � = fv1; v2::vnguna base ortonormal de V . Claramente si
 x =nXi=1
 civi
 entonces
 (x) =
 nXi=1
 xivi
 !=
 nXi=1
 xi (vi)
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 De�na ahora
 v =nXi=1
 [ (vi)]�vi
 Un cálculo sencillo revela que
 hx; vi = hx;nXi=1
 [ (vi)]�vii
 =nXi=1
 [ (vi)] hx; vii
 =nXi=1
 [ (vi)]xi
 yhx; vi = (x)
 En palabras, a cada vector v le corresponde una funcional �(x) = hx; vi ya cada funcional le corresponde un vector v =
 Pni=1 [ (vi)]
 �vi (cuidado:aquí
 el símbolo � es conjugación y no dualización). El vector v que le corresponde auna funcional es único pues si v0 fuera otro vector con las mismas propiedadesque v tendríamos que
 hx; vi = hx; v0i
 yhx; v � v0i = 0
 para todo x 2 V . Por ello v = v0.Dicho de otra manera, V y V � son isomorfos. Esto ya lo sabíamos dado que
 tienen la misma dimensión.
 Teorema 242 Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión �nita y conun producto interior. Entonces V y V � son isomorfos.
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Capítulo 22
 Operadores adjuntos
 Sean V un espacio vectorial sobre F de dimensión �nita con producto interiory T : V ! V un operador lineal.Considere la expresión
 �a : V ! F
 �a(x) = hT (x); ai
 Claramente �a es lineal para cualquier a 2 V . Por ello existe un (único)vector a 2 V tal que
 �a(x) = hT (x); ai = hx; ai
 Ahora prestemos atención al mapeo
 T � : V ! V
 a 7! a
 aseveramos que es un mapeo lineal, es decir, un operador lineal. Este mapeorecibe el nombre de adjunto de T , también a veces se le llama mapeo dual. Noteque la palabra adjunto o adjunta es ambigua. En teoría de matrices se suelellamar adjunta de A a la matríz Ay que tiene la propiedad de que AAy = AyA =det(A)I. Algunos autores, para resolver la confusión, llaman a Ay �adjuntaclásica�y a veces �adyugada�.Por la de�nición de T � vemos que
 hT (x); ai = hx; ai= hx; T �(a)i
 ecuación básica para deducir las propiedades de los adjuntos.Para ver que el adjunto es lineal considere
 207
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 hT (x); a+ bi = hT (x); ai+ hT (x); bi= hx; T �(a)i+ hx; T �(b)i= hx; T �(a) + T �(b)i= hx; T �(a+ b)i
 y por ello para todo x 2 V
 hx; T �(a+ b)� (T �(a) + T �(b))i = 0
 implicando que
 T �(a+ b) = (T �(a) + T �(b))
 Análogamente como
 hT (x); �bi = �hT (x); bi= �hx; T �(b)i= hx; �T �(b)i= hx; T �(�b)i
 tenemos que para todo x 2 V
 hx; T �(�b)� �T �(b)i = 0
 y
 T �(�b) = �T �(b)
 Por ello llamamos a T � operador (lineal) adjunto a T .
 22.1. Matriz del operador adjunto con respectoa una base ortonormal.
 Sea V un espacio vectorial (real o complejo) con producto interior, T : V !V un operador lineal y � = fv1; v2::vng una base ortonormal de V . Sean M =M�� (T ) y N =M�
 � (T�). Tal y como ya hemos visto
 T (vj) =
 nXi=1
 Mijvi
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 por lo que
 hT (vj); vki = hnXi=1
 Mijvi; vki
 =nXi=1
 Mijhvi; vki
 =nXi=1
 Mij�ik
 =Mkj
 Exactamente lo mismo ocurre para T � y
 hT �(vj); vki = hnXi=1
 Nijvi; vki
 =
 nXi=1
 Nijhvi; vki
 =nXi=1
 Nij�ik
 = Nkj
 pero, por la de�nición de adjunto,
 Nkj = hT �(vj); vki= hvj ; T (vk)i= hT (vk); vji=M jk
 y las matrices M y N son conjugadas transpuestas (adjuntas) una de la otra.En la notación habitual
 M�� (T
 �) = [M�� (T )]
 �
 donde � en la izquierda quiere decir �adjunta del operador�y la � en la derechaquiere decir �transpuesta conjugada�.
 22.2. Propiedades del adjunto
 De la de�nición de adjunto se sigue que:
 (T �)� = T (idempotencia).Demostración: Como ha; T (b)i = hT �(a); bi tenemos que el adjunto deT �ha de ser T .
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 (T +R)� = T � +R� (para cualesquiera operadores T;R : V ! V )Demostración: ha; (T +R)(b)i = ha; T (b) +R(b)i = ha; T (b)i+ ha;R(b)i =hT �(A); bi+ hR�(b); ai = h(T � +R�)(a); bi de donde (T +R)� = T � +R�.
 (S � T )� = T � � S� (si T : V !W y S :W ! )Demostración: ha; (S�T )(a)i = ha; S(T (b))i = hS�(a); T (b)i = hT �(S�(a)); (b)i= h(T � � S�)(a); bi de donde se sigue que (S � T )� = T � � S�.
 (�T )� = �T � para cualquier operador lineal T y cualquier número �Demostración: ha; (�T )(b)i = ha; �T (b)i = �ha; T (b)i = �hT �(a); bi =h��T �(a); bi de dondese sigue que (�T )� = �T �.
 I�V = IVDemostración: ha; IV bi = ha; bi = hIV a; bi con lo que I�V = IV .
 A continuación suponga que x 2 N(T ) de modo que T (x) = 0. Para cualquiery 2 V tendremos que
 0 = hy; 0i= hy; T (x)i= hT �y; xi
 de modo que T �y es ortogonal a cualquier elemento de N(T ) y por ello
 Im(T �) = [N(T )]?
 y, análogamente[Im(T �)]
 ?= N(T )
 e intercambiando los roles de T y T � (recuerde que la adjunción es idempotente).En resumidas cuentas:
 Im(T ) = [N(T �)]?
 [Im(T )]?= N(T �)
 22.3. regla de correspondencia del adjunto
 A veces tenemos un operador lineal T y se nos pide la regla de correspon-dencia de su adjunto T �.
 Ejemplo 243 Considere el espacio R2 equipado con el producto interior ordi-nario. Si T : R2 ! R2 está dado por
 T (x; y) = (2x+ y; x� y)
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 podemos preguntarnos cuál es la regla de correspondencia de
 T � : R2 ! R2
 en cuyo caso tendremos que
 h(u; v); T (x; y)i = h(u; v); (2x+ y; x� y)i= u(2x+ y) + v(x� y)= (2u+ v)x+ (u� v)y= h(2u+ v; u� v); (x; y)i= hT �(u; v); (x; y)i
 con lo queT �(u; v) = (2u+ v; u� v)
 yT � = T
 Una manera más sistemática de resolver estos problemas comprende los sigu-ientes pasos:
 equipe su espacio con una base ortonormal �.
 calcule la matriz M�� (T )
 por lo señalado arriba, la matriz M�� (T
 �) está dada por la transpuestaconjugada (adjunta) de M�
 � (T )
 teniendoM�� (T
 �) es fácil deducir la regla de correspondencia de T � usandoel hecho de que [T �(v)]� =M�
 � (T�)[v]�.
 Es posible también seguir una variante: Sea � = fv1; v2::vng una base orto-normal de V , entonces
 T �(x) =nXi=1
 hT �(x); viivi
 =nXi=1
 hx; T (vi)ivi
 fórmula que nos permite calcular T �(x). Por supuesto, ambos métodos son en-teramente equivalentes.
 Ejemplo 244 Para el ejemplo anterior, en la base canónica, la matriz de T es
 M(T ) =
 �2 11 �1
 �con lo que la matriz de T � es la misma que la de T (pues M(T ) es simétrica).Por ello T � = T .
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 22.4. ¿y si la base no era ortonormal?
 Si la base dada no es ortonormal podríamos ortogonalizarla mediante Gram-Schmidt, lo cual es bastante engorroso. Veamos en esta sección algunos métodosútiles en general.Supongamos, pues, que V es un espacio vectorial (complejo, por simplicidad,
 consideraciones similares se aplican en el caso real) con producto interior, T :V ! V un operador lineal y � = fv1; v2::vng una base arbitraria de V . SeanM =M�
 � (T ) y N =M�� (T
 �).Observemos que, para x, y 2 V si
 x =nXi=1
 xivi
 y =
 nXj=1
 yjvj
 entonces
 hx; yi = hnXi=1
 xivi;nXj=1
 yjvji
 =nXi=1
 nXj=1
 xi�yjhvi; vji
 y si de�nimos una matriz g mediante gij=hvi; vji tendremos que
 hx; yi = [x]T�g[y]�
 Por ello,hx; Tyi = [x]T�gM [y]� = [x]T�gM [y]�
 en tanto quehT �x; yi = (N [x]�)T g[y]� = [x]
 T�N
 T g[y]�
 por lo que concluimos que (dado que estas ecuaciones valen para cualesquiera xy y)
 gM = NT g
 y
 NT = gMg�1
 N =�g�1
 �T �M�TgT
 = g�1MgT
 oN = g�1MT g
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 en donde usamos el hecho de que gT = g y el hecho (que no vamos a demostrar)de que g es no-singular. De este modo podemos inferir N a partir de M aunquela base no sea ortonormal.La matriz g suele llamarse �matriz de Gram de la base�y en relatividad y
 cristalografía recibe el nombre de �tensor métrico�.En el caso real la relación entre M y N es:
 N = g�1MT g
 note que si la base era ortonormal entonces g = I y N =M� como antes.
 22.5. Un ejemplo completo
 Considere el espacio P2 de los polinomios de grado menor o igual a dos concoe�cientes reales y en donde se ha de�nido el producto interior
 hP;Qi = a0b0 + a1b1 + a2b2
 para
 P (x) = a0 + a1x+ a2x2
 Q(x) = b0 + b1x+ b2x2
 Considere también el operador D : P2 ! P2 (derivación) dado por
 D(P (x)) =dP (x)
 dx
 Encuentre la matriz asociada a D y a su adjunta D� si:
 1. la base es � = f1; x; x2g
 2. la base es � = f� 12x+
 12x
 2;�1 + x2; 12x+12x
 2g
 3. Dar la regla de correspondencia de D�.
 Para la primera parte calculamos
 D(1) = 0 = (0)1 + (0)x+ (0)x2
 D(x) = 1 = (1)1 + (0)x+ (0)x2
 D(x2) = 2x = (0)1 + (2)x+ (0)x2
 de modo que
 M�� (D) =
 24 0 1 00 0 20 0 0
 35
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 Ahora bien, la base � es ortonormal pues
 h1; 1i = 1hx; xi = 1
 hx2; x2i = 1h1; xi = hx; 1i = 0h1; x2i = hx2; 1i = 0hx; x2i = hx2; xi = 0
 por lo que la matriz de D� será simplemente la transpuesta de la de D y
 M�� (D
 �) =
 24 0 0 01 0 00 2 0
 35Para la segunda parte del ejercicio comencemos calculando la matriz de D
 en la base �.
 D(�12x+
 1
 2x2) = �1
 2+ x
 D(�1 + x2) = 2x
 D(1
 2x+
 1
 2x2) =
 1
 2+ x
 y al expresar estos resultados en la base � tendremos que
 �12+ x =
 ��32
 ���12x+
 1
 2x2�+
 �1
 2
 ���1 + x2
 �+
 �1
 2
 ��1
 2x+
 1
 2x2�
 2x = (�2)��12x+
 1
 2x2�+ (0)
 ��1 + x2
 �+ (2)
 �1
 2x+
 1
 2x2�
 1
 2+ x =
 ��12
 ���12x+
 1
 2x2�+
 ��12
 ���1 + x2
 �+
 �3
 2
 ��1
 2x+
 1
 2x2�
 por lo que
 M�� (D) =
 24 � 32 �2 � 1
 212 0 � 1
 212 2 3
 2
 35 = 1
 2
 24 �3 �4 �11 0 �11 4 3
 35Ahora bien, la base � no es ortonormal, considere por ejemplo
 h�12x+
 1
 2x2;�1 + x2i = 0 + 0 + 1
 2=1
 26= 0
 Por ello no podemos calcular la matriz deD� simplemente como la transpues-ta de la matriz de D.Tenemos dos caminos posibles y vamos a recorrer ambos.
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 La primera posibilidad es aprovecharnos de que conocemos la matrizM�� (D
 �)
 por lo que podemos calcular la matriz M�� (D
 �) usando matrices de transiciónentre las bases � y � y
 M�� (D
 �) =M��M
 �� (D
 �)M��
 donde M�� es la matriz de transición de la base � a la base � y M
 �� es la matriz
 de transición de la base � a la base �. De los datos del problema tendremos que
 M�� =
 24 0 �1 0� 12 0 1
 212 1 1
 2
 35y
 M�� (D
 �) =
 24 0 �1 0� 12 0 1
 212 1 1
 2
 35�10@24 0 0 01 0 00 2 0
 351A24 0 �1 0� 12 0 1
 212 1 1
 2
 35=
 24 �1 1 10 0 0�1 �1 1
 35El otro camino consiste en usar la matriz de Gram (tensor métrico) tal y
 como se describe en la sección anterior.Aquí g se calcula (usando la regla de correspondencia del producto interior)
 como
 g =
 24 12
 12 0
 12 2 1
 20 1
 212
 35y por elloh
 M�� (D
 �)iT= gM�
 � (D)g�1
 =
 24 12
 12 0
 12 2 1
 20 1
 212
 350@12
 24 �3 �4 �11 0 �11 4 3
 351A24 12
 12 0
 12 2 1
 20 1
 212
 35�1
 =
 24 �1 0 �11 0 �11 0 1
 35y, �nalmente,
 hM�� (D
 �)i=
 24 �1 0 �11 0 �11 0 1
 35T =24 �1 1 1
 0 0 0�1 �1 1
 35en completo acuerdo con el resultado obtenido mediante el otro método.
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 La regla de correspondencia de D� se in�ere facilmente del hecho de que(primera parte)
 M�� (D
 �) =
 24 0 0 01 0 00 2 0
 35con lo que
 [D�(v)]� =M�� (D
 �)[v]�
 por lo que si
 v = a+ bx+ cx2
 [v]� =
 24 abc
 35tendremos que
 [D�(a+ bx+ cx2)]� =
 24 0 0 01 0 00 2 0
 3524 abc
 35=
 24 0a2b
 35y
 D�(a+ bx+ cx2) = ax+ 2bx2
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Capítulo 23
 Operadores y matricesHermiteanos,antihermiteanos, simétricos,antisimétricos, unitarios,ortogonales y normales.
 En las aplicaciones tenemos casi siempre operadores lineales en espacios quetambién tienen productos interiores. De aquí surgen diversas propiedades; lasprincipales tienen que ver con los operadores Hermiteanos. En lo que siguetrabajaremos casi exclusivamente con espacios complejos aunque casi todos losresultados se aplican al caso real.Cuando el espacio vectorial es real, el adjunto de un operador T también
 puede ser llamado �operador transpuesto�y se denota como TT .
 23.1. Algunas de�niciones básicas
 De�nición 245 Se dice que un operador lineal T : V ! V es Hermiteano (oautoadjunto) si T = T �
 De�nición 246 Se dice que un operador lineal T : V ! V es antihermitianosi T = �T �
 De�nición 247 Se dice que un operador lineal en un espacio real T : V ! Ves simétrico si T = TT
 De�nición 248 Se dice que un operador lineal en un espacio real T : V ! Ves antisimétrico si T = �TT
 217
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 De�nición 249 Se dice que un operador lineal T : V ! V es unitario si T�1 =T �
 De�nición 250 Se dice que un operador lineal en un espacio real T : V ! Ves ortogonal si T�1 = TT
 De�nición 251 Se dice que un operador lineal T : V ! V es normal si TT � =T �T .
 Similarmente:
 De�nición 252 Se dice que una matriz M es Hermiteana (o autoadjunta) siM =M�
 De�nición 253 Se dice que una matriz M es antihermitiana si M = �M�
 De�nición 254 Se dice que una matriz M es simétrica si M = MT (aquí lamatriz puede ser real o compleja).
 De�nición 255 Se dice que una matriz M es antisimétrica si M = �MT
 De�nición 256 Se dice que una matriz M es unitaria si M�1 =M�
 De�nición 257 Se dice que una matriz M es ortogonal si M�1 =MT
 De�nición 258 Se dice que una matriz M es normal si MM� =M�M .
 23.2. Algunos teoremas
 Al tomar en cuenta que las transformaciones están asociadas con matrices,al introducir bases ortonormales, tendremos que estas de�niciones son lógicas,adjuntos de operadores corresponden a adjuntos (conjugadas transpuestas) dematrices, operadores normales corresponden a matrices normales, operadoreshermitianos corresponden a matrices hermitianas y operadores unitarios corre-sponden a matrices unitarias.
 Teorema 259 Sea V un espacio vectorial con producto interior, � una baseortonormal y T : V ! V un operador lineal. Sea M = M�
 � (T ), entonces T esnormal si y sólo si MM� =M�M .
 Demostración. Suponga que T es normal. Entonces
 MM� =M�� (T )M
 �� (T )
 �
 =M�� (T )M
 �� (T
 �)
 =M�� (TT
 �)
 =M�� (T
 �T )
 =M�� (T
 �)M�� (T )
 =M�� (T )
 �M�� (T )
 =M�M
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 Conversamente, si MM� =M�M entonces
 MM� �M�M = 0
 M�� (TT
 � � T �T ) = 0TT � � T �T = 0
 Teorema 260 Sea V un espacio vectorial con producto interior, � una baseortonormal , T : V ! V un operador lineal y M = M�
 � (T ). Entonces T eshermitiano si y sólo si M =M�
 Demostración. Sea T hermiteano. Entonces
 M� =M�� (T
 �)
 =M�� (T )
 =M
 Conversamente, si M� =M entonces
 M� �M = 0
 M�� (T
 � � T ) = 0T � � T = 0
 Teorema 261 Sea V un espacio vectorial con producto interior, � una baseortonormal T : V ! V un operador lineal y M = M�
 � (T ). Entonces T esunitario si y sólo si M�1 =M�
 Demostración. Sea T unitario. Entonces M�
 M� =M�� (T )
 �
 =M�� (T
 �)
 =M�� (T
 �1)
 =M�� (T )
 �1
 =M�1
 Conversamente, si M =M�1 entonces:
 M� �M�1 = 0
 M�� (T
 � � T�1) = 0T � � T�1 = 0
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 Teorema 262 Si H es un operador Hermiteano en un espacio vectorial com-plejo con producto interior, entonces es normal.
 Demostración. Como
 H�H = HH
 HH� = HH
 tenemos que H es trivialmente normal.
 Teorema 263 Si U es un operador unitario en un espacio vectorial complejocon producto interior, entonces es normal.
 Demostración. Como
 U�U = U�1U = UU�1 = UU�
 tenemos que U es normal.
 Teorema 264 Si U es un operador unitario en un espacio vectorial complejocon producto interior, entonces para cualesquiera vectores u y v
 hUu;Uvi = hu; vi
 Demostración. Tenemos que
 hUu;Uvi = hu; U�Uvi= hu; U�1Uvi= hu; Ivi= hu; vi
 Teorema 265 Si � es un eigenvalor de un operador Hermiteano H en un es-pacio vectorial complejo con producto interior; entonces � es real.
 Demostración. Sea v 6= 0 un eigenvector de H con eigenvalor �. Entonces
 hHv; vi = h�v; vi = �hv; vi= hv;Hvi = hv; �vi = ��hv; vi
 con lo que � = �� (pues hv; vi 6= 0).
 Teorema 266 Si v1 y v2 son dos eigenvectores de un operador HermiteanoH en un espacio vectorial complejo con producto interior correspondientes aeigenvalores diferentes �1 y �2 entonces hv1; v2i = 0 .
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 Demostración. tenemos que
 hHv1; v2i = h�1v1; v2i = �1hv1; v2i= hv1;Hv2i = hv1; �2v2i = ��2hv1; v2i = �2hv1; v2i
 con lo que
 �1hv1; v2i = �2hv1; v2i(�1 � �2)hv1; v2i = 0
 hv1; v2i = 0
 pues (�1 � �2) 6= 0.
 Teorema 267 Si � es un eigenvalor de un operador unitario U en un espaciovectorial complejo con producto interior; entonces j � j= 1.
 Demostración. tenemos que si Uv = �v
 hUv;Uvi = h�v; �vi = ���hv; vi =j � j2 hv; vi= hv; U�Uvi = hv; U�1Uvi = hv; Ivi = hv; vi
 con lo que �j � j2 �1
 �hv; vi = 0
 j � j2= 1
 pues hv; vi 6= 0Tenemos resultados más generales
 Teorema 268 Si v es un eigenvector de un operador normal N en un espa-cio vectorial complejo con producto interior correspondiente al eigenvalor �,entonces v es eigenvector de N� con eigenvalor ��
 Demostración. Sea Nv = �v de modo que
 0 =k Nv � �v k2= hNv � �v;Nv � �vi= hNv;Nvi � hNv; �vi � h�v;Nvi+ h�v; �vi= hv;N�Nvi � h��v;N�vi � hN�v; ��vi+ h��v; ��vi= hv;NN�vi � h��v;N�vi � hN�v; ��vi+ h��v; ��vi= hN�v;N�vi � h��v;N�vi � hN�v; ��vi+ h��v; ��vi=k N�v � ��v k2
 de modo que N�v = ��v
 Teorema 269 Si v1 y v2 son dos eigenvectores de un operador normal N en unespacio vectorial complejo con producto interior correspondientes a eigenvaloresdiferentes �1 y �2 entonces hv1; v2i = 0 .
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 Demostración. Tenemos que si
 Nv1 = �1v1
 Nv2 = �2v2
 entonces
 ��2hv1; v2i = hv1; �2v2i = hv1; Nv2i= hN�v1; v2i = h��1v1; v2i = ��1hv1; v2i
 y ���2 � ��1
 �hv1; v2i = 0hv1; v2i = 0
 pues �1 6= �2�
 23.3. Teorema espectral.
 Muy frecuentemente se llama espectro de un operador al conjunto de suseigenvalores. Por ello las cuestiones relativas a los eigenvalores suelen recibir elcali�cativo de �espectrales�(nada que ver con los fantasmas).Más formalmente:
 De�nición 270 Sean V un espacio vectorial de dimensión �nita y T : V ! Vun operador lineal. Entonces el espectro de T se de�ne como
 spec(T ) = f� j � es un eigenvalor de Tg
 si el espacio no es de dimensión �nita hay que usar una de�nición ligeramentediferente (y más general):
 spec(T ) = f� j (T � �I) es singularg
 ambas de�niciones son equivalentes en el caso de dimensión �nita.
 Teorema 271 Si � = fv1; v2::vng y � = fw1; w2; :::wng son bases ortonormalesen un espacio V con producto interior, entonces la matriz de transición de � a� es una matriz unitaria (ortogonal en el caso real).
 Demostración. Sean M la matriz de transición de � a � y M�1 la matriz de
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 transición de � a �. Entonces
 wj =nXi=1
 Mijvi
 hwj ; vki = hnXi=1
 Mijvi; vki
 =nXi=1
 Mijhvi; vki
 =nXi=1
 Mij�ik
 =Mkj
 Similarmente
 vk =nXi=1
 M�1ik wi
 hvk; wji = hnXi=1
 M�1ik wi; wji
 =
 nXi=1
 M�1ik hwi; wji
 =nXi=1
 M�1ik hwi; wji
 =nXi=1
 M�1ik �ij
 =M�1jk
 Por ello
 M�1jk = hvk; wji
 = hwj ; vki=Mkj
 y M�1 =M��Daremos ahora, sin demostración, varios teoremas relativos a la diagonal-
 ización de diversos operadores.
 Teorema 272 Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión �nita conproducto interior y sea T : V ! V un operador lineal normal. Entonces T esdiagonalizable y tiene una base ortonormal de eigenvectores de T .
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 Teorema 273 Si M es una matriz normal entonces existe una matriz unitariaU tal que U�1MU es diagonal (la matriz diagonalizadora es unitaria).
 Teorema 274 Sea V un espacio vectorial real de dimensión �nita con productointerior y sea T : V ! V un operador lineal simétrico. Entonces T es diagonal-izable y tiene base ortonormal de eigenvectores de T .
 Teorema 275 Si M es una matriz simétrica real entonces existe una matrizortogonal O tal que O�1MO es diagonal (la matriz diagonalizadora es ortogo-nal).
 23.3.1. resolución espectral
 Sean V un espacio vectorial complejo con producto interior y T : V ! V unoperador lineal normal. Sean � = fv1; v2:::vng una eigenbase ortonormal de Ty S = f�1; �2:::�ng el espectro de T .Considere el operador lineal de�nido por
 T 0(v) =nXi=1
 �ihv; viivi
 Este operador es lineal pues para 8v; w 2 V y � 2 C
 T 0(v + w) =
 nXi=1
 �ihv + w; viivi
 =nXi=1
 [�ihv; viivi + �ihw; viivi]
 =nXi=1
 �ihv; viivi +nXi=1
 �ihw; viivi
 = T 0(v) + T 0(w)
 y
 T 0(�v) =nXi=1
 �ih�v; viivi
 = �nXi=1
 �ihv; viivi
 = �T 0(v)
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 Evaluando T 0 en la base, vemos que
 T 0(vj) =nXi=1
 �ihvj ; viivi
 =nXi=1
 �i�ijvi
 = �jvj
 por lo que T = T 0 (ambos operadores lineales coinciden en una base).En conclusión
 T (v) =nXi=1
 �ihv; viivi
 Además cada operador�i(v) = hv; viivi
 es un proyector sobre el espacio generado por fvig y
 T (v) =nXi=1
 �i�i(v)
 o
 T =nXi=1
 �i�i
 Ésta es la llamada descomposición espectral de T .Además como para cualquier vector v 2 V tenemos que
 v =nXi=1
 hv; viiv1
 obtenemos
 IV =
 nXi=1
 �i
 que es una (¡hay muchas!) descomposición espectral de la identidad.En términos de alguna otra base ortonormal � = fw1; w2:::wng la matriz del
 proyector �i será M i =M�� (�i) con
 M ikh = h�iwh; wki= hhwh; viivi; wki= hwh; viihvi; wki= hvi; wkihvi; whi
 yM i = [vi]� [vi]
 ��
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 que es un producto exterior (un vector columna por un vector renglón). Es poresto que, en términos de matrices, nuestro teorema dice que
 M =nXi=1
 �i[vi]� [vi]��
 El caso más común es cuando � es una base canónica, entonces los [vi]� son loseigenvectores expresados en dicha base.
 Ejemplo 276 Consideremos el operador simétrico K : R2 ! R2 de�nido me-diante k(x; y) = (2x+ 2y; 2x+ 5y).La matriz de K referida a la base canónica de R2 es
 M =
 �2 22 5
 �El polinomio característico es
 P (�) = det
 �2� � 22 5� �
 �= �2 � 7�+ 6
 por lo que los eigenvalores son �1 = 1 y �2 = 6.Para �1 tendremos �
 2 22 5
 � �xy
 �=
 �xy
 �por lo que
 2x+ 2y = x
 2x+ 5y = y
 o
 x+ 2y = 0
 2x+ 4y = 0
 y una base normalizada para este eigenespacio E1 es
 V 1 =1p5(�2; 1)
 Para �2 tendremos �2 22 5
 � �xy
 �= 6
 �xy
 �de modo que
 2x+ 2y = 6x
 2x+ 5y = 6y
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 y
 �4x+ 2y = 02x� y = 0
 con lo que una base normalizada para este eigenespacio E6 es
 V 2 =1p5(1; 2)
 y la descomposición espectral de k es simplemente
 k = �1�V 1 + �2�V 2
 = �V 1 + 6�V 2
 o, explícitamente
 �V 1(x; y) =1
 5h(x; y); (�2; 1)i(�2; 1)
 =1
 5(�2x+ y)(�2; 1)
 =1
 5(4x� 2y;�2x+ y)
 y
 �V 2(x; y) =1
 5h(x; y); (1; 2)i(1; 2)
 =1
 5(x+ 2y)(1; 2)
 =1
 5(x+ 2y; 2x+ 4y)
 y facilmente podemos ver que
 �V 1(x; y) + �V 2(x; y) =1
 5(4x� 2y;�2x+ y) + 1
 5(x+ 2y; 2x+ 4y)
 = (x; y) = I
 nos da la resolución de la identidad y que
 �V 1(x; y) + 6�V 2(x; y) =1
 5(4x� 2y;�2x+ y) + 6
 5(x+ 2y; 2x+ 4y)
 = (2x+ 2y; 2x+ 5y) = k(x; y)
 23.3.2. Proyectores de nuevo
 Cuando vimos los proyectores dimos una expresión en términos de una baseortonormal del subespacio sobre el cual se proyecta. Eso lo hicimos así porqueno teníamos las herramientas adecuadas para dar la de�nición �correcta�. Lade�nición dada es defectuosa pues requiere dar una base ortonormal; una buenade�nición no debe depender de tal elección, debe de ser válida para cualquierselección de base.
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 De�nición 277 Sea V un espacio vectorial con producto interior. Un proyectorortogonal es un operador lineal � : V ! V que es Hermiteano e idempotente(�2 = �).
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Capítulo 24
 Cuádricas.
 24.1. Introducción a las ideas principales
 En geometría analítica frecuentemente se pregunta cuál es el lugar geométri-co de los puntos en C donde
 C = f(x; y) j ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0g
 En primer lugar note que si de�nimos la matriz simétrica A mediante
 A =
 �a b
 2b2 c
 �entonces
 [x; y]
 �a b
 2b2 c
 � �xy
 �= ax2 + bxy + cy2
 por lo que si
 v =
 �xy
 �el término ax2 + bxy + cy2 es simplemente
 vTAv
 Podemos completar la descripción puramente matricial del conjunto A side�nimos,
 T = [d; e]
 de modo que el término dx+ ey es
 Tv
 229
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 y el conjunto C es simplemente
 C = fv 2 R2 j vTAv + Tv + f = 0g
 De la geometría analítica elemental sabemos que A representa una cónica(círculo, parábola, elipse, hipérbola o un caso �degenerado�).El propósito de este capítulo es mostrar cómo la teoría espectral de los
 operadores (y las matrices) simétricos nos permite caracterizar la cónica dadapor A. Resultados similares se aplican en R3.
 24.2. Teoría general
 En esta sección trabajaremos en Rn. Una forma cuadrática en Rn es unafunción de�nida mediante
 Q(v) = vTAv
 donde A es una matriz simétrica de n� n y
 v =
 26664x1x2...xn
 37775aquí v es un vector de Rn visto como vector columna, es decir, como matriz den� 1.En forma más explícita
 Q(v) =nXi=1
 nXj=1
 Aijxixj
 Si de�nimosS(v; w) = vTAw
 veremos que:
 La función S es simétrica, es decir S(v; w) = S(w; v)
 S es bilineal, es decir
 S(v + w; x) = S(v; x) + S(w; x)
 S(�v;w) = �S(v; w)
 S(x; v + w) = S(x; v) + S(x;w)
 S(v; �w) = �(v; w)
 Q(v) = S(v; v)
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 Usando la bilinearidad de S y su relación con Q podemos demostrar facil-mente que
 S(a; b) =Q(a+ b)�Q(a� b)
 4o que
 S(a; b) =Q(a+ b)�Q(a)�Q(b)
 2
 Estas fórmulas son útiles cuando se nos da Q y queremos determinar primeroS y luego la matriz A. Habiendo determinado S podemos encontrar A pues,considerando la base canónica de Rn fe1; e2:::eng resulta que
 Aij = S(ei; ej)
 Note que
 S(a; a) =Q(a+ a)� 2Q(a)
 2=2Q(a)
 2= Q(a)
 Ejemplo 278 Considere la forma cuadrática
 Q(x; y; z) = 2x2 � 3xy + z2 + 8xz + yz � 5y2
 entonces podemos hallar la matriz correspondiente, pues, usando la base canóni-ca
 � = fe1; e2; e3g= f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g
 y notando que
 Q(1; 0; 0) = 2
 Q(0; 1; 0) = �5Q(0; 0; 1) = 1
 Q(1; 1; 0) = 2� 3� 5 = �6Q(1; 0; 1) = 2 + 1 + 8 = 11
 Q(0; 1; 1) = 1 + 1� 5 = �3
 tenemos que
 A =
 24 2 �32 4
 �32 �5 1
 24 1
 2 1
 35y veri�camos
 �x y z
 � 24 2 �32 4
 �32 �5 1
 24 1
 2 1
 3524 xyz
 35= �3xy + 8xz + yz + 2x2 � 5y2 + z2
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 Una forma más sencilla aún es notar que cada término cruzado (es decir, condos de las variables) aparece dos veces, una arriba de la diagonal y otra abajo.Por ello los términos de A serán
 Aii = el coe�ciente de x2i
 Aij =1
 2� el coe�ciente de xiyj
 Sin embargo hemos querido mostrar las identidades conocidas como �identidadesde polarización�.
 24.3. diagonalización de formas cuadráticas.
 Consideremos una expresión de la forma
 vTAv + Tv + f
 donde T = [t1; t2:::tn] . Consideremos la forma asociadaQ(v) = vTAv y hagamosun cambio de variable del tipo v = Pw donde P es una matriz invertible (demodo que w = P�1v), entonces
 Q(v) = Q(Pw) = Q0(w) = (Pw)TAPw = wTPTAPw
 yTv = TPw = (TP )w = T 0w
 Si P es la matriz diagonalizadora de A resulta que
 Q0(w) = wTP�1APw
 y si llamamos D = P�1AP (como recordatorio de que es diagonal)
 Q0(w) = wTDw
 y se dice que la forma cuadrática ha sido diagonalizada.En las nuevas coordenadas la forma completa es
 Q0(w) + T 0w + f = 0
 Si los elementos diagonales de D son �i y las coordenadas de w son witendremos que
 Q0(w) = �1w21 + �2w
 22 + :::�nw
 2n
 y no aparecen términos cruzados wiwj .En resumen, una forma en la que hay términos cruzados puede convertirse,
 mediante un cambio de coordenadas, en una forma sin términos cruzados.
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 24.4. cónicas
 En R2 la forma cuadrática más general es del tipo
 Q(x; y) =�x y
 �� a bb c
 ��xy
 �= ax2 + 2bxy + cy2
 que, mediante el cambio de coordenadas P descrito anteriormente se reduce a
 Q0(x0; y0) = �1x02 + �2y
 02
 Ahora nos preguntamos por el lugar geométrico de todos los puntos quesatisfacen
 Q0(x0; y0) = �1x02 + �2y
 02 = 1
 Cuando �1 = �2 y �1 > 0 tenemos un círculo de radiop1=�1
 Cuando �1 = �2 y �1 � 0 tenemos el conjunto vacío:
 Cuando �1 6= �2 pero ambas positivas, se trata de una elipse
 Cuando �1 6= �2 pero una positiva y la otra negativa se trata de unahipérbola.
 Cuando �1 6= �2 pero ambas negativas, se trata del conjunto vacío
 Cuando �1 es cero y �2 > 0, se trata de dos rectas.
 Cuando �2 es cero y �1 > 0, se trata de dos rectas.
 Cuando �1 es cero y �2 < 0, es el conjunto vacío
 Cuando �2 es cero y �1 < 0, es el conjunto vacío
 Los términos del tipo T 0w también pueden ser incluidos. El punto importantees que la diagonalización nos permite librarnos de los términos cruzados, el restodel análisis es como en geometría analítica.
 24.5. super�cies cuádricas.
 En R3 tenemos una situación similar.
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