


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
                            
                        

                    

                

                
                    
                                                    Log in
                            Upload File
                                            

                

            


            	Most Popular
	Study
	Business
	Design
	Technology
	Travel
	Explore all categories


        

    





    
        
            
                
                    
                

                

                    
                        algebra lineal: transformaciones...

                    


                    
                        
                            	Home
	Documents
	Algebra Lineal: Transformaciones Linealescb.mty.itesm.mx/ma3002/materiales/ma3002-transformacion-lineal.pdf · Algebra Lineal: Transformaciones Lineales Departamento de Matem aticas


                        

                    


                    




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

29
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            


            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Algebra Lineal: Transformaciones Lineales Departamento de Matem´ aticas Intro T. Matricial T. Lineal N´ ucleo Rango Algebra Lineal: Transformaciones Lineales Departamento de Matem´ aticas 
        

        
    






				            

        

    









                    
                        
							Upload: lehanh
                            Post on 09-Feb-2018

                            240 views

                        

                        
                            Category:
 Documents


                            2 download

                        

                    


                    
                        
                            Report
                        

                                                
                            	
                                    Download
                                


                        

                                            


                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                                    
Pinterest

                        
                    


                    
                

                

                    
                    
                        Embed Size (px):
                            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                        

                    

                    

                    

                    
                                        
                        TRANSCRIPT

                        Page 1
                        

AlgebraLineal:
 TransformacionesLineales
 Departamentode
 Matematicas
 Intro
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 Departamentode
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 T. Matricial
 T. Lineal
 Nucleo
 Rango
 IntroduccionDesde el punto de vista del Algebra Lineal, las funciones masimportantes son las que preservan las combinaciones lineales.Estas funciones se llamaran Transformaciones Lineales. Es estapresentacion se tratan con los elementos basicos asociados aeste tipo de funciones.
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 TransformacionesLineales
 Departamentode
 Matematicas
 Intro
 T. Matricial
 T. Lineal
 Nucleo
 Rango
 Transformacion MatricialDada una matriz A m × n no necesariamente cuadrada,definiremos la funcion TA que tiene como dominio a Rn ycomo codominio a Rm :es decir, la funcion va de Rn a Rm de lasiguiente manera:
 TA : Rn → Rm
 x 7→ A · x
 Es decir, la funcion consiste en multiplicar el vector x, querepresenta la entrada, por la matriz A.La funcion TA se conoce como la Transformacion Matricialasociada a A.Diremos que una funcion F que va de Rn a Rm es unatransformacion matricial si existe una matriz A n ×m tal queF (x) = A · x.
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 Intro
 T. Matricial
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 Nucleo
 Rango
 Ejemplo
 Tomemos la matriz A =
 (2 1−1 1
 ). La transformacion
 matricial asociada a A va de R2 (Porque la matriz tiene doscolumnas) a R2 (Porque la matriz tiene dos renglones)La logica es simple: para que un vector columna se puedamultiplcar por A requiere tener dos componentes por que lamatriz tiene dos columnas, ası que su dominio es R2: Una vezmultiplicado el vector por la matriz el vector resultante tienedos componentes por que la matriz tiene dos renlones, ası queel codominio es R2.
 Calculemos
 TA
 [(12
 )]=
 (2 1−1 1
 )·(
 12
 )=
 (41
 )TA
 [(1−1
 )]=
 (2 1−1 1
 )·(
 1−1
 )=
 (1−2
 )
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 TA
 [(12
 )]=
 (41
 ), TA
 [(1−1
 )]=
 (1−2
 )
 TA
 [(21
 )]=
 (2 1−1 1
 )·(
 21
 )=
 (5−1
 )
 TA
 [(−1
 1
 )]=
 (2 1−1 1
 )·(−1
 1
 )=
 (−1
 2
 )
 O O
 TA
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 Propiedades
 Si TA es una transformacion matricial, entonces:
 • Se distribuye sobre una suma:
 TA [x + y] = TA [x] + TA [y]
 x
 y
 x + y
 TA[x]
 TA[y]
 TA[x + y] = TA[x] + TA[y]
 TA
 • Preserva proporcionalidad y colinealidad:
 TA [c · x] = c · TA [x]
 x
 c · x
 TA[x]
 TA[c · x] = c · TA [x]
 TA
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 Transformacion LinealUna funcion T de Rn en Rm se dice funcion lineal otransformacion lineal o simplemente lineal si cumple:
 • la propiedad de aditividad para funciones:
 T [x + y] = T [x] + T [y]
 • la propiedad de proporcionalidad para funciones:
 T [c · x] = c · T [x]
 Notas:
 • De las definiciones y de las propiedades comentadas paralas transformaciones matriciales, las transformacionesmatriciales son transformaciones lineales.
 • Toda transformacion lineal envia el vector cero en el vectorcero: T [0] = T [0 · 0] = 0 · T [0] = 0
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 Intro
 T. Matricial
 T. Lineal
 Nucleo
 Rango
 Demuestre que la tranformacion T : R2→R2 definida por
 T
 [(xy
 )]=
 (x + 3 yx + 2 y
 )es lineal.Solucion
 Sean u =
 (x1y1
 )y v =
 (x2y2
 ).
 Entonces
 T [u + v] = T
 [(x1y1
 )+
 (x2y2
 )]= T
 [(x1 + x2y1 + y2
 )]
 =
 ((x1 + x2) + 3 (y1 + y2)(x1 + x2) + 2 (y1 + y2)
 )
 =
 (x1 + 3 y1x1 + 2 y1
 )+
 (x2 + 3 y2x2 + 2 y2
 )
 = T
 [(x1y1
 )]+ T
 [(x2y2
 )]= T [u] + T [v]
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 Por otro lado, para todo escalar c,
 T [c · u] = T
 [(c x1c y1
 )]=
 (c x1 + 3 c y1c x1 + 2 c y1
 )= c ·
 (x1 + 3 y1x1 + 2y1
 )= c · T
 [(x1y1
 )]= c · T [u]
 Como se cumplen las dos condiciones:
 T [u + v] = T [u] + T [v]T [c · u] = c · T [u]
 T es lineal �
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 Demuestre que la transformacion T : R3→R2 es lineal:
 T [(x , y , z)′] = (x + z , y − z)′
 SolucionSean u = (x1, y1, z1)′ y v = (x2, y2, z2)′. Entonces
 T [u + v] = T [(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)′]
 = ((x1 + x2) + (z1 + z2), (y1 + y2)− (z1 + z2))′
 = (x1 + z1, y1 − z1)′ + (x2 + z2, y2 − z2)′
 = T [u] + T [v]
 Por otro lado, para todo escalar c ,
 T [c · u] = T [(c x1, c y1, c z1)′] = (c x1 + c z1, c y1 − c z1)′
 = c · (x1 + z1, y1 − z1)′ = c · T [(x1, y1, z1)′]
 = c · T [u]
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 Matematicas
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 Nucleo
 Rango
 Nucleo de una Tranformacion LinealSea T una transformacion lineal de Rn en Rm. El nucleo T esel subconjunto formado por todos los vectores en Rn que semapean a cero en Rm:
 Ker(T ) = {v ∈ Rn | T [v] = 0 ∈ Rm }
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 Intro
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 T. Lineal
 Nucleo
 Rango
 Indique cuales opciones contienen un vector en el nucleo de latransformacion de R3 en R3 definida como
 T
 xyz
 =
 −2 x + 3 z−23 x − 15 y − 18 z−5 x − 3 y − 3 z
 dentro de las opciones:
 1. v1 = (0, 0, 0)′
 2. v2 = (12,−28, 8)′
 3. v3 = (1,−2, 1)′
 4. v4 = (3,−7, 2)′
 5. v5 = (2,−4,−4)′
 6. v6 = (9,−18,−15)′
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 Antes de pasar a la verificacion, es conveniente observar que esposible encontrar una matriz A tal que T [x] = A · x. Es decir,aplicar T a un vector x es equivalente a multiplicar por unacierta matriz A al vector x. Empecemos con la dimension de A:como A se multiplica por la izquierda de x y x ∈ R3 entonces elnumero de columnas de A es 3. Por otro lado, como elresultado A · x es un vector de R3, entonces el numero derenglones de A es 3. Si requerimos que −2 x + 3 z
 −23 x − 15 y − 18 z−5 x − 3 y − 3 z
 =
 xyz
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 No es difıcil ver −2 x + 3 z−23 x − 15 y − 18 z−5 x − 3 y − 3 z
 =
 −2 0 3
 −23 −15 −18
 −5 −3 −3
 xyz
 es decir que
 A =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 es la matriz que hace que T sea la transformacion matricialasociada a A.
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 El vector v1 esta en el nucleo de T debido a que
 T [v1] = A ·v1 =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 0
 00
 =
 000
 = 0
 El vector v2 esta en el nucleo de T debido a que
 T [v2] = A·v2 =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 12−28
 8
 =
 000
 = 0
 El vector v3 no esta en el nucleo de T debido a que
 T [v3] = Av3 =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 1−2
 1
 =
 1−11−2
 6= 0
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 El vector v4 esta en el nucleo de T debido a que
 T [v4] =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 3−7
 2
 =
 000
 = 0
 El vector v5 no esta en el nucleo de T debido a que
 T [v5] =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 2−4−4
 =
 −168614
 6= 0
 El vector v6 no esta en el nucleo de T debido a que
 T [v6] =
 −2 0 3−23 −15 −18−5 −3 −3
 · 9−18−15
 =
 −63−333−54
 6= 0�
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 T. Matricial
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 Nucleo
 Rango
 Determine el nucleo de la transformacion de R3 en R3 definidacomo
 T
 xyz
 =
 −2 x + 3 z−23 x − 15 y − 18 z−5 x − 3 y − 3 z
 Un vector v = (a, b, c)′ pertenece al nucleo de T si T (v) = 0,es decir si:
 T [(a, b, c)′] =
 −2 a + 3 c−23 a− 15 b − 18 c−5 a− 3 b − 3 c
 = 0 ( en R3)
 Por lo tanto, para pertenecer al nucleo debe cumplirse
 −2 a + 3 c = 0−23 a− 15 b − 18 c = 0−5 a− 3 b − 3 c = 0
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 Reduciendo tenemos:
 a− 3/2 c = 0b + 7/2 c = 0
 Es decir abc
 =
 3/2 c−7/2 c
 c
 = c
 3/2−7/2
 1
 , c libre
 Observe que el nucleo de T en este caso es un espaciogenerado:
 Ker(T ) = Gen
 3/2−7/2
 1
 Ademas, la dimension de Ker(T ) es 1, lo cual coincide con elnumero de columnas sin pivote en la reducida de A (La matrizque define a la transformacion T ). Geometricamente en R3
 este generado corresponde a la lınea que pasa por el origen ycon vector de direccion (3/2,−7/2, 1)′ que es:
 x
 3/2=
 y
 −7/2=
 z
 1�
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 El Rango de una Transformacion LinealSea T : Rn → Rm una transformacion lineal. El rango oimagen de T es el conjunto de todas las imagenes de T en Rm:
 R(T ) = {w ∈ Rm |w = T [v] para algun v ∈ Rn }
 Es decir, el rango es el subconjunto de Rm formado poraquellos vectores que provienen de algun vector de Rn.
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 Indique cuales opciones contienen un vector en la imagen de latransformacion de R3 en R3 definida como
 T
 xyz
 =
 2 x + 5 y + z8 x + 12 y + 6 z−4 x − 2 y − 4 z
 dentro de las opciones:
 1. v1 = (0, 0, 0)′
 2. v2 = (2, 8,−4)′
 3. v3 = (−23,−52, 6)′
 4. v4 = (5, 12,−2)′
 5. v5 = (−3, 1,−1)′
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 Nucleo
 Rango
 El vector v1 = (0, 0, 0)′ de R3 esta en la imagen de T si existeun vector (a, b, c)′ en R3 tal que T [(a, b, c)′] = v1. Es decir, sies consistente el sistema
 2 a + 5 b + c = 08 a + 12 b + 6 c = 0−4 a− 2 b − 4 c = 0
 Pero este sistema por ser homogeno es consistente. Por tantoel vector v1 sı esta en la imagen de T .
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 Nucleo
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 El vector v2 = (2, 8,−4)′ de R3 esta en la imagen de T siexiste un vector (a, b, c)′ en R3 tal que T [(a, b, c)′] = v2. Esdecir, si es consistente el sistema:
 2 a + 5 b + c = 28 a + 12 b + 6 c = 8−4 a− 2 b − 4 c = −4
 Al reducir la matriz aumentada se obtiene: 1 0 9/8 10 1 −1/4 00 0 0 0
 por ser consistente el sistema, el vector v2 sı esta en la imagende T .
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 El vector v3 = (−23,−52, 6)′ de R3 esta en la imagen de T siexiste un vector (a, b, c)′ en R3 tal que T [(a, b, c)′] = v3. Esdecir, si es consistente el sistema:
 2 a + 5 b + c = −238 a + 12 b + 6 c = −52−4 a− 2 b − 4 c = 6
 Al reducir la matriz aumentada se obtiene: 1 0 9/8 10 1 −1/4 −50 0 0 0
 por ser consistente el sistema, el vector v3 sı esta en la imagende T .
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 El vector v4 = (5, 12,−2)′ de R3 esta en la imagen de T siexiste un vector (a, b, c)′ en R3 tal que T [(a, b, c)′] = v4 esdecir si es consistente el sistema:
 2 a + 5 b + c = 58 a + 12 b + 6 c = 12−4 a− 2 b − 4 c = −2
 Al reducir la matriz aumentada se obtiene: 1 0 9/8 00 1 −1/4 10 0 0 0
 por ser consistente el sistema, el vector v4 sı esta en la imagende T .
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 El vector v5 = (−3, 1,−1)′ de R3 de esta en la imagen de T siexiste un vector (a, b, c)′ en R3 tal que T [(a, b, c)′] = v5 esdecir si es consistente el sistema:
 2 a + 5 b + c = −38 a + 12 b + 6 c = 1−4 a− 2 b − 4 c = −1
 Al reducir la matriz aumentada se obtiene: 1 0 9/8 00 1 −1/4 00 0 0 1
 por ser inconsistente el sistema, el vector v5 no esta en laimagen de T �
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 Determine la imagen de la transformacion lineal de R3 en R3
 definida como
 T
 xyz
 =
 2 x + 5 y + z8 x + 12 y + 6 z−4 x − 2 y − 4 z
 El vector v = (a, b, c)′ de R3 de esta en la imagen de T siexiste un vector (x , y , z)′ en R3 tal que T [(x , y , z)′] = v′ esdecir si es consistente el sistema
 2 x + 5 y + z = a8 x + 12 y + 6 z = b−4 x − 2 y − 4 z = c
 Al formar la matriz aumentada y escalonar se obtiene: 2 5 1 a0 −8 2 −4 a + b0 0 0 −2 a + b + c
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 Por tanto, (a, b, c)′ esta en la imagen de T ssi el sistemaanterior es consistente ssi −2 a + b + c = 0. Esto ocurrira si ysolo si a = 1/2 b + 1/2 c . Es decir, (a, b, c)′ esta en la imagende T si y solo si a
 bc
 =
 1/2 b + 1/2 cbc
 = b
 1/210
 + c
 1/201
 Por tanto,
 R(T ) = Gen
 1/2
 10
 ,
 1/201
 Geometricamente, R(T ) es el plano 2 a− b − c = 0 (o2 x − y − z = 0) en R3 �
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 Notas
 • La funcion traslacion Tpo : Rn → Rn definida comoT [x] = x + Po no es una transformacion lineal.
 • Por ello es que conviene definir las coordenadashomogeneas: Todo punto de (x , y) de R2 se mapea en elpunto (x , y , 1) de R3. Se dice que para k 6= 0, los puntos(x , y , 1) y (k · x , k · y , k) representan el mismo punto(x , y) del plano.
 • Con las coordenadas homogeneas, la traslacion es unatransformacion matricial:
 T
 xy1
 =
 1 0 c10 1 c20 0 1
 · x
 y1
 =
 x + c1y + c2
 1
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 En coordenadas homogeneas de R2:
 • Las rotaciones son:
 T
 xy1
 =
 cos (θ) −sen (θ) 0sen (θ) cos (θ) 0
 0 0 1
 · x
 y1
 • Las homotecias que tienen factor de amplificacion k y
 punto fijo (cx , cy ) tienen la forma:
 T
 xy1
 =
 k 0 (1− k) · cx0 k (1− k) · cy0 0 1
 · x
 y1
 Referencia WEB (Ojo: en el producto la matriz la usan por laderecha!)
 http://graficos.conclase.net/curso/?cap=006c
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